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摘　要：由于随机量的作用，粒子群优化算法（ＰＳＯ）中粒子的位置迭代是一个非线性动态离散过程，单个粒子在随

机量影响下的运动方程可转换为一个二阶变系数非齐次方程．为此，利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定定理对该方程的稳定性作

了深入研究，分析得到了使粒子运动稳定收敛的惯性权重和随机参数取值条件．实验结果表明，按照所得到的条件选

择参数取值，能使粒子运动轨迹快速稳定收敛．该结果有助于实际应用中ＰＳＯ算法参数的选择和调整．
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１　引　　言
在１９９５年，Ｅｂｅｒｈａｒｔ和Ｋｅｎｎｅｄｙ

［１］通过对鸟群

捕食行为的研究提出了粒子群优化算法 （ＰＳＯ）．

ＰＳＯ算法目前已广泛应用于函数优化、神经网络训

练、模糊系统控制以及其他遗传算法的应用领域．对

于ＰＳＯ算法本身的理论研究主要包括单个粒子飞

行轨迹分析和整个群体行为研究两方面，即微观分

析和宏观研究两个层面．

早在１９９７年，Ｋｅｎｎｅｄｙ
［２］就提到单个粒子的轨

迹依赖于随机参数的取值，而且随机参数的取值影

响整个粒子群的搜索能力．但这些参数如何影响单

粒子轨迹和粒子群搜索能力的机制尚不明确．由此

拉开了对于ＰＳＯ算法微观层面上，各个参数对粒子

轨迹收敛性研究的序幕．在 １９９９ 年，Ｏｚｃａｎ 和

Ｍｏｈａｎ
［３］作了首次理论分析的尝试．在没有考虑惯

性权重，且假设随机量、个体最佳位置（狆ｂｅｓｔ）及全局

最佳位置（犵ｂｅｓｔ）为常数的前提下，发现在一维空间

中单粒子位置轨迹按照正弦规律变化．文献［４］利

用状态转移方程和微分方程对粒子的运动轨迹作了

更深入的分析．文献［５］使用差分方程及犣变换对

ＰＳＯ算法中粒子运动轨迹的稳定性作深入的研究，

并举例说明了狆ｂｅｓｔ和犵ｂｅｓｔ的变化以及随机量对粒子

运动过程的影响．以上研究都忽略了随机数的影响，

将粒子运动状态简化为线性，重点关注惯性权重、学

习因子对粒子轨迹稳定收敛的作用．事实上，正是随

机量所带来的不确定性给整个粒子群带来了多样性

和创新，并且使得整个系统成为一个非线性系统．在

２００６年，文献［６］将粒子的动态特性视为非线性负
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反馈系统，分析得到一组随机参数与惯性权重取值

关系，但却与文献［４，５］的结果相矛盾．同时文献

［６］中还列举了多个不满足所得取值关系而轨迹收

敛的例子．随后，非线性反馈理论和 Ｍａｓｏｎ信号流

图理论分别被引入到随机量对粒子轨迹稳定收敛影

响的研究［７，８］，得到了与文献［４，５］相似的惯性权重

与随机参数取值条件．

本文从粒子位置的基本迭代方程入手，将其转

化为二阶变系数差分方程．然后，利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳

定定理对方程的零解稳定条件进行分析，研究控制

粒子运动轨迹收敛的随机数取值条件，并给出了使

粒子轨迹稳定收敛的ＰＳＯ算法参数选择条件．

２　犘犛犗算法及粒子运动轨迹数学模型建立
标准ＰＳＯ算法

［９］的数学描述为：在犇维搜索空

间中，犿个粒子组成一个群体，第犻个粒子在犇 维空

间中的位置表示为狓犻＝（狓犻１，狓犻２，…，狓犻犇），每个粒子

的飞行速度为犞犻 ＝ （狏犻１，狏犻２，…，狏犻犇），犻＝１，２，…，

犿．第犻个粒子经历过的个体最好位置狆ｂｅｓｔ（有个体

最佳适应度值）记为狆犫，整个群体中，所有粒子的全

局最佳位置犵ｂｅｓｔ（有群体最佳适应度值）记为犵犫．

每一代粒子的速度和位置迭代方程为

狏（犽＋１）＝ω狏（犽）＋φ１（犽）（狆犫（犽）－狓（犽））＋

φ２（犽）（犵犫（犽）－狓（犽））， （１）

狓（犽＋１）＝狓（犽）＋狏（犽＋１）． （２）

其中：ω 为惯性权重；φ１ ＝犮１ｒａｎｄ（０，１），φ２ ＝

犮２Ｒａｎｄ（０，１），犮１ 和犮２ 是学习因子，ｒａｎｄ（０，１），

Ｒａｎｄ（０，１）表示区间［０，１］上的随机数．

搜索空间犇的每一维是相互独立的，因此为了

讨论方便，对算法的分析简化到一维进行．并且假设

粒子群中除第犻个粒子外其余粒子保持不动，仅对

单个粒子的迭代过程进行研究．

通过迭代，由式（１）和（２）得到ＰＳＯ算法中单个

粒子的位置轨迹方程为

狓（犽＋２）－［１＋ω－φ１（犽＋１）－

φ２（犽＋１）］狓（犽＋１）＋ω狓（犽）＝

φ１（犽＋１）狆犫（犽＋１）＋φ２（犽＋１）犵犫（犽＋１）．（３）

由式（２）可知，粒子的速度轨迹可由狏（犽＋１）＝

狓（犽＋１）－狓（犽）给出．因此，本文仅对式（３）进行分

析，从粒子的位置轨迹入手讨论随机量取值对粒子

稳定性的影响．从而，从微观层面来讨论在随机量影

响下，单个粒子在搜索空间中的运动过程和特性．

３　 随机量影响下粒子位置轨迹稳定条件
分析
由式（３）可知，粒子的位置轨迹可用如下二阶

变系数非齐次差分方程表示：

狓犽＋２＋犵（犽）狓犽＋１＋犳（犽）狓犽 ＝犲犽． （４）

其中：犽∈犖；犵，犳为犖 上的实函数．

一般地，非齐次差分方程的解是它所对应的齐

次方程的通解加上一个非齐次特解．对于式（４）所

对应的二齐次方程狓犽＋２＋犵（犽）狓犽＋１＋犳（犽）狓犽＝０，它

的等价方程为

狓犽＋１ ＝狔犽，

狔犽＋１ ＝－犳（犽）狓犽－犵（犽）狔犽
｛ ．

（５）

下面首先对方程（５）进行分析；然后再寻求式

（４）的一个特解．进而，由式（４）解的稳定性条件得

到粒子位置运动轨迹的稳定收敛条件．

３．１　 二阶变系数齐次差分方程的犔狔犪狆狌狀狅狏分析

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定定理
［１０］是研究差分微分系统稳

定性理论的重要且有效的工具．用类比法构造式（５）

的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，有

犞（犽，狓，狔）＝

［（１＋犳（犽））（１＋犳
２（犽）－犵

２（犽）（１－

犳（犽）））］狓
２
＋４犵（犽）犳（犽）狓狔＋２（１＋犳（犽））狔

２．

（６）

当

狘犳（犽）狘≤犫＜１， （７）

（１＋犳（犽））≥犪０ ＞犪≥狘犵（犽）狘 （８）

时，犞（犽，狓，狔）为具有无穷小上界且径向无界的正定

二次型，有

Δ犞（犽，狓，狔）＝

犞（犽＋１，狓犽＋１，狔犽＋１）－犞（犽，狓犽，狔犽）＝

［－（１－犳（犽））（１＋犳（犽））
２
－犵

２（犽）＋

２犳
２（犽）Δ犳（犽））］狓

２（犽）－４犳（犽）犳（犽＋

１）Δ犵（犽）狓犽狔犽＋［－（１－犳（犽＋１））（１＋

犳（犽＋１））（１＋犳（犽））－犵
２（犽）＋

Δ犳（犽）（１＋犳
２（犽＋１））－２犵（犽）（１＋

犳（犽＋１）Δ犵（犽））］狔
２（犽）－（１－

犳（犽＋１）（Δ犵（犽））
２
狔
２（犽））＝

［２犳
２（犽）＋２犳（犽＋１）犳（犽）－（１＋犳（犽））×

（１＋犳
２（犽））＋犵

２（犽）（１－犳（犽））］狓
２
犽＋

［１＋犳（犽＋１）＋犳
２（犽＋１）＋２（１－

犳（犽））＋犵
２（犽）（１－犳（犽＋１））］狔

２
犽 ＝

［－（１－犳（犽））（（１－犳（犽））
２
－犵

２（犽））＋

２犳（犽）Δ犳（犽）］狓
２
犽＋［－（１－犳（犽＋１））（（１＋

犳（犽＋１））
２
－犵

２（犽））＋２Δ犳（犽）］狔
２
犽 ≤

［－（１－犫）（犪
２
０－犪

２）＋２（狘Δ犳（犽）狘＋

狘Δ犵（犽）狘）］狓
２（犽）＋［－（１－犫）（犪

２
０－犪

２）＋

２（狘Δ犳（犽）狘＋５狘Δ犵（犽）狘）］狔
２（犽）≤

　　［－（１－犫）（犪
２
０－犪

２）＋２犿］（狓
２（犽）＋狔

２（犽））．

（９）

００５１
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由上式可得，当

狘Δ犳（犽）狘＋５狘Δ犵（犽）狘≤犿＜
１

２
（１－犫）（犪

２
０－犪

２）

（１０）

时，Δ犞（犽，狓，狔）为负定二次型，即犞（犽，狓，狔）沿二阶

变系数齐次差分方程狓犽＋２＋犵（犽）狓犽＋１＋犳（犽）狓犽＝０

为负定二次型．

由Ｌｙａｐｕｎｏｖ渐近稳定性定理２可知，在满足式

（７），（８），（１０）的条件下，式（５）所示系统的零解大

范围内一致渐进稳定，即二阶变系数齐次差分方程

狓犽＋２＋犵（犽）狓犽＋１＋犳（犽）狓犽＝０的零解大范围内一致

渐进稳定．

观察粒子位置轨迹的二阶差分迭代方程，即式

（３），如果粒子的适应函数值已达到实验要求，即粒

子的位置已经使适应函数获得全局最大值（或最小

值），则该粒子的位置狓（犽＋１）＝狓（犽）＝犵犫，且狆犫

＝犵犫．这时粒子的位置就是式（３）的一个特解．

适应函数的全局极值点是确定的，因此按上述

方法找到的方程组的特解是稳定、非振荡的．从而，

当方程（３）所对应的齐次方程组有渐进稳定解时，

方程（３）的通解也是渐进稳定的．

３．２　 粒子位置迭代差分方程稳定条件分析

结合３．１节的分析结果与方程（３）的齐次方程，

有

犵（犽＋１）＝

１＋ω－φ１（犽＋１）－φ２（犽＋１），

（１１）

狘犳（犽）狘＝狘ω狘． （１２）

由此可得

狘犳（犽）狘＝狘ω狘＝ω＜１， （１３）

（１＋犳（犽））＝１＋ω≥犪０ ＞犪≥狘犵（犽）狘＝

狘１＋ω－φ１（犽＋１）－φ２（犽＋１）狘，

并简化得到

０≤φ１（犽＋１）＋φ２（犽＋１）＜２＋２ω， （１４）

狘Δ犵（犽）狘≤犿＜
１

１０
（１－犫）（（１＋犫）

２
－犪

２）．

其中

狘Δ犵（犽）狘＝狘犵（犽＋１）－犵（犽）狘＝

狘φ１（犽＋１）－φ１（犽）＋φ２（犽＋１）－φ２（犽）狘×

１

１０
（１－犫）（（１＋犫）

２
－犪

２）＝

１

１０
（１－ω）（（１＋ω）

２
－犪

２）＜

１

１０
（１－ω）（（１＋ω）

２
－（１＋ω－

φ１（犽＋１）－φ２（犽＋１））
２）＝

１

１０
（１－ω）（φ１（犽＋１）＋φ２（犽＋１））×

（２＋２ω－φ１（犽＋１）－φ２（犽＋１））．

因此迭代方程中随机量的取值还要满足以下条件：

狘φ１（犽＋１）－φ１（犽）＋φ２（犽＋１）－φ２（犽）狘＜

１

１０
（１－ω）（φ１（犽＋１）＋φ２（犽＋１））×

（２＋２ω－φ１（犽＋１）－φ２（犽＋１））． （１５）

通过上述分析可知，当变量取值满足式（１３）～

（１５）时，粒子的位置渐进稳定，粒子位置运动轨迹

收敛．

综上所述，为了使粒子的位置运动轨迹稳定收

敛，算法中的变量取值条件为：

１）０＜ω＜１；

２）０＜φ１（犽＋１）＋φ２（犽＋１）＜２＋２ω；

３）狘φ１（犽＋１）－φ１（犽）＋φ２（犽＋１）－φ２（犽）狘＜

　　　
１

１０
（１－ω）（φ１（犽＋１）＋φ２（犽＋１））（２＋

　　　２ω－φ１（犽＋１）－φ２（犽＋１））．

将上述条件与文献［４，５］所得的最终结果相比

较，条件１）与文献［４，５］所得的最终结果完全一致；

文献［４，５］中关于惯性权重ω的取值条件是当随机

量取值不变情况下条件２）的一个特例．本文和文献

［４，５］从不同的分析角度，相互验证了所得成果的

正确性．为了使粒子运动轨迹稳定，本文的条件３）

进一步约束了随机量的取值．

一般而言，研究者在ＰＳＯ算法研究和使用中通

常取ω≈０．７２９，犮１ ＝犮２ ≈１．４９４４５．该组参数在测

试函数以及许多实例中均取得了不错的效果．显然，

该组参数取值满足条件１）和条件２）．

４　 实验及讨论
下面给出几个不同参数设定条件下的仿真实

例．测试程序使用 Ｍａｔｌａｂ７．０编写并在１．７３ＧＨｚ，

５１２ＭＢＰＣ上运行，以下所有图形均由 Ｍａｔｌａｂ程序

生成．

参数设定１）：随机量取值固定，φ１（犽）＝φ２（犽）

＝１．２５，ω＝０．５，并且满足上述全部条件．在初始参

数为狆犫＝５，犵犫＝８，狓（０）＝１，狓（１）＝２的条件下，

粒子的位置变换过程均呈阻尼振荡，最终稳定为

６．５，处于稳定状态，如图１所示．

参数 设 定 ２）：优 化 问 题 为 犳（狓）＝ 狓
２
＋

（ｓｉｎ狓）２，搜索空间为［－１００，１００］．犮１＝犮２＝１．５，ω

＝０．９，并且满足条件１）和条件２）．实验以随机量

取值是否满足条件３），即随机量取值是否受限展

开．

图２（ａ）和图２（ｂ）分别给出了某次运算中粒子

是否在条件３）限制下的位置运动过程．图２（ａ）中的

粒子位置运动收敛，很快达到全局最优点．图２（ｂ）

１０５１
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图１　 粒子位置轨迹

图２　 粒子位置轨迹

中粒子由于系统参数中存在随机量而一直处于运动

状态中．

参数设定３）：优化问题为Ｓｐｈｅｒｅ函数犳（狓）＝

∑
狀

犻＝１

狓２犻，搜索空间为［－１００，１００］，犮１＝犮２＝１．５．ω按

余弦规律取值，即

ω＝ωｍｉｎ（ωｍａｘ－ωｍｉｎ）×

１＋ｃｏｓ（（ｉｔｅｒ－１）π／（ｍａｘｓｔｅｐ－１））

２
．

其中：ωｍｉｎ＝０．３，ωｍａｘ＝０．９，ｉｔｅｒ是当前迭代次数，

最大迭代次数ｍａｘｓｔｅｐ设定为８０次．实验以随机量

取值是否满足条件３），即随机量取值是否受限展

开．

图３（ａ）和图３（ｂ）分别给出了当ω按余弦规律

减小时，某次运算中粒子是否在条件３）限制下的位

置运动过程．如图３（ａ）所示，在随机量取值受限时，

粒子迭代３５次就收敛到全局最优点．而在图３（ｂ）

中，粒子由于随机量取值不加限制，需迭代５６次才

可收敛到全局最优点．

图３　 粒子位置轨迹

由上面的仿真实例可以看出，当ＰＳＯ 参数满

足所给出的稳定收敛条件时，粒子的运动轨迹迅速

地收敛到固定点．当ＰＳＯ参数不满足所给出的条件

时，粒子的运动轨迹发散、不稳定或是要经过更多次

的迭代才可以收敛．显然，随机性的选择是否满足条

件３）决定了粒子运动轨迹能否快速稳定收敛．

５　 结 　 　论
本文直接面对 Ｋｅｎｎｅｄｙ提出的随机参数φ如

何影响单粒子轨迹的问题，着眼于随机量对粒子运

动轨迹的影响．文中应用数学领域中经典的分析非

线性系统稳定性的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定定理，直接从分

析粒子位置迭代的非线性差分方程入手，从一个不

同的角度对单个粒子的位置轨迹稳定性条件进行了

研究．重点讨论了使粒子位置稳定收敛的随机量取

值条件，得到了一组约束ＰＳＯ算法参数取值，使粒

子运动轨迹收敛的条件．

与前人研究成果相对比，本文所得到的稳定条

件包含了文献［４，５］在不考虑随机量影响特定条件

下所取得的研究成果．同时，取得了与文献［７，８］相

同的随机参数与惯性权重的取值关系，并且进一步

限定了促使粒子运动轨迹稳定收敛的随机参数取值

条件．仿真实验验证了本文理论推导所取得的结果．

文中得到的参数取值条件对通过调整参数提高

ＰＳＯ算法的效率有一定的指导意义，也有助于在实

际应用中对ＰＳＯ算法参数的选择和使用．
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