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一类区间时变输入时滞与状态时滞线性系统的稳定性研究

王新梅，裴海龙

（华南理工大学 自动化科学与工程学院，广州５１０６４０）

摘　要：研究一类具有区间时变输入时滞与状态时滞线性系统的稳定性问题．通过选择合理的ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ

函数，基于积分等式方法（积分等式由自由权矩阵构造而成），以ＬＭＩ的形式给出时滞相关的稳定性充分条件，并进

行了相关控制器的设计．所得结论对时滞导数没有任何限制，可用于快时变时滞系统．同时，积分等式方法较积分不

等式方法更优，保守性更低．最后，通过数值比较及仿真表明了所提出方法的有效性和优越性．
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１　引　　言
时滞存在于大量的动态系统中，比如远程控制

系统、网络传输系统、电力系统、化学系统以及生物

系统等，若忽略时滞将会对系统的性能产生很大的

影响．现有的研究时滞系统稳定性的成果基本分为

两大类：时滞相关和时滞独立．由于时滞相关准则利

用了时滞信息，它们的保守性相对较低，而时滞相关

稳定条件通常都是通过变换得出的，比如中立变换、

参数变换等．还有一种就是利用ＬｅｉｂｎｉｚＮｅｗｔｏｎ公

式，通过在犞（狋）中适当地添加一些零项、引入辅助

变量并利用广义的状态变量，也可以得出保守性较

小的结果［１３］．在目前的研究成果中，有些结果要求

系统时滞参数的导数小于１．但在很多实际系统中，

可能无法预知时滞参数导数的情况，如遥操作系统

和网络控制系统中的时滞参数变化很快，有时时滞

参数的导数甚至可能不存在，这时已有方法可能就

不适用了．然而，这些系统中时滞参数的上界和下界

往往可以知道，所以研究这种具有区间时变时滞系

统的稳定性问题已经成为时滞系统研究的一个新方

向．同时，具有输入时滞与状态时滞线性系统的鲁棒

镇定 问 题 也 是 ２００３ 年 法 国 学 者 Ｒｉｃｈａｒｄ
［４］在

Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ上发表的关于时滞系统的综述文章里

提到过的４个公开问题之一，即：考虑同时具有状态

时滞与输入时滞的线性系统狓（狋）＝犃狓（狋）＋犃犱狓（狋

－犺）＋犅１狌（狋）＋犅２狌（狋－犺），如果矩阵对（犃，犅１）与

／或（犃＋犃犱，犅１）不能控，如何利用输入时滞项

犅２狌（狋－犺）进行有效控制．当犃犱 ＝０时，系统只含输

入时滞，对于这类系统，常常采用Ａｒｔｓｔｅｉｎ模型退化
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方法，将原来系统变成无时滞的线性系统．但这类方

法只适应于参数模型完全已知的情形，如果系统含

有不确定性或时滞是变化的，该方法不再有效，即使

模型精确已知，Ａｒｔｓｔｅｉｎ模型退化方法得到的控制

器具有分布时滞，这类控制器也不易实现．当犃犱≠０

时，对于这类系统的研究并不多见．文献［５］针对线

性时变输入和状态时滞系统，利用一类新型的积分

不等式得到了该类系统的无记忆状态反馈情况下的

稳定性充分条件；［６］研究了一类时变输入和状态

时滞ＴＳ模糊系统的保成本控制；［７］研究了一类时

变状态和输入奇异时滞系统的稳定性问题；［８］研

究了一类时变状态和输入时滞ＴＳ模糊系统的鲁棒

犎∞ 控制．总而言之，对时变输入和状态时滞系统的

稳定性研究并不多见，而且已有的研究有不同程度

的保守性．

本文对具有区间时变输入时滞与状态时滞线性

系统的稳定性问题进行研究．通过选择合理的

ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数结合辅助变量和广义状

态法［１，３］，基于积分等式方法（积分等式由自由权矩

阵构造而成），以ＬＭＩ的形式给出时滞相关的稳定

性充分条件及相关控制器设计．本文结论不必检验

矩阵对（犃，犅１）与（犃＋犃犱，犅１）是否能控或能稳，只

要给定的ＬＭＩ可解，就一定能找到无记忆状态反馈

控制器使原系统镇定．本文具有两个特点：１）本文

结论对时滞的导数没有任何限制（即不用讨论时变

时滞是否可微），同时也可用于具有快时变时滞系

统；２）运用积分等式方法，解决了稳定性问题中保

守性的根源问题．

２　 预备知识及问题描述
２．１　 问题描述

考虑如下名义的时滞系统：

狓（狋）＝犃狓（狋）＋犃１狓（狋－τ１（狋））＋犅狌（狋）＋

犅１狌（狋－τ２（狋））． （１）

其中：狓（狋）∈犚
犿 为状态变量，狌（狋）∈犚

狀 为控制输

入，τ犻（狋）为区间时变时滞且满足

０＜τ犻ｍｉｎ≤τ犻（狋）≤τ犻ｍａｘ，τｍａｘ＝ｍａｘ
犻

（τ犻ｍａｘ）．

犃，犃１，犅，犅１是合适维数常数实矩阵．作如下定

义：

τ犻，１／２ ＝
１

２
（τ犻ｍａｘ＋τ犻ｍｉｎ），δ犻 ＝

１

２
（τ犻ｍａｘ－τ犻ｍｉｎ），

则有τ犻（狋）＝τ犻，１／２＋δ犻犿犻（狋），其中

犿犻（狋）＝

２τ犻（狋）－（τ犻ｍａｘ＋τ犻ｍｉｎ）

τ犻ｍａｘ－τ犻ｍｉｎ
，τ犻ｍａｘ＞τ犻ｍｉｎ；

０，τ犻ｍａｘ＝τ犻ｍｉｎ

烅

烄

烆 ．

由此可得

狘犿犻（狋）狘≤１，τ犻（狋）∈ ［τ犻，１／２－δ犻，τ犻，１／２＋δ犻］．

（２）

考虑无记忆状态反馈控制器狌（狋）＝犓狓（狋），下

面讨论该类系统在控制器作用下稳定的充分条件．

２．２　 相关引理

引理１　给定常数犱＞０，对于任意合适维数的

矩阵犝，犞，犠，变量犵（狊），ζ（狋），下列等式成立：

－∫
狋

狋－犱
犵
Ｔ（狊）犠犵（狊）ｄ狊＝

２ζ
Ｔ（狋）犞∫

狋

狋－犱
犵（狊）ｄ狊＋ｄζ

Ｔ（狋）犝ζ（狋）－

∫
狋

狋－犱

（ζ
Ｔ（狋）犵

Ｔ（狊））
犝 犞


［ ］

犠

ζ（狋）

犵（狊
［ ］）ｄ狊．

证明 　 将

ζ
Ｔ（狋）犞∫

狋

狋－犱
犵（狊）ｄ狊＝∫

狋

狋－犱
犵
Ｔ（狊）犞Ｔ

ζ（狋）ｄ狊，

∫
狋

狋－犱
ζ
Ｔ（狋）犝ζ（狋）ｄ狊＝ｄζ

Ｔ（狋）犝ζ（狋）

代入引理１中，等式的右边展开即可得证．□

３　 主要结果
定理１　 考虑具有区间时变输入和状态时滞的

系统（１），假设τ犻，１／２，δ犻是已知正数，若存在合适维数

的正定对称阵犘，犙犻，犚犻，犛犻（犻＝１，２），辅助变量犕１犼，

犕２犼，犖１犼，犖２犼，犠犼（犼＝１，２，…，１０）以及矩阵犓，使得

以下ＬＭＩ成立：

ψ τ１，１／２犕１ τ２，１／２犕２

 －τ１，１／２犚１ ０

  －τ２，１／２犚２

  

熿

燀  

→

←

２δ１犖１ ２δ２犖２

０ ０

０ ０

－２δ１犛１ ０

 －２δ２犛

燄

燅２

＜０． （３）

其中

ψ＝

ψ１，１ ψ１，２ ψ１，３ ψ１，４ ψ１，５

 ψ２，２ ψ２，３ ψ２，４ ψ２，５

  ψ３，３ ψ３，４ ψ３，５

   ψ４，４ ψ４，５

    ψ５，５

    

    

    

    

熿

燀    

→

０５５１
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　　 ←

ψ１，６ ψ１，７ ψ１，８ ψ１，９ ψ１，１０

ψ２，６ ψ２，７ ψ２，８ ψ２，９ ψ２，１０

ψ３，６ ψ３，７ ψ３，８ ψ３，９ ψ３，１０

ψ４，６ ψ４，７ ψ４，８ ψ４，９ ψ４，１０

ψ５，６ ψ５，７ ψ５，８ ψ５，９ ψ５，１０

ψ６，６ ψ６，７ ψ６，８ ψ６，９ ψ６，１０

 ψ７，７ ψ７，８ ψ７，９ ψ７，１０

  ψ８，８ ψ８，９ ψ８，１０

   ψ９，９ ψ９，１０

    ψ１０，

燄

燅１０

，

ψ１，１ ＝犕２１＋犕
Ｔ
２１＋犕１１＋犕

Ｔ
１１＋犠１（犃＋

　　　犅犓）＋（犃＋犅犓）
Ｔ犠Ｔ

１＋犙１＋犙２，

ψ１，２ ＝犕
Ｔ
１２＋犕

Ｔ
２２－犕１１＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
２，

ψ１，３ ＝犕
Ｔ
１３＋犕

Ｔ
２３－犕２１＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
３，

ψ１，４ ＝犕
Ｔ
１４＋犕

Ｔ
２４＋犖１１＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
４，

ψ１，５ ＝犕
Ｔ
１５＋犕

Ｔ
２５－犖１１＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
５，

ψ１，６ ＝犕
Ｔ
１６＋犕

Ｔ
２６＋犖２１＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
６，

ψ１，７ ＝犕
Ｔ
１７＋犕

Ｔ
２７－犖２１＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
７，

ψ１，８ ＝犕
Ｔ
１８＋犕

Ｔ
２８＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
８－犠１＋犘，

ψ１，９ ＝犕
Ｔ
１９＋犕

Ｔ
２９＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
９＋犠１犃１，

ψ１，１０ ＝犕
Ｔ
１１０＋犕

Ｔ
２１０＋（犃＋犅犓）

Ｔ犠Ｔ
１０＋犠１犅１犓，

ψ２，２ ＝－犕
Ｔ
１２－犕１２－犙１，ψ２，３ ＝－犕

Ｔ
１３－犕２２，

ψ２，４ ＝－犕
Ｔ
１４＋犖１２，ψ２，５ ＝－犕

Ｔ
１５－犖１２，

ψ２，６ ＝－犕
Ｔ
１６＋犖２２，ψ２，７ ＝－犕

Ｔ
１７－犖２２，

ψ２，８ ＝－犕
Ｔ
１８－犠２，ψ２，９ ＝－犕

Ｔ
１９＋犠２犃１，

ψ２，１０ ＝－犕
Ｔ
１１０＋犠２犅１犓，

ψ３，３ ＝－犕
Ｔ
２３－犕２３－犙２，

ψ３，４ ＝－犕
Ｔ
２４＋犖１３，ψ３，５ ＝－犕

Ｔ
２５－犖１３，

ψ３，６ ＝－犕
Ｔ
２６＋犖２３，ψ３，７ ＝－犕

Ｔ
２７－犖２３，

ψ３，８ ＝－犕
Ｔ
２８－犠３，ψ３，９ ＝－犕

Ｔ
２９＋犠３犃１，

ψ３，１０ ＝－犕
Ｔ
２１０＋犠３犅１犓，ψ４，４ ＝犖

Ｔ
１４＋犖１４，

ψ４，５ ＝犖
Ｔ
１５－犖１４，ψ４，６ ＝犖

Ｔ
１６＋犖２４，

ψ４，７ ＝犖
Ｔ
１７－犖２４，ψ４，８ ＝犖

Ｔ
１８－犠４，

ψ４，９ ＝犖
Ｔ
１９＋犠４犃１，ψ４，１０ ＝犖

Ｔ
１１０＋犠４犅１犓，

ψ５，５ ＝－犖
Ｔ
１５－犖１５，ψ５，６ ＝－犖

Ｔ
１６＋犖２５，

ψ５，７ ＝－犖
Ｔ
１７－犖２５，ψ５，８ ＝－犖

Ｔ
１８－犠５，

ψ５，９ ＝－犖
Ｔ
１９＋犠５犃１，ψ５，１０ ＝－犖

Ｔ
１１０＋犠５犅１犓，

ψ６，６ ＝犖
Ｔ
２６＋犖２６，ψ６，７ ＝犖

Ｔ
２７－犖２６，

ψ６，８ ＝犖
Ｔ
２８－犠６，ψ６，９ ＝犖

Ｔ
２９＋犠６犃１，

ψ６，１０ ＝犖
Ｔ
２１０＋犠６犅１犓，

ψ７，７ ＝－犖
Ｔ
２７－犖２７，ψ７，８ ＝－犖

Ｔ
２８－犠７，

ψ７，９ ＝－犖
Ｔ
２９＋犠７犃１，ψ７，１０ ＝－犖

Ｔ
２１０＋犠７犅１犓，

ψ８，８ ＝

－犠８－犠
Ｔ
８＋τ１，１／２犚１＋τ２，１／２犚２＋２δ１犛１＋２δ２犛２，

ψ８，９ ＝－犠
Ｔ
９＋犠８犃１，ψ８，１０ ＝－犠

Ｔ
１０＋犠８犅１犓，

ψ９，９ ＝犠９犃１＋犃
Ｔ
１犠

Ｔ
９，ψ９，１０ ＝犠９犅１犓＋犃

Ｔ
１犠

Ｔ
１０，

ψ１０，１０ ＝犠１０犅１犓＋（犅１犓）
Ｔ犠Ｔ

１０，

犕Ｔ
１ ＝ ［犕

Ｔ
１１，犕

Ｔ
１２，…，犕

Ｔ
１１０］，

犕Ｔ
２ ＝ ［犕

Ｔ
２１，犕

Ｔ
２２，…，犕

Ｔ
２１０］，

犖Ｔ１ ＝ ［犖
Ｔ
１１，犖

Ｔ
１２，…，犖

Ｔ
１１０］，

犖Ｔ２ ＝ ［犖
Ｔ
２１，犖

Ｔ
２２，…，犖

Ｔ
２１０］．

则系统（１）在状态反馈控制器狌（狋）＝犓狓（狋）的作用

下渐近稳定．

证明 　 由ＬｅｉｂｎｉｚＮｅｗｔｏｎ公式，有

狓（狋－τ犻，１／２）－狓（狋－τ犻（狋））＝∫
狋－τ犻，１／２

狋－τ犻
（狋）

狓（狊）ｄ狊．

定义ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函为

犞（狓狋）＝

狓Ｔ（狋）犘狓（狋）＋∑
２

犻＝１

（∫
狋

狋－τ犻，１／２

狓Ｔ（狊）犙犻狓（狊）ｄ狊＋

∫
０

－τ犻，１／２

ｄ狊∫
狋

狋＋狊

狓Ｔ（θ）犚犻狓（θ）ｄθ＋

∫
－τ犻，１／２＋δ犻

－τ犻，１／２－δ犻

ｄ狊∫
狋

狋＋狊

狓Ｔ（θ）犛犻狓（θ）ｄθ）．

其中：犘＞０，犙犻＞０，犚犻＞０，犛犻＞０，犻＝１，２．该函数

关于时间狋求导可得

犞（狓狋）＝

２狓Ｔ（狋）犘狓（狋）＋∑
２

犻＝１

（狓Ｔ（狋）犙犻狓（狋）－狓
Ｔ（狋－

τ犻，１／２）犙犻狓（狋－τ犻，１／２））＋∑
２

犻＝１

（τ犻，１／２狓Ｔ（狋）犚犻狓（狋）－

∫
狋

狋－τ犻，１／２

狓Ｔ（θ）犚犻狓（θ）ｄθ＋２δ犻狓
Ｔ（狋）犛犻狓（狋）－

∫
狋－τ犻，１／２＋δ犻

狋－τ犻，１／２－δ犻

狓Ｔ（θ）犛犻狓（θ）ｄθ）． （４）

引入广义状态

ξ
Ｔ（狋）＝［狓

Ｔ（狋），狓Ｔ（狋－τ１，１／２），狓
Ｔ（狋－τ２，１／２），

狓Ｔ（狋－τ１，１／２＋δ１），狓
Ｔ（狋－τ１，１／２－δ１），

狓Ｔ（狋－τ２，１／２＋δ２），狓
Ｔ（狋－τ２，１／２－δ２），

狓Ｔ（狋），狓Ｔ（狋－τ１（狋）），狓
Ｔ（狋－τ２（狋））］

和辅助变量

犕Ｔ
１ ＝ ［犕

Ｔ
１１，犕

Ｔ
１２，…，犕

Ｔ
１１０］，

犕Ｔ
２ ＝ ［犕

Ｔ
２１，犕

Ｔ
２２，…，犕

Ｔ
２１０］，

犖Ｔ１ ＝ ［犖
Ｔ
１１，犖

Ｔ
１２，…，犖

Ｔ
１１０］，

犖Ｔ２ ＝ ［犖
Ｔ
２１，犖

Ｔ
２２，…，犖

Ｔ
２１０］，

犠Ｔ
＝ ［犠

Ｔ
１，犠

Ｔ
２，…，犠

Ｔ
１０］． （５）

添加以下零项：

２ξ
Ｔ（狋）犕１［狓（狋）－狓（狋－τ１，１／２）－

∫
狋

狋－τ１，１／２

狓（狊）ｄ狊］＝０，

１５５１
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２ξ
Ｔ（狋）犕２［狓（狋）－狓（狋－τ２，１／２）－

∫
狋

狋－τ２，１／２

狓（狊）ｄ狊］＝０，

２ξ
Ｔ（狋）犖１［狓（狋－τ１，１／２＋δ１）－狓（狋－

τ１，１／２－δ１）－∫
狋－τ１，１／２＋δ１

狋－τ１，１／２－δ１

狓（狊）ｄ狊］＝０，

２ξ
Ｔ（狋）犖２［狓（狋－τ２，１／２＋δ２）－狓（狋－

τ２，１／２－δ２）－∫
狋－τ２，１／２＋δ２

狋－τ２，１／２－δ２

狓（狊）ｄ狊］＝０，

２ξ
Ｔ（狋）犠｛（犃＋犅犓）狓（狋）＋犃１狓（狋－

τ１（狋））＋犅１犓狓（狋－τ２（狋））－狓（狋）｝＝０． （６）

由引理１可得

－∫
狋

狋－τ犻，１／２

狓Ｔ（θ）犚犻狓（θ）ｄθ＝

２ξ
Ｔ（狋）犕犻∫

狋

狋－τ犻，１／２

狓（θ）ｄθ＋τ犻，１／２ξ
Ｔ（狋）犡犻ξ（狋）－

∫
狋

狋－τ犻，１／２

（ξ
Ｔ（狋）狓Ｔ（θ））

犡犻 犕犻

 犚
［ ］

犻

ξ（狋）

狓（θ
［ ］）ｄθ－

∫
狋－τ犻，１／２＋δ犻

狋－τ犻，１／２－δ犻

狓Ｔ（θ）犛犻狓（θ）ｄθ＝

２ξ
Ｔ（狋）犖犻∫

狋－τ犻，１／２＋δ犻

狋－τ犻，１／２－δ犻

狓（θ）ｄθ＋２δ犻ξ
Ｔ（狋）犢犻ξ（狋）－

∫
狋－τ犻，１／２＋δ犻

狋－τ犻，１／２－δ犻

（ξ
Ｔ（狋）狓Ｔ（θ））

犢犻 犖犻

 犛
［ ］

犻

ξ（狋）

狓（θ
［ ］）ｄθ．（７）

取犡犻 ＝犕犻犚
－１
犻 犕

Ｔ
犻，犢犻 ＝犖犻犛

－１
犻 犖

Ｔ
犻，则有

犡犻 犕犻

 犚
［ ］

犻

≥０，
犢犻 犖犻

 犛
［ ］

犻

≥０．

综合式（４），（６），（７）可得

犞（狓狋）≤

２狓Ｔ（狋）犘狓（狋）＋∑
２

犻＝１

（狓Ｔ（狋）犙犻狓（狋）－

狓Ｔ（狋－τ犻，１／２）犙犻狓（狋－τ犻，１／２））＋

∑
２

犻＝１

（τ犻，１／２ξ
Ｔ（狋）犕犻犚

－１
犻 犕

Ｔ
犻ξ（狋）＋

２δ犻ξ
Ｔ（狋）犖犻犛

－１
犻 犖

Ｔ
犻ξ（狋）＋τ犻，１／２狓

Ｔ（狋）犚犻狓（狋）＋

２δ犻狓
Ｔ（狋）犛犻狓（狋）＋２ξ

Ｔ（狋）犕犻［狓（狋）－

狓（狋－τ犻，１／２）］＋２ξ
Ｔ（狋）犖犻［狓（狋－

τ犻，１／２＋δ犻）－狓（狋－τ犻，１／２－δ犻）］）＋

２ξ
Ｔ（狋）犠｛（犃＋犅犓）狓（狋）＋犃１狓（狋－τ１（狋））＋

犅１犓狓（狋－τ２（狋））－狓（狋）｝≤

ξ
Ｔ（狋）［ψ＋∑

２

犻＝１

（τ犻，１／２犕犻犚
－１
犻 犕

Ｔ
犻 ＋

２δ犻犖犻犛
－１
１ 犖

Ｔ
犻）］ξ（狋），

其中ψ同定理１中定义．系统渐近稳定需满足犞（狓狋）

＜０，则ψ＋∑
２

犻＝１

（τ犻，１／２犕犻犚
－１
犻 犕

Ｔ
犻 ＋２δ犻犖犻犛

－１
犻 犖

Ｔ
犻）＜０，

利用Ｓｃｈｕｒ补定理即得定理１．□

定理１中的矩阵不等式是非线性的，为了从中

求得控制器增益犓，考虑辅助变量线性化．为此，令

犠１ ＝狉１犠，犠２ ＝狉２犠，…，犠１０ ＝狉１０犠．

定理２　 考虑具有区间时变输入和状态时滞的

系统（１），假设τ犻，１／２，δ犻是已知正数，若存在实数狉１，

狉２，…，狉１０；对称正定阵珟犘，珟犙犻，珟犚犻，珘犛犻（犻＝１，２）；辅助

变量珮犕１犼，珮犕２犼，珦犖１犼，珦犖２犼（犼＝１，２，…，１０）；矩阵犞，犢；

使以下ＬＭＩ成立：

ψ′ τ１，１／２珮犕１ τ２，１／２珮犕２ ２δ１珦犖１ ２δ２珦犖２

 －τ１，１／２珟犚１ ０ ０ ０

  －τ２，１／２珟犚２ ０ ０

   －２δ１珘犛１ ０

    －２δ２珘犛

熿

燀

燄

燅２

＜０．

（８）

其中

ψ′＝

ψ′１，１ ψ′１，２ ψ′１，３ ψ′１，４ ψ′１，５

 ψ′２，２ ψ′２，３ ψ′２，４ ψ′２，５

  ψ′３，３ ψ′３，４ ψ′３，５

   ψ′４，４ ψ′４，５

    ψ′５，５

    

    

    

    

熿

燀    

→

　　 ←

ψ′１，６ ψ′１，７ ψ′１，８ ψ′１，９ ψ′１，１０

ψ′２，６ ψ′２，７ ψ′２，８ ψ′２，９ ψ′２，１０

ψ′３，６ ψ′３，７ ψ′３，８ ψ′３，９ ψ′３，１０

ψ′４，６ ψ′４，７ ψ′４，８ ψ′４，９ ψ′４，１０

ψ′５，６ ψ′５，７ ψ′５，８ ψ′５，９ ψ′５，１０

ψ′６，６ ψ′６，７ ψ′６，８ ψ′６，９ ψ′６，１０

 ψ′７，７ ψ′７，８ ψ′７，９ ψ′７，１０

  ψ′８，８ ψ′８，９ ψ′８，１０

   ψ′９，９ ψ′９，１０

    ψ′１０，

燄

燅１０

，

ψ′１，１ ＝珮犕２１＋珮犕
Ｔ
２１＋珮犕１１＋珮犕

Ｔ
１１＋狉１（犃犞

Ｔ
＋

　 　　犅犢）＋狉１（犞犃
Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ）＋珟犙１＋珟犙２，

ψ′１，２ ＝珮犕
Ｔ
１２＋珮犕

Ｔ
２２－珮犕１１＋狉２（犞犃

Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ），

ψ′１，３ ＝珮犕
Ｔ
１３＋珮犕

Ｔ
２３－珮犕２１＋狉３（犞犃

Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ），

ψ′１，４ ＝珮犕
Ｔ
１４＋珮犕

Ｔ
２４＋珦犖１１＋狉４（犞犃

Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ），

ψ′１，５ ＝珮犕
Ｔ
１５＋珮犕

Ｔ
２５－珦犖１１＋狉５（犞犃

Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ），

ψ′１，６ ＝珮犕
Ｔ
１６＋珮犕

Ｔ
２６＋珦犖２１＋狉６（犞犃

Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ），

２５５１
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ψ′１，７ ＝珮犕
Ｔ
１７＋珮犕

Ｔ
２７－珦犖２１＋狉７（犞犃

Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ），

ψ′１，８ ＝珮犕
Ｔ
１８＋珮犕

Ｔ
２８＋狉８（犞犃

Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ）－

　　 　狉１犞
Ｔ
＋珟犘，

ψ′１，９ ＝珮犕
Ｔ
１９＋珮犕

Ｔ
２９＋狉９（犞犃

Ｔ
＋犢

Ｔ犅Ｔ）＋狉１犃１犞
Ｔ，

ψ′１，１０ ＝珮犕
Ｔ
１１０＋珮犕

Ｔ
１２０＋狉１０（犞犃

Ｔ
＋

　 　 　犢
Ｔ犅Ｔ）＋狉１犅１犢，

ψ′２，２ ＝－珮犕
Ｔ
１２－珮犕１２－珟犙１，ψ′２，３ ＝－珮犕

Ｔ
１３－珮犕２２，

ψ′２，４ ＝－珮犕
Ｔ
１４＋珦犖１２，ψ′２，５ ＝－珮犕

Ｔ
１５－珦犖１２，

ψ′２，６ ＝－珮犕
Ｔ
１６＋珦犖２２，ψ′２，７ ＝－珮犕

Ｔ
１７－珦犖２２，

ψ′２，８ ＝－珮犕
Ｔ
１８－狉２犞

Ｔ，ψ′２，９ ＝－珮犕
Ｔ
１９＋狉２犃１犞

Ｔ，

ψ′２，１０ ＝－珮犕
Ｔ
１１０＋狉２犅１犢，

ψ′３，３ ＝－珮犕
Ｔ
２３－珮犕２３－珟犙２，

ψ′３，４ ＝－珮犕
Ｔ
２４＋珦犖１３，ψ′３，５ ＝－珮犕

Ｔ
２５－珦犖１３，

ψ′３，６ ＝－珮犕
Ｔ
２６＋珦犖２３，ψ′３，７ ＝－珮犕

Ｔ
２７－珦犖２３，

ψ′３，８ ＝－珮犕
Ｔ
２８－狉３犞

Ｔ，ψ′３，９ ＝－珮犕
Ｔ
２９＋狉３犃１犞

Ｔ，

ψ′３，１０ ＝－珮犕
Ｔ
２１０＋狉３犅１犢，ψ′４，４ ＝珦犖

Ｔ
１４＋珦犖１４，

ψ′４，５ ＝珦犖
Ｔ
１５－珦犖１４，ψ′４，６ ＝珦犖

Ｔ
１６＋珦犖２４，

ψ′４，７ ＝珦犖
Ｔ
１７－珦犖２４，ψ′４，８ ＝珦犖

Ｔ
１８－狉４犞

Ｔ，

ψ′４，９ ＝珦犖
Ｔ
１９＋狉４犃１犞

Ｔ，ψ′４，１０ ＝珦犖
Ｔ
１１０＋狉４犅１犢，

ψ′５，５ ＝－珦犖
Ｔ
１５－珦犖１５，ψ′５，６ ＝－珦犖

Ｔ
１６＋珦犖２５，

ψ′５，７ ＝－珦犖
Ｔ
１７－珦犖２５，ψ′５，８ ＝－珦犖

Ｔ
１８－狉５犞

Ｔ，

ψ′５，９ ＝－珦犖
Ｔ
１９＋狉５犃１犞

Ｔ，ψ′５，１０ ＝－珦犖
Ｔ
１１０＋狉５犅１犢，

ψ′６，６ ＝珦犖
Ｔ
２６＋珦犖２６，ψ′６，７ ＝珦犖

Ｔ
２７－珦犖２６，

ψ′６，８ ＝珦犖
Ｔ
２８－狉６犞

Ｔ，ψ′６，９ ＝珦犖
Ｔ
２９＋狉６犃１犞

Ｔ，

ψ′６，１０ ＝珦犖
Ｔ
２１０＋狉６犅１犢，ψ′７，７ ＝－珦犖

Ｔ
２７－珦犖２７，

ψ′７，８ ＝－珦犖
Ｔ
２８－狉７犞

Ｔ，ψ′７，９ ＝－珦犖
Ｔ
２９＋狉７犃１犞

Ｔ，

ψ′７，１０ ＝－珦犖
Ｔ
２１０＋狉７犅１犢，

ψ′８，８ ＝－狉８犞
Ｔ
－狉８犞＋τ１，１／２珟犚１＋

　　　τ２，１／２珟犚２＋２δ１珘犛１＋２δ２珘犛２，

ψ′８，９ ＝－狉９犞＋狉８犃１犞
Ｔ，ψ８，１０ ＝－狉１０犞＋狉８犅１犢，

ψ′９，９ ＝狉９犃１犞
Ｔ
＋狉９犞犃

Ｔ
１，

ψ′９，１０ ＝狉９犅１犢＋狉１０犞犃
Ｔ
１，

ψ′１０，１０ ＝狉１０犅１犢＋狉１０犢
Ｔ犅Ｔ１，

珮犕Ｔ
１ ＝ ［珮犕

Ｔ
１１，珮犕

Ｔ
１２，…，珮犕

Ｔ
１１０］，

珮犕Ｔ
２ ＝ ［珮犕

Ｔ
２１，珮犕

Ｔ
２２，…，珮犕

Ｔ
２１０］，

珦犖Ｔ
１ ＝ ［珦犖

Ｔ
１１，珦犖

Ｔ
１２，…，珦犖

Ｔ
１１０］，

珦犖Ｔ
２ ＝ ［珦犖

Ｔ
２１，珦犖

Ｔ
２２，…，珦犖

Ｔ
２１０］．

则系统（１）在状态反馈控制器狌（狋）＝犢犞－Ｔ狓（狋）的

作用下渐近稳定．

证明 　 在定理１结论的基础上，考虑辅助变量

线性化．对此，令犠１ ＝狉１犠，犠２ ＝狉２犠，…，犠１０ ＝

狉１０犠．同时令犠
－１
＝犞，犢＝犓犞

Ｔ，在ＬＭＩ（３）的左右

分别乘以ｄｉａｇ｛犞，犞，…，犞
烐烏 烑

｝

１４

及其转置矩阵，并令

珮犕１，犼 ＝犞犕１犼犞
Ｔ，珮犕２犼 ＝犞犕２犼犞

Ｔ，珦犖１犼 ＝犞犖１犼犞
Ｔ，珦犖２犼

＝犞犖２犼犞
Ｔ．由此定理得证．□

注１　从定理１和定理２中可以看出，本文结果

对时滞参数的导数没有作任何限制，对时滞参数没

有要求，更接近于实际情况．

注２　 本文运用积分等式方法，解决了稳定性

问题中保守性的根源问题．由定理１和定理２及仿

真算例的数据比较表明，本文提出的方法保守性更

低．

注３　 本文结论无须检验矩阵对（犃，犅）与／或

（犃＋犃１，犅）是否能控或能稳，只要给定ＬＭＩ可解，

就一定能找到无记忆状态反馈控制器使原系统镇

定．

４　 仿真算例
算例１　 考虑如下系统：

狓（狋）＝犃狓（狋）＋犃１狓（狋－τ１（狋））＋犅狌（狋）＋

犅１狌（狋－τ２（狋））．

其中

犃＝

０ ０ ０ ０

０ ０．５ ０ ０

－０．５ ０ ０．３ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

，

犃１ ＝

－２ －０．５ ０ ０

－０．２ －１ ０ ０

０．５ ０ －２ －０．５

０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

，

犅＝ ［１　１　１　０］
Ｔ，犅１ ＝ ［０　１　１　１］

Ｔ．

显然，上述系统中（犃，犅）与（犃＋犃１，犅）都不稳

定．利用本文结果产生的无记忆状态反馈控制器

狌（狋）＝犢犞－犜狓（狋）可使该系统渐近稳定．然而，利用

文献［９１１］的方法均不能找到使该系统渐近稳定

的控制器．文献［５］针对相同的模型得到了局部最

优解，但对系统状态时滞有硬性规定τ１（狋）≤犱＜１，

而且在处理交叉项问题上，使用了不同程度的不等

式放缩．由本文定理可以看出，本文结论对时滞导数

没有任何限制，在处理交叉项上也没有使用不等式

放缩，从而保守性降低．本算例仿真取τ１（狋）∈

［０．６，０．８］，τ２（狋）∈［０．６，１］，令狉１＝狉２＝… ＝狉１０

＝１，初始状态狓（０）＝［－１　－１　１　１］
Ｔ．根据定

理２可得控制器增益犓 ＝ ［－０．２０１０　－０．５１３５

－０．８１７２　－０．６０６３］，仿真结果如图１所示．

算例２　 考虑如下系统：

狓（狋）＝犃狓（狋）＋犃１狓（狋－犺）＋犅狌（狋）．

其中

犃＝
０ ０［ ］
０ １

，犃１ ＝
－１ －１

０ －０．
［ ］

９
，犅＝ ［０　１］

Ｔ．

３５５１
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图１　 闭环系统的状态曲线

仿真依据定理２的结论，在ＬＭＩ（８）中去掉与

狓Ｔ（狋－τ２，１／２），狓
Ｔ（狋－τ２，１／２＋δ２），狓

Ｔ（狋－τ２，１／２－δ２），

狓Ｔ（狋－τ２（狋））相关的项，将定理２作退化处理．本文

算例仿真取犺 ＝６．２０６，系统初始状态狓（０）＝

［－０．１　０．１］
Ｔ， 控 制 器 增 益 犓 ＝ ［０．３３５３

－２．５５６１］．仿真曲线如图２所示．

图２　 闭环系统的状态曲线

对比文献［１２１４］计算出来的时滞上限，结果

如表１所示．显然，本文方法的保守性更低．

表１　 本文方法与文献［１２１４］的对比结果

方法 时滞上限 控制器增益犓

文献［１３］ １．４０８ Ｎｏｔｐｒｏｖｉｄｅｄ

文献［１２］ １．５１０ ［－５８．３１　－２９４．９］

文献［１４］ ６．０００ ［－７０．１８　－７７．６７］

５　 结 　 　论
本文研究一类具有区间时变输入和状态时滞系

统的稳定性问题．通过选择合理的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ

Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数并基于积分等式方法，以ＬＭＩ的形

式给出时滞相关的稳定性充分条件及相关控制器设

计，尤其是在处理交叉项时避开了一般方法中需要

放缩的缺点．后续工作希望采取更合适的时滞分割

法，并结合积分等式法系统地分析多时滞系统的稳

定性．
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