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一类不确定非线性系统的改进积分型滑模控制
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摘　要：针对一类不确定非线性系统的传统滑模控制，推导了滑模误差和稳态误差的范围．为了减小系统的稳态误

差，同时防止积分饱和，设计了一种改进积分型滑模面．在边界层外，通过调节因子对积分项进行削弱，以防止在初始

误差较大的条件下积分饱和引起的超调较大和调节时间较长的问题；在边界层内，采用传统积分以减小系统稳态误

差．理论分析和仿真研究表明了所提改进积分型滑模控制方法的有效性．
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１　引　　言
滑模变结构控制本质上是一类特殊的非线性控

制，它可在动态的过程中，根据系统当前的状态（如

偏差及其各阶导数等）有目的地不断切换变化，迫使

系统按照预定“滑动模态”的状态轨迹运动［１］．但在

实际系统中，由于切换装置不可避免地存在惯性等

因素，导致实际的滑动模态不能准确地发生在滑模

面上，从而易引起系统的剧烈抖振，这成为它在实际

应用中的一大障碍．为了削弱系统的抖振，国内外许

多学者提出了一些较有效的方法．其中最为常见的

是，２０世纪８０年代Ｓｌｏｔｉｎｅ
［２］在滑模控制中所引入

的“准滑动模态”和“边界层”的概念，即在边界层外

采用正常的滑模控制，在边界层内为连续状态的反

馈控制，有效削弱了抖振，为变结构控制的工程应用

开辟了道路．然而，在系统不确定性和外界扰动存在

时，边界层方法将会导致稳态误差的存在．对此，文

献［３］提出了双传统滑模平面来减小稳态误差；［４，

５］率先在滑模面的设计中引入积分项来解决稳态误

差问题和增强传统滑模控制的鲁棒性；［６］将这种积

分型滑模面用于永磁同步电机控制器设计中．然而，

在初始误 差较大的 条件 下，积分会 出 现 饱 和

（Ｗｉｎｄｕｐ）效应，从而引起超调较大，驱动机构饱和，

甚至导致系统不稳定［７］．防止出现饱和效应的有效

方法是对积分项进行削弱．

基于文献［８，９］，本文推导了一类不确定非线性

系统采用传统滑模控制时，稳态误差与滑模面斜率、

边界层厚度、系统不确定性以及外界干扰关系的数

学表达式．为了减小系统的稳态误差，同时防止积分
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饱和，在文献［１０，１１］的基础上，设计了一种改进积

分型滑模面．在边界层外，通过调节因子ρ对积分项

进行削弱，防止积分饱和引起大的超调；在边界层

内，采用完全积分来减小系统的稳态误差．理论分析

和仿真研究表明：基于改进积分型滑模面所设计的

控制器能很好地减小稳态误差，同时具有较小的超

调量和较短的调节时间．

２　一类不确定非线性系统的滑模控制
为了简便，本文仅讨论一类典型２阶ＳＩＳＯ非线

性系统滑模控制问题，该问题的讨论结果可推广到

此类型的狀阶非线性系统．

考虑如下ＳＩＳＯ非线性系统：

狓１ ＝狓２，

狓２ ＝犳（犡，狋）＋犫（犡，狋）狌（狋）＋犱（狋），

狔＝狓１

烅

烄

烆 ．

（１）

其中：状态向量犡＝（狓１，狓２）
Ｔ
＝（狓，狓）

Ｔ，狌（狋）是控

制输入，狔是系统的输出．假设犫（犡，狋）为已知函数，

犳（犡，狋）是不确定的有界函数，其估计函数为犳^（犡，

狋），Δ犳（犡，狋）＝犳（犡，狋）－犳^（犡，狋），且

狘Δ犳（犡，狋）狘≤犉（犡，狋）， （２）

犱（狋）是外部有界干扰，满足

狘犱（狋）狘≤犇（狋）． （３）

系统控制的目的是在犳（犡，狋）不确定和存在外

界干扰犱（狋）的情况下，使系统的输出狔（狋）跟踪参考

信号狔狉（狋），并使系统保持稳定且具有良好的性能．

定义跟踪误差为犲＝狔（狋）－狔狉（狋）＝狓１－狓犱，系统的

相对阶狀＝２，采用传统滑模面
［１］，即

犛（狋）＝ （ｄ／ｄ狋＋λ）犲＝犲＋λ犲， （４）

其中λ＞０是滑模面斜率．

定理１　 对于式（１）描述的系统，取式（４）定义

的滑模面，如果控制信号取为

狌（狋）＝犫－
１（犡，狋）［狌ｅｑ－犽（犡，狋）ｓｇｎ（犛（狋））］．（５）

其中

狌ｅｑ＝－犳^（犡，狋）－λ犲＋狓̈犱，

犽（犡，狋）＝ｍａｘ
狋

（犉（犡，狋）＋犇（狋））＋ε，ε＞０，

则滑动模态存在且可达．

证明 　 式（４）对时间求导，有
犛（狋）＝犲̈＋λ犲． （６）

取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞 ＝
１

２
犛２，则

犞＝犛犛 ＝犛（λ犲＋̈犲）＝犛（λ犲＋狓̈１－狓̈犱）＝

犛（λ犲＋犳（犡，狋）＋犫（犡，狋）犫
－１（犡，狋）×

（狌ｅｑ－犽（犡，狋）ｓｇｎ（犛（狋）））＋犱（狋）－狓̈犱）≤

犛（Δ犳（犡，狋）＋犱（狋））－犽（犡，狋）狘犛狘≤

狘犛狘狘Δ犳（犡，狋）＋犱（狋）狘－（犉（犡，狋）＋

犇（狋）＋ε）狘犛狘＜－ε狘犛狘．

根据滑动模态存在和到达条件

犞 ＝
１

２
犛２，犞＜０

可知，定理１的结论是正确的．□

为了减小变结构系统的抖振现象，通常采用饱

和函数来平滑控制量，即

狌（狋）＝犫－
１（犡，狋）［狌ｅｑ－犽（犡，狋）ｓａｔ（犛（狋）／μ）］．

（７）

其中：ｓａｔ（犛（狋）／μ）为饱和函数，将其定义为

ｓａｔ（犛（狋）／μ）＝
犛（狋）／μ，狘犛（狋）狘≤μ；

ｓｇｎ（犛（狋）），狘犛（狋）狘＞μ
｛ ．

（８）

这里μ为边界层厚度．边界层方法仅能保证系统的

状态收敛到以滑模面为中心的边界层内．为了叙述

简便，令γ＝犽（犡，狋）／μ，ω（犡，狋）＝Δ犳（犡，狋）＋犱（狋），

采用边界层后的滑模误差和稳态误差范围可由下述

定理确定．

定理２　 对于式（１）描述的系统，取式（４）滑模

面，如果控制信号取为式（７），则当狋→＋∞ 时，有

狘犛（狋）狘≤
ｍａｘ
狋

（犉（犡犱，狋）＋犇（狋））

γ
， （９）

狘犲（狋）狘≤
ｍａｘ
狋

（犉（犡犱，狋）＋犇（狋））

λγ
． （１０）

证明 　 系统（１）在边界层内部狘犛（狋）狘≤μ的
轨迹可描述为

犛（狋）＝犲̈＋λ犲＝ω（犡，狋）－γ犛（狋）． （１１）

将犛（狋）在犡＝犡犱处按泰勒级数展开
［８，９］，取１阶近

似，其余高阶项合并为狅（ξ），有

犛（狋）＝ω（犡犱，狋）－γ犛（狋）＋狅（ξ）， （１２）

其中狅（ξ）可看作犡犱 代替犡 而产生的高阶无穷小，

在下面分析中将其忽略．对式（１２）取拉氏变换，有

犛（狊）＝
１

狊＋γ
ω（狊）， （１３）

其中狊为Ｌａｐｌａｃｅ算子．ω（犡犱，狋）相当于一个１阶低

通滤波器的输入，而犛（狋）则相当于该滤波器的输

出，该滤波器的输出脉冲响应为犺１（狋）＝犲
－γ狋
犖 ，犲犖 表

示自然指数．由于要求稳态误差，可不考虑系统的初

始状态的影响．对于任意有界输入ω（犡犱，狋），系统的

零状态响应为

犛（狋）＝∫
＋∞

０
犺１（τ）ω（狋－τ）ｄτ， （１４）

狘犛（狋）狘≤∫
＋∞

０
狘犺１（τ）狘·狘ω（狋－τ）狘ｄτ≤

（犉（犡犱，狋）＋犇（狋））·∫
＋∞

０
狘犺１（τ）狘ｄτ＝

（犉（犡犱，狋）＋犇（狋））·∫
＋∞

０
狘犲

－γ狋
犖 狘ｄτ＝

４６４１
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犉（犡犱，狋）＋犇（狋））

γ
≤

ｍａｘ
狋

（犉（犡犱，狋）＋犇（狋））

γ
．

由式（４）可得犲（狊）＝
１

狊＋λ
犛（狊），同理可证

狘犲（狋）狘≤
ｍａｘ
狋

（犉（犡犱，狋）＋犇（狋））

λγ
． □

推论１　特别地，若ω（犡，狋）为常值或最终常值

时，即ｌｉｍ
狋→∞
ω（犡，狋）＝犾（犾为常数），当狋→＋∞时，犛（狋）

＝犾／γ，犲（狋）＝犾／（λγ）．

证明 　 根据式（１３），由终值定理有

ｌｉｍ
狋→∞
犛（狋）＝ｌｉｍ

狊→∞
狊犛（狊）＝ｌｉｍ

狊→∞
（狊＋ １

狊＋γ
ω（狊））＝

ｌｉｍ
狊→０

１

狊＋γ
ｌｉｍ
狊→０

（狊ω（狊））＝
犾

γ
．

同理可证

ｌｉｍ
狋→∞
犲（狋）＝ｌｉｍ

狊→０
狊犲（狊）＝犾／（λγ）． □

由定理２和推论１可知，系统的稳态误差与滑

模面斜率λ，切换项增益犽成反比，与边界层厚度μ
成正比．若λ取很大，则系统的滑模运动段很短，系

统大部分时间运动在到达段，削弱了滑模控制鲁棒

性强的优势；若切换项增益犽取很大，则会加剧系统

的抖振；若边界层厚度μ取得小，则达不到削弱抖振

的效果．

３　 改进积分型滑模面设计
为了抑制稳态误差，在传统滑模面设计中引入

跟踪误差的积分项∫
狋

０
犲ｄτ，构成如下传统积分型滑模

面［２］：

　犛（狋）＝ （ｄ
ｄ狋
＋λ）

２

∫
狋

０
犲ｄτ＝犲＋２λ犲＋λ

２

∫
狋

０
犲ｄτ．（１５）

然而在大的初始误差和扰动下，积分会出现饱和效

应，引起大的超调和驱动机构的饱和，甚至使整个系

统不稳定．为了对积分项进行削弱
［１０］，设计了一种

改进积分型滑模面，即

　犛＝犲＋２λ犲＋λ
２
σ，

　σ＝
－λ

２
σ＋μ（１＋ρ）ｓａｔ（犛／μ）－ρ犛－

犲
２λ

， （１６）

其中ρ≥－１为积分削弱程度调节因子．

下面分３种情况进行讨论：

１）当狘犛狘≤μ时

σ＝
－λ

２
σ＋μ（１＋ρ）ｓａｔ（犛／μ）－ρ犛－

犲
２λ

＝

－λ
２
σ＋犛（１＋ρ）－ρ犛－

犲
２λ

＝

－λ
２
σ＋犛－犲
２λ

＝犲； （１７）

２）当犛＞μ时

σ＝
－λ

２
σ＋μ（１＋ρ）－ρ犛－

犲
２λ

＝

－λ
２
σ＋犛－犛＋μ（１＋ρ）－ρ犛－

犲
２λ

＝

２λ犲－犛＋μ（１＋ρ）－ρ犛
２λ

＝

犲－
（狘犛狘－μ）（１＋ρ）

２λ
； （１８）

３）当犛＜－μ时

σ＝
－λ

２
σ－μ（１＋ρ）－ρ犛－

犲
２λ

＝

－λ
２
σ＋犛－犛－μ（１＋ρ）－ρ犛－

犲
２λ

＝

２λ犲－犛－μ（１＋ρ）－ρ犛
２λ

＝

犲＋
（狘犛狘－μ）（１＋ρ）

２λ
． （１９）

由式（１７）～ （１９）可知，在边界层内σ＝犲是传

统积分作用；在边界层外，积分项作用受到了削弱，

其削弱程度可由
（狘犛狘－μ）（１＋ρ）

２λ
来衡量．显然，

削弱程度和滑模变量犛到边界层的距离（狘犛狘－μ）

成正比且是连续的．从而，当系统状态在边界层的边

界上时，控制量不会产生跳变，并可根据实际情况通

过ρ的调节得到合适的削弱程度．

注１　当ρ＝－１时，对积分没有削弱，是传统的

积分型滑模面情形．

定理３　 对于式（１）描述的系统，取式（１６）滑

模面，如果控制信号取为

狌（狋）＝犫－
１（犡，狋）［狌ｅｑ－犽ｓｇｎ（犛（狋）／μ）］．（２０）

其中

狌ｅｑ＝－犳^（犡，狋）－２λ犲－λ
２σ＋狓̈犱，

犽＝ｍａｘ
狋

（犉（犡，狋）＋犇（狋））＋ε，ε＞０．

则滑模变量可在有限时间内到达边界层．

证明过程与定理１相同．

定理４　 对于式（１）描述的系统，取式（１６）滑

模面，若控制信号取为式（２０），则当狋→＋∞ 时，有

狘犛（狋）狘≤
ｍａｘ
狋

（犉（犡犱，狋）＋犇（狋））

γ
， （２１）

狘犲（狋）狘≤
ｍａｘ
狋

（犉（犡犱，狋）＋犇（狋））

λγ

２

犲犖
． （２２）

证明过程与定理２相同．

推论２　 对于式（１）描述的系统，取式（１６）滑

模面，如果控制信号取为式（２０），ｌｉｍ
狋→＋∞

ω（狋）＝犾（犾为

常数），则当狋→＋∞ 时，犲（狋）＝０．

证明 　 系统（１）在边界层内部狘犛（狋）狘≤μ的
轨迹可描述为

犛（狋）＝犲̈＋２λ犲＋λ
２犲＝ω（狋）－γ犛（狋）．（２３）
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对上式进行拉氏变换，可得

犲（狊）＝
狊

狊２＋２λ狊＋λ
２

１

狊＋γ
ω（狊）． （２４）

根据终值定理可知

ｌｉｍ
狋→∞
犲（狋）＝ｌｉｍ

狊→０
（狊 狊

狊２＋２λ狊＋λ
２

１

狊＋γ
ω（狊））＝

ｌｉｍ
狊→０

（ 狊

狊２＋２λ狊＋λ
２

１

狊＋γ
）ｌｉｍ
狊→∞

（狊ω（狊））＝０． （２５）

由此定理得证．□

由定理４和推论２可知，与传统滑模面相比，采

用改进积分型滑模面的滑模控制器可更好地抑制系

统的稳态误差．同时，由于在边界层外对积分作用进

行了削弱，可防止积分饱和引起大的超调．

４　 仿真实例
研究如下非线性模型所描述的倒立摆的滑模控

制：

狓１ ＝狓２，

狓２ ＝
犿犾狓２２ｓｉｎ狓１ｃｏｓ狓１－（犕＋犿）犵ｓｉｎ狓１

犿犾ｃｏｓ２狓１－４／３犾（犕＋犿）
＋

　　
－ｃｏｓ狓１

犿犾ｃｏｓ２狓１－４／３犾（犕＋犿）
狌＋犱（狋）

烅

烄

烆
．

其中：状态变量狓１ ＝θｒａｄ为摆杆与竖直方向的夹

角，狓１（０）＝０．３ｒａｄ，狓２ ＝θｒａｄ／ｓ；倒立摆参数的标

称值：小球质量犿＝０．１ｋｇ，小台车质量犕 ＝１ｋｇ，

摆杆长度犾＝０．５ｍ，重力加速度ｇ＝９．８ｍ／ｓ
２；犱（狋）

为外部扰动；参考信号狓１犱＝０．控制器１采用传统滑

模面，λ＝４，犛＝犲＋４犲；控制器２采用传统积分型滑

模面，λ＝２，犛＝犲＋４犲＋４∫
狋

０
犲ｄτ，控制器３采用改进

积分型滑模面，λ＝２，ρ＝２，犛＝
犲＋４犲＋４σ．３种滑

模面的边界层μ均为０．２，切换项增益犽均为５．分３

种情形进行仿真，情形１：犱（狋）＝３；情形２：犱（狋）＝

－２ｓｉｎ（０．３狋），犿的实际值为０．３ｋｇ；情形３：犱（狋）＝

３，再叠加一周期为１０ｓ，幅值为２的方波，犿 的实际

值为０．５ｋｇ．仿真曲线如图１～ 图３所示．

情形１采用控制器１时的稳态误差为０．０３ｒａｄ，

采用控制器２和３时的稳态误差均为０，与推论１和

推论２的结论吻合；情形２采用控制器１时的稳态误

图１　 情形１的响应曲线

图２　 情形２的响应曲线

图３　 情形３的响应曲线

差为０．０１８ｒａｄ，采用控制器２和３时的稳态误差为

０．００５ｒａｄ，与定理２和定理４的结论吻合；情形３采

用控制器１时的稳态误差为０．０４６ｒａｄ，采用控制器２

和３时的稳态误差为０．０１３ｒａｄ．在３种情形下，控制

器２都产生了较大的超调，控制器３由于在边界层

外对积分项进行了削弱，在具有较小稳态误差的同

时超调量小．

５　 结 　 　论
本文推导了稳态误差与滑模面斜率、边界层宽

度、系统不确定性和外界干扰关系的数学表达式．为

了减小稳态误差，同时防止积分饱和，设计了一种改

进积分型滑模面．从理论分析和仿真实例可见，基于

改进积分型滑模面所设计的控制器具有如下优点：

１）可减小稳态误差，同时具有小的超调量；２）从边界

层外对积分项的削弱到边界层内的传统积分，该过

程是连续的，从而柔化了控制输入；３）算法简单，便

于工程实现．
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