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基于幂均算子的区间型多属性决策方法

万 树 平

（江西财经大学 信息管理学院，南昌３３００１３）

摘　要：针对决策矩阵元素为区间数的不确定多属性决策问题，提出一种新的决策方法．定义了区间数幂均算子和

区间数的相似度，利用一致度矩阵获得每个属性与其他属性的相对一致度．通过区间数幂均算子集成得到方案的综

合属性值，进而给出了方案的排序结果．该方法不需要求解属性的权重．应用实例表明了所提出方法的有效性和实用

性．
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１　引　　言
　　多属性决策是决策科学非常活跃的研究领域之

一．由于客观事物的复杂性和不确定性，以及人类思

维的模糊性，人们所给出的决策信息往往不是以具

体的数值（精确数）表达，而是以区间数的形式来表

示，对这类问题进行研究具有重要的理论意义和实

际应用背景［１］．人们关于这类问题的研究已经取得

了一些进展［１１３］，然而所提出的研究方法，其本质上

大多还是集中在属性权重的确定上．

Ｙａｇｅｒ提出了精确数的幂均算子
［１４］．本文则针

对决策矩阵元素为区间数的不确定多属性决策问

题，将幂均算子拓展到区间数的情形，提出了区间数

幂均算子，进而给出了基于区间数幂均算子的多属

性决策方法，较好地摆脱了属性权重概念的束缚，为

解决区间型多属性决策问题提供了新思路．

２　幂均融合算子
　　对于精确数的幂均算子，其定义如下

［１４］：

犘－犃（犪１，…，犪犿）＝

∑
犿

犽＝１

（１＋犜（犪犽））犪犽／∑
犿

犽＝１

（１＋犜（犪犽））． （１）

其中

犜（犪犽）＝ ∑
犿

犼＝１，犼≠犽

ｓｕｐ（犪犽，犪犼）；

犪１，…，犪犿 为一组待融合的数据（实数）．ｓｕｐ（犪，犫）为

犫对犪的支持函数，它满足：

１）ｓｕｐ（犪，犫）∈ ［０，１］；

２）ｓｕｐ（犪，犫）＝ｓｕｐ（犫，犪）；

３）如果狘犪－犫狘＜狘狓－狔狘，则ｓｕｐ（犪，犫）＞

ｓｕｐ（狓，狔）．
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幂均算子具有如下性质：

性质１　 当ｓｕｐ（犪，犫）＝０时，幂均算子退化为

普通的求平均数运算，即

犘－犃（犪１，…，犪犿）＝∑
犿

犽＝１

犪犽／犿；

性质２　 幂均算子满足互换性，即对于论域中

各个排列的幂均算子都相同；

性质３　 幂均算子满足

ｍｉｎ
犽

｛犪犽｝≤犘－犃（犪１，…，犪犿）≤ｍａｘ
犽

｛犪犽｝；

性质４　 幂均算子是幂等的，如果对于所有犽

都有犪犽 ＝犪，则犘－犃（犪１，…，犪犿）＝犪；

性质５　 幂均算子具有非单调性，当某个数值

偏差较大时，幂均算子可通过减小该数值的权重，实

现减低偏差较大数据对最终融合结果的影响．

为引入区间数幂均算子，首先给出区间数的有

关概念．

定义１
［１５］
　设犚为实数域，称闭区间［狓

犾，狓狌］为

区间数，记为珚狓＝ ［狓
犾，狓狌］．其中：狓犾和狓狌 分别为区

间数的左右端点，狓犾，狓狌∈犚且狓
犾
≤狓

狌．若０＜狓
犾
≤

狓狌，则称［狓犾，狓狌］为正区间数．

定义２
［１５］
　 对于正区间数珔犪＝ ［犪

犾，犪狌］，珔犫＝

［犫犾，犫狌］，规定如下的运算法则：

１）珔犪＋珔犫＝ ［犪
犾
＋犫

犾，犪狌＋犫
狌］；

２）犽珔犪＝ ［犽犪
犾，犽犪狌］，犽＞０．

定义３　设区间数珔犪＝［犪
犾，犪狌］，珔犫＝［犫

犾，犫狌］，称

‖珔犪－珔犫‖ ＝（狘犫
犾
－犪

犾
狘＋狘犫

狌
－犪

狌
狘）／２为区间数珔犪

和珔犫的相离度，记为犇（珔犪，珔犫）＝ ‖珔犪－珔犫‖．

由于犇（珔犪，珔犫）越小，则珔犪和珔犫的相似程度越大，给

出区间数相似度的定义如下：

定义４　 定义两个区间数珔犪和珔犫的相似度为

犛（珔犪，珔犫）＝１－犇（珔犪，珔犫）．

下面将精确数幂均算子推广到区间数情形，给

出区间数幂均算子的定义．

定义５　 称

犘－犃（珔犪１，…，珔犪犿）＝

∑
犿

犽＝１

（１＋犜（珔犪犽））珔犪犽／∑
犿

犽＝１

（１＋犜（珔犪犽）） （２）

为正区间数珔犪１，…，珔犪犿 的幂均算子，其中

犜（珔犪犽）＝ ∑
犿

犼＝１，犼≠犽

ｓｕｐ（珔犪犽，珔犪犼）．

ｓｕｐ（珔犪，珔犫）为珔犫对珔犪的支持函数，它满足：

１）ｓｕｐ（珔犪，珔犫）∈ ［０，１］；

２）ｓｕｐ（珔犪，珔犫）＝ｓｕｐ（珔犫，珔犪）；

３）如果‖珔犪－珔犫‖＜‖珚狓－珔狔‖，则ｓｕｐ（珔犪，珔犫）＞

ｓｕｐ（珚狓，珔狔）．

区间数幂均算子同样具有幂均算子相似的性

质：

性质６　 当ｓｕｐ（珔犪，珔犫）＝０时，区间数幂均算子

退化为普通的区间数求平均数运算，即

犘－犃（珔犪１，…，珔犪犿）＝∑
犿

犽＝１

珔犪犽／犿；

性质７　 区间数幂均算子满足互换性，即对于

论域中各个排列的幂均算子都相同；

性质８　 将式（２）改写成

犘－犃（珔犪１，…，珔犪犿）＝∑
犿

犽＝１

狑犽珔犪犽，

狑犽 ＝ （１＋犜（珔犪犽））／∑
犿

犽＝１

（１＋犜（珔犪犽）），

且有狑犽 ≥０，∑
犿

犽＝１

狑犽 ＝１，则易知区间数幂均算子满

足

ｍｉｎ
犽

｛珔犪犽｝≤犘－犃（珔犪１，…，珔犪犿）≤ｍａｘ
犽

｛珔犪犽｝．

性质９　 区间数幂均算子是幂等的，如果对于

所有犽都有珔犪犽 ＝珔犪，则犘－犃（珔犪１，…，珔犪犿）＝珔犪．

性质１０　 区间数幂均算子具有非单调性，当某

个区间数偏差较大时，区间数幂均算子可通过减小

该区间数的权重，实现减低偏差较大数据对最终融

合结果的影响．

３　 区间型多属性决策方法
３１　 区间型多属性决策模型

令犕＝｛１，…，犿｝，犖＝｛１，…，狀｝．对于某个多

属性决策问题，设其方案集为犛＝ ｛狊１，…，狊狀｝，属性

集为犘＝ ｛狆１，…，狆犿｝，属性的权重向量完全未知．

对于方案狊犻，按属性狆犼进行测度，得到狊犻关于属性狆犼

的属性值为区间数珔犪犻犼 ＝［犪
犾
犻犼，犪

狌
犻犼］（不失一般性，设０

＜犪
犾
犻犼 ≤犪

狌
犻犼），从而构成决策矩阵珡犃＝ （珔犪犻犼）狀×犿．

为消除不同物理量纲对决策结果的影响，可采

用文献［５］的方法处理，得到规范化矩阵为珚犚 ＝

（珔狉犻犼）狀×犿，其中珔狉犻犼 ＝ ［狉
犾
犻犼，狉

狌
犻犼］．

３２　 方案综合属性值

针对决策矩阵元素为区间数的情况，对于方案

狊犻，可构建各属性的一致度矩阵为

犛
（犻）
＝ （犛

（犻）
犽狋 ）狀×犿， （３）

其中

犛
（犻）
犽狋 ＝犛（珔狉犻犽，珔狉犻狋）＝１－犇（珔狉犻犽，珔狉犻狋）．

定义６　定义方案狊犻关于属性狆犽与其他属性的

平均一致度为

犛
（犻）
犽 ＝

１

犿－１∑
犿

狋＝１，狋≠犽

犛
（犻）
犽狋 ．

为便于比较，将平均一致度进行归一化，得到属

性狆犽 与其他属性的相对一致度．

定义７　定义方案狊犻关于属性狆犽与其他属性的

４７６１
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相对一致度为

犚（犛
（犻）
犽 ）＝犛

（犻）
犽／∑

犿

犽＝１

犛
（犻）
犽 ，

其中犚（犛
（犻）
犽 ）反映的是方案狊犻关于属性狆犽与其他属

性所支持的程度．犚（犛
（犻）
犽 ）的数值越大，表明属性狆犽

被其他属性支持的程度越高．

由定义６和定义７可知，相对一致度犚（犛
（犻）
犽 ）满

足区间数幂均算子定义５中对支持度的要求．同时，

由于区间数幂均算子具有非单调性，当某个属性值

偏差较大时，幂均算子可通过减小该属性的权重，实

现减低偏差较大数据对最终决策结果的影响．所以

用相对一致度犚（犛
（犻）
犽 ）代替式（２）中的犜（珔犪犽）进行计

算，即可得到方案狊犻的综合属性值

珔狕犻＝犘－犃（珔狉犻１，…，珔狉犻犿）＝

∑
犿

犽＝１

［（１＋犚（犛
（犻）
犽 ））珔狉犻犽］／∑

犿

犽＝１

（１＋犚（犛
（犻）
犽 ）），（４）

其中区间数的加法与数乘根据定义２运算．

需要指出的是，如果为了突出偏差较大的属性

值的重要性，而对其赋予较大的权重，则势必减弱其

他属性的权重，导致方案的综合属性值受该偏差较

大的属性值所左右，从而大大消弱了其他属性对决

策的作用，这与多属性决策根据多个属性进行决策

不吻合．事实上，在评价系统中可以认为没有哪个指

标能够超过５０％ 的权重
［１６］．若人为地赋予权重，则

主观性太大，而赋予的权重超过５０％ 的作法也不可

取．

文献［６，９］通过不同的优化模型来确定属性权

重，本文则由式（４）将方案的各属性值直接集成，从

而克服了选择不同优化模型所导致属性权重不一致

的问题．同时无需人为地赋予属性权重，在一定程度

上提高了决策的客观性．

３３　 基于区间数幂均算子的决策方法

综上分析，给出基于区间数幂均算子的多属性

决策方法，具体步骤如下：

１）由文献［５］的方法得到规范化的决策矩阵．

２）根据式（３）构造各方案的一致度矩阵．

３）由定义６和定义７计算各方案关于各属性的

平均一致度和相对一致度．

４）由式（４）得到各方案的综合属性值．

５）因为方案的综合属性值仍为区间数，所以可

计算可能度互补矩阵［１０］，得到排序向量ω＝ （ω１，

…，ω狀）．ω犻值越大，对应方案越优．

４　 实例分析
　　 以文献［９］选拔干部的例子来说明所提出的方

法．某单位对干部进行考核选拔时，首先制定了６项

考核指标（属性）狆１，…，狆６，分别是思想品德、工作态

度、工作作风、文化水平和知识结构、领导能力、开拓

能力；然后由群众推荐、评议，对各项指标分别打分；

之后进行统计处理，从中确定５名候选人狊１，…，狊５．

因为群众对同一候选人所给出的指标值（属性值）

并不完全相同，因此经统计处理后的每个候选人在

各指标（属性）下的属性值是以区间数形式给出的，

具体见表１．试确定最佳候选人．

采用本文提出的方法，首先由文献［５］得到规

范化的决策矩阵为

珟犚＝

［０．３７２０．４０５］ ［０．３９４０．４１４］

［０．３９４０．４２９］ ［０．３８９０．４１０］

［０．３９５０．４２０］ ［０．３７７０．３９６］

［０．３８５０．４０５］ ［０．４１３０．４３３］

［０．３８４０．４１０］ ［０．４０２０．４１４

熿

燀 ］

→

←

［０．３９８０．４２３］ ［０．４０７０．４３２］

［０．３９４０．４１５］ ［０．３９４０．４１５］

［０．４０８０．４３３］ ［０．４０８０．４３３］

［０．３８５０．４１０］ ［０．３９００．４１４］

［０．４０２０．４１４］ ［０．４０７０．４１９］

→

←

［０．３９６０．４１０］ ［０．４１５０．４３７］

［０．４１１０．４３８］ ［０．３９４０．４１９］

［０．３８６０．４１０］ ［０．４０８０．４２４］

［０．３９５０．４１９］ ［０．４１７０．４３３］

［０．４０２０．４１４］ ［０．３８００．３９１

燄

燅］

．

其次以候选人狊１ 为例，详细讲解本文方法：由式（４）

可得候选人狊１ 的一致度矩阵为

狊
（１）
＝

１ ０．９８４５ ０．９７８０

０．９８４５ １ ０．９９３５

０．９７８０ ０．９９３５ １

０．９６９０ ０．９８４５ ０．９９１０

０．９８６５ ０．９９８０ ０．９９１５

０．９６２５ ０．９７８０ ０．

熿

燀 ９８４５

→

←

０．９６９０ ０．９８６５ ０．９６２５

０．９８４５ ０．９９８０ ０．９７８０

０．９９１０ ０．９９１５ ０．９８４５

１ ０．９８２５ ０．９９３５

０．９８２５ １ ０．９７６０

０．９９３５ ０．

燄

燅９９７６ １

．

利用定义６和定义７可得候选人狊１关于各属性的平

均一致度和相对一致度分别为

（犛
（１）
１ ，…，犛

（１）
６ ）＝

（０．９７６１，０．９８７７，０．９８７７，

０．９８４１，０．９８６９，０．９７８９），

（犚（犛
（１）
１ ），…，犚（犛

（１）
６ ））＝

（０．１６５４，０．１６７４，０．１６７４，

０．１６６８，０．１６７２，０．１６５９）．
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表１　 各候选人在各指标下的属性值

方案 狆１ 狆２ 狆３ 狆４ 狆５ 狆６

狊１ ［０．８５　０．９０］ ［０．９０　０．９２］ ［０．９１　０．９４］ ［０．９３　０．９６］ ［０．９０　０．９１］ ［０．９５　０．９７］

狊２ ［０．９０　０．９５］ ［０．８９　０．９１］ ［０．９０　０．９２］ ［０．９０　０．９２］ ［０．９４　０．９７］ ［０．９０　０．９３］

狊３ ［０．８８　０．９１］ ［０．８４　０．８６］ ［０．９１　０．９４］ ［０．９１　０．９４］ ［０．８６　０．８９］ ［０．９１　０．９２］

狊４ ［０．８５　０．８７］ ［０．９１　０．９３］ ［０．８５　０．８８］ ［０．８６　０．８９］ ［０．８７　０．９０］ ［０．９２　０．９３］

狊５ ［０．８６　０．８９］ ［０．９０　０．９２］ ［０．９０　０．９５］ ［０．９１　０．９３］ ［０．９０　０．９２］ ［０．８５　０．８７］

然后根据式（４）得到候选人狊１ 的综合属性值为

珔狕１ ＝犘－犃（珔狉１１，…，珔狉１６）＝ ［０．３９６７，０．４２０２］．

同样可得到其他候选人的综合属性值分别为

珔狕２ ＝ ［０．３９７５，０．４２１０］，

珔狕３ ＝ ［０．３９７０，０．４１９３］，

珔狕４ ＝ ［０．３９７５，０．４１９０］，

珔狕５ ＝ ［０．３９６２，０．４１０３］．

最后采用文献［１０］方法计算上述综合属性值区间

数，得到排序向量

ω＝ （０．２０６６，０．２１１１，０．２０５１，０．２０５８，０．１７１４）．

方案排序结果为狊２狊１狊４狊３狊５，故最佳候选人

为狊２．这与文献［９］的决策结果相同．

５　 结 　 　论
　　本文研究了决策矩阵元素为区间数的多属性决

策问题，提出了幂均融合的决策方法．该方法首先根

据精确数幂均算子定义了区间数幂均算子；然后由

区间数幂均算子直接融合方案的属性值，从而得到

方案的综合属性值．其优点是无需求解属性权重，摆

脱了属性权重概念的束缚，有效地弥补了不同方法

确定属性权重而导致的不一致性的缺陷．
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