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１　引　　言
　　非线性机器人系统作为一个典型的多输入多输

出的非线性系统，已经成为人们研究各种新颖控制

算法的一个标称模型［１］．作为非线性机器人常用运

动形式的轨迹跟踪控制，一直是机器人学与工业自

动化领域研究与应用的重要内容，已引起越来越多

研究者的兴趣［１４］．

比例微分加（ＰＤ＋）机器人动力学补偿控制策

略，虽然早在１９８８年便被提出
［１，５］，但作为非线性

机器人系统全局渐近稳定轨迹跟踪控制的一个基本

方法，目前仍是非线性机器人系统全局渐近轨迹跟

踪的主要策略，并成为人们获得高质量控制的基础

方法［１］．传统的ＰＤ＋控制应用前馈机器人模型动力

学补偿来确保系统的全局渐近稳定性，采用线性反

馈ＰＤ 合成控制作用来获得满意的轨迹跟踪性

能［５］．随着工业自动化水平的不断提高，传统的线性

ＰＤ＋控制并不能满足人们对机器人系统高精度和

快速响应的要求．为此，人们提出了大量的改进ＰＤ

＋控制策略，以提高原有线性控制系统的运动精度

和控制品质［６１０］．Ｋｅｌｌｙ和Ｓａｌｇａｄｏ
［６］提出ＰＤ加前馈

期望动力学补偿控制来提高传统的ＰＤ＋控制的运

行速度，获得了局部指数稳定的跟踪结果；后来

Ｓａｎｔｉｂａｎｅｚ和 Ｋｅｌｌｙ
［７］证明了这种ＰＤ加前馈期望

动力学补偿控制的全局渐近稳定性．Ｌｏｒｉａ和

Ｎｉｊｍｅｉｊｅｒ
［８］提出了饱和ＰＤ＋控制策略来克服驱动

器饱和对非线性机器人系统的影响，应用Ｌｙａｐｕｎｏｖ

直接稳定性理论证明了闭环系统的半全局渐近稳定

性．Ｆｅｎｇ等
［９］将不连续的滑模控制技术引入ＰＤ＋
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控制，形成了非奇异的终端滑模控制，实现了非线性

机器人系统的有限时间稳定跟踪．Ｙｕ等
［１０］进一步

发展了这种ＰＤ＋滑模控制策略，设计了连续的终端

滑模ＰＤ＋控制器，实现了非线性机器人系统的连续

有限时间稳定跟踪控制．

本文通过引入一类具有“小误差放大、大误差饱

和”功能的非线性饱和函数来提高常用线性ＰＤ＋控

制的品质，以形成简单的非线性ＰＤ＋（ＮＰＤ＋）控

制．应用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接稳定性理论和ＬａＳａｌｌｅ不变

性原理，证明了闭环系统的全局渐近稳定性．相比于

常用的双曲正切饱和函数，本文提出的一类新的饱

和函数具有“小误差放大、大误差饱和”的功能，从而

使得所形成的 ＮＰＤ＋控制具有更快的响应速度和

更高的轨迹跟踪精度，并能有效克服驱动器饱和带

来的潜在影响．二自由度机器人系统的数值仿真结

果，验证了所提出的非线性ＮＰＤ＋控制具有良好的

动静态性能．

２　机器人系统动力学模型与特性
　　含狀自由度旋转关节的非线性机器人系统的动

力学模型可描述为［１，１１］

犕（狇）̈狇＋犆（狇，狇）狇＋犇狇＋犵（狇）＝τ． （１）

其中：狇，狇，̈狇∈犚
狀分别为关节位置、速度和加速度矢

量；犕（狇）∈犚
狀×狀为对称正定惯性矩阵；犇∈犚

狀×狀为

各关节线性阻尼摩擦系数矩阵；犆（狇，狇）∈犚
狀×狀为哥

氏力和离心力矩阵；犵（狇）∈犚
狀 为重力向量；τ∈犚

狀

为控制力矩矢量．

非线性机器人系统（１）通常具有如下结构特

性［１，１１］：

特性１　线性阻尼矩阵犇为对角正定矩阵且有

界，即

犱１犐≤犇≤犱２犐． （２）

其中：犱１和犱２为已知的正的常数，犐为相应维数的单

位矩阵．

特性２　 惯性矩阵犕（狇）对称正定且有界，即

犿１犐≤犕（狇）≤犿２犐，狇∈犚
狀， （３）

其中犿１ 和犿２ 为已知的正的常数．

特性３　犕（狇）－２犆（狇，狇）为反对称矩阵，即

ξ
Ｔ（犕（狇）－２犆（狇，狇）ξ＝０，狇，

狇，ξ∈犚
狀．

（４）

对于犆２ 光滑的连续期望轨迹狇犱（狋），定义轨迹

跟踪误差犲（狋），犲（狋）∈犚
狀 为

犲＝狇－狇犱，犲＝狇－狇犱． （５）

本文考虑设计一个改进的ＮＰＤ＋控制律，使得

对于任意初始位置（狇（０），狇（０）），非线性机器人系统

的输出（狇（狋），狇（狋））能够渐近稳定地跟踪光滑连续

期望轨迹（狇犱（狋），狇犱（狋））．

３　 控制器设计
３．１　 一类新的饱和函数

［１２］

首先提出如下一类近似势能函数：

犛（狓）＝

狘狓狘
α＋１

α＋１
＋
（α－１）δα＋

１

２（α＋１）
，δ＜狘狓狘＜β；

δ
α－１狓２

２
，狘狓狘≤δ；

β
α
狘狓狘＋

（α－１）δα＋
１
－２αβ

α＋１

２（α＋１）
，狘狓狘≥β

烅

烄

烆
．

（６）

其中：α，δ∈ （０，１］；β＞δ为设计参数．

将式（６）对狓求导，可得到如下所示的一类非线

性饱和函数：

狊（狓）＝

狘狓狘
αｓｇｎ（狓），δ＜狘狓狘＜β；

δ
α－１狓，狘狓狘≤δ；

β
αｓｇｎ（狓），狘狓狘≥β

烅

烄

烆 ．

（７）

其中ｓｇｎ（·）为标准符号函数．

对于式（６）和（７）所示的犛（狓）和狊（狓）非线性函

数，有如下的引理：

引理１　 函数犛（狓）和狊（狓）有如下性质：

１）若狓≠０，则犛（狓）＞０；若狓＝０，则犛（狓）＝

０和狊（狓）＝０；

２）犛（狓）连续二次可微，狊（狓）对于狓而言是单

调增函数，且狘狊（狓）狘≤β
α；

３）对于狓≠０，存在正常数κ＞０，使得下式成

立：

犛（狓）≥κ狊
２（狓）＞０； （８）

４）对于狓≠０，存在正常数κ１＞０，使得下式成

立：

狓狊（狓）≥κ１狊
２（狓）＞０． （９）

通过简单的运算即可证明上述性质，详见文献

［１２］．

３．２　犖犘犇＋控制

为了后续设计和分析方便，首先定义如下矢量：

狊（ξ）＝ ［狊（ξ１），…，狊（ξ狀）］
Ｔ，

ξ＝ ［ξ１，…，ξ狀］
Ｔ
∈犚

狀． （１０）

应用式（１０），提出如下的非线性ＰＤ＋（ＮＰＤ＋）

控制律：

τ＝－犓ｐ狊（犲）－犓ｄ狊（犲）＋犕（狇）̈狇ｄ＋

犆（狇，狇）狇ｄ＋犇狇ｄ＋犵（狇）， （１１）

其中犓ｐ和犓ｄ分别为恒定对角正定的比例和微分增

益矩阵．

将ＮＰＤ＋ 控制律（１１）代入机器人系统方程

（１），可得闭环系统的动力学方程

犕（狇）̈犲＋犆（狇，狇）犲＋犇犲＋

犓ｐ狊（犲）＋犽ｄ狊（犲）＝０， （１２）

８９６１
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其中［犲Ｔ　犲
Ｔ］Ｔ ＝０∈犚

２狀 为其唯一静态平衡点．

３．３　 全局渐近稳定性分析

对于式（１１）所示的ＮＰＤ＋控制的闭环系统方

程（１２），有如下的稳定性定理：

定理１　对于式（１）所示的非线性机器人系统，

应用所提出的ＮＰＤ＋控制律（１１），可实现闭环系统

的位置和速度跟踪误差的全局渐近收敛，即ｌｉｍ
狋→∞
犲，犲

＝０．

证明 　 应 用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直 接 分 析 方 法 和

ＬａＳａｌｌｅ不变性原理来证明上述定理．为此，提出如

下的非负候选Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

犞 ＝
１

２
犲Ｔ犕（狇）犲＋∑

狀

犻＝１

犽ｐ犻犛（犲犻）． （１３）

其中：犽ｐ犻为恒定对角正定矩阵犓ｐ的第犻个对角线元

素，犲犻为式（５）所定义的轨迹跟踪误差适量犲的第犻

个分量．

注意到函数犛（犲犻）为径向无界函数，且由引理１

可知，犛（０）＝０．因此，式（１３）所定义的函数是一个

径向无界正定函数．

式（１３）沿闭环系统（１２）对时间求导数，并应用

式（６）和（７），可得

犞＝犲
Ｔ犕（狇）̈犲＋

１

２
犲Ｔ犕（狇）犲＋犲

Ｔ犓ｐ狊（犲）．（１４）

将由式（１２）求得的犕（狇）̈犲代入式（１４），并应用

特性３，可得

犞＝－犲
Ｔ犇犲－犲

Ｔ犓ｄ狊（犲）． （１５）

由特性１的式（２）和引理１的式（９）可得犞≤０，并且

犞≡０意味着犲≡０．根据ＬａＳａｌｌｅ不变性原理
［１，１１］可

知（犲＝０，犲＝０）为系统的全局渐近稳定平衡点，即

ｌｉｍ
狋→∞
犲，犲＝０．□

４　 仿真分析
　　 二自由度机器人系统位置控制数值仿真结果

验证了上述理论分析的正确性．机器人系统的动力

学模型为［２］

犕 ＝
θ１＋２θ２ｃｏｓ（狇２）θ３＋θ２ｃｏｓ（狇２）

θ３＋θ２ｃｏｓ（狇２） θ
［ ］

３

，

犆（狇，狇）＝
－２θ２ｓｉｎ（狇２）狇２ －θ２ｓｉｎ（狇２）狇２

θ２ｓｉｎ（狇２）狇１
［ ］

０
，

犇＝ｄｉａｇ（θ６，θ７），

犵＝
θ４ｓｉｎ（狇１）＋θ５ｓｉｎ（狇１＋狇２）

θ５ｓｉｎ（狇１＋狇２
［ ］）

， （１６）

并在仿真中考虑非线性库仑摩擦力的影响．为与式

（１）所描述的模型一致，令

犳犮（狇）＝
θ８ｓｇｎ（狇１）

θ９ｓｇｎ（狇２
［ ］）． （１７）

采用国际标准单位．系统参数的具体数值为：θ１

＝２．３５１，θ２＝０．０８４，θ３＝０．１０２，θ４＝３８．４６５，θ５＝

１．８２５，θ６ ＝２．２８８，θ７ ＝０．１７５．若狇１ ＞０，则θ８ ＝

７．１７０；若狇１ ＜０，则θ８ ＝８．０４９，θ９ ＝１．７２４．

采样周期为犜 ＝１ｍｓ．期望的跟踪轨迹（单位

ｒａｄ）为

狇犱（狋）＝（１．５ｓｉｎ（２狋）（１－ｅ
－０．０５狋

３

），

ｓｉｎ（３狋）（１－ｅ－
０．０５狋

３

））Ｔ，

非线性饱和函数的参数为α＝０．５，β＝１．０，δ＝

０．０１．所提出的ＮＰＤ＋控制器的参数确定为

犓ｐ＝ｄｉａｇ（１５０，４０），犓ｄ＝ｄｉａｇ（９０，２０）．

为了体现比较的公平性，常用的线性ＰＤ＋控制器的

参数与ＮＰＤ＋控制器的参数相同；系统的初值也相

同，分别为狇（０）＝ （１．０，５．０）
Ｔ，狇（０）＝ （－１．０，

１．０）Ｔ．所提出的ＮＰＤ＋控制与传统的ＰＤ＋控制的

位置和速度跟踪误差分别如图１所示，所需的驱动

力矩如图２所示．

图１　 位置和速度跟踪误差

由仿真结果可以看出，所提出的ＮＰＤ＋控制相

比于传统的线性ＰＤ＋控制具有更快的响应速度和

轨迹跟踪精度．另外，从图２可以看出，相比于传统

的线性ＰＤ＋控制，所提出的ＮＰＤ＋控制良好的动

静态性能并不以大幅度增加驱动力矩为代价，这一

点十分有助于克服驱动器饱和对运动系统带来的潜

９９６１
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图２　 所需驱动力矩

在影响．

此外，为进一步说明所提出的一类新的饱和函

数对系统控制性能的改善，仿真对比如下具有相同

稳定性的，使用传统双曲正切函数的非线性ＮＰＤ＋

控制（ＮＰＤ＋Ｔａｎｈ）．该ＮＰＤ＋Ｔａｎｈ控制的控制律

为

τ＝－犓ｐＴａｎｈ（犲）－犓ｄａｎｈ（犲）＋犕（狇）̈狇ｄ＋

犆（狇，狇）狇ｄ＋犇狇ｄ＋犵（狇）， （１８）

其中Ｔａｎｈ（·）表示由标准双曲正切函数ｔａｎｈ（·）构

成的矢量．

控制器的参数以及初始状态与上述控制器完全

图３　 应用双曲正切函数的位置和速度跟踪误差

图４　 应用双曲正切函数的驱动力矩

相同，所获得位置和速度跟踪误差如图３所示，所需

的驱动力如图４所示．

由图３和图４可见，虽然使用传统的双曲正切

函数的ＮＰＤ＋Ｔａｎｈ控制算法具有同样的全局渐近

稳定位置和速度跟踪性质，但与传统的ＰＤ＋控制相

比，控制性能并没有明显改善．这主要是由于所提出

的一类新的饱和函数具有“小误差放大、大误差饱

和”功能．为了更形象地说明所提出的新的饱和函

数的这种功能，图５给出了传统双曲正切函数

（ｔａｎｈ（犲）），线性函数（犲）和所提出的非线性饱和函

数（狊（犲））的形态，其中狊（犲）的参数为α＝０．５，β＝

１．０，δ＝０．０１．从中可以明显看出，所提出的饱和非

线性函数具有“小误差放大、大误差饱和”功能．也

就是说，当误差较小时（即当狘犲狘≤β时），狘狊（犲）狘≥

狘犲狘；而当误差较大时（即当狘犲狘≥β时），狘狊（犲）狘≤

狘犲狘且饱和于β
α．其中α和β为改变误差性态的设计

参数．这种“小误差放大、大误差饱和”的非线性饱

和函数可以方便地通过选择不同的α与β值来获得

期望的误差性态，而另一个较小的设计参数δ则保

证其在原点的连续性，避免不连续函数所带来的系

统颤振的影响．并且，“小误差放大、大误差饱和”功

能将为充分考虑驱动器饱和的输入受限系统的高精

度控制品质的提升提供一个良好的基础．通常所应

用的诸如双曲正切等饱和函数，在误差较小时，不具

有“小误差放大”的功能，使得控制作用较小，而所

图５　 不同的函数形态
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提出的这类新的饱和函数，将有望大大改善输入受

限系统的过渡过程，有效缩短调整时间．

５　 结 　 　论
　　本文引入一类具有“小误差放大、大误差饱和”

功能的非线性饱和函数，以形成算法简单的非线性

ＰＤ＋（ＮＰＤ＋）控制策略，方便有效地提高了传统的

线性ＰＤ＋控制非线性机器人的控制品质．应用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接稳定性理论和ＬａＳａｌｌｅ不变性原理，

证明了所提出的ＮＰＤ＋控制的全局渐近稳定性．数

值仿真结果进一步表明了理论分析结果的有效性和

正确性．虽然所提出的ＮＰＤ＋控制策略并不是完全

有界的，但这类具有“小误差放大、大误差饱和”功能

的新饱和函数的引用，使得驱动器饱和的风险大为

降低，可有效地减小驱动器饱和给控制系统带来的

潜在影响，并提高其响应速度．
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