
书书书

第２４卷 第１１期

Ｖｏｌ．２４ Ｎｏ．１１

控　制　与　决　策

犆狅狀狋狉狅犾 犪狀犱 犇犲犮犻狊犻狅狀

２００９年１１月

　 Ｎｏｖ．２００９

收稿日期：２００８１１１６；修回日期：２００９０２２３．

基金项目：国家自然科学基金项目（７０９０１０１４１，９０９２４０２２，７０４７３０３７）；教育部高等学校博士学科点专项基金项目

（２００８０２８７００２０）；江苏省普通高校研究生科研创新计划项目（ＣＸ０８Ｂ０３９Ｒ）；南京航空航天大学科研创

新基金项目（Ｙ０８１１０９１）；淮阴工学院科研基金项目．

作者简介：崔杰（１９７８—），男，江苏泗阳人，博士生，从事系统工程、管理科学与工程的研究；党耀国（１９６４—），男，

河南驻马店人，教授，博士生导师，从事灰色系统理论、区域经济学等研究．

　　文章编号：１００１０９２０（２００９）１１１７０２０５

一种新的灰色预测模型及其建模机理

崔　杰１
，２，党耀国１，刘思峰１

（１．南京航空航天大学 经济与管理学院，南京２１００１６；２．淮阴工学院 经济管理学院，江苏 淮安２２３００１）

摘　要：为了提高灰色模型的预测精度，并拓展其应用范围，针对具有近似非齐次指数律特征的数据序列，构建了一

种新的灰色预测模型ＮＧＭ（１，１，犽）．通过最小二乘法求出了新灰色模型参数的计算公式，以微分方程作为演绎推理

工具，得到了该模型的时间响应序列函数，并对其建模精度进行了理论和实验分析．研究结果表明了所提出的灰色模

型的有效性和适用性．
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１　引　　言
　　灰色预测模型作为灰色系统理论的重要组成部

分，目前已经在农业、工业、科技、医疗等领域得到了

成功的应用，尤其是灰色ＧＭ（１，１）模型，如今已经

成为应用最为广泛的灰色预测模型．然而，该模型的

建模精度问题一直备受灰色系统理论研究者的关

注［１３］．近年来，已有众多学者对灰色模型进行了深

入研究，取得了大量的研究成果．刘思峰等从数据变

换，提高原始序列光滑度的角度构建了一系列缓冲

算子，并成功地应用于大量受扰动因素冲击的系统

预测，取得了良好的建模效果［４８］；徐涛，刘斌和党耀

国等分别从原始序列模拟误差平方和最小，一次累

加序列模拟误差平方和最小以及新信息优先利用的

角度，对灰色模型的初始条件进行了改进，提高了灰

色模型的预测精度［９１１］；王义闹和罗党等分别从改

进灰导数白化值与灰导数白化背景值等不同的角

度，对灰色模型进行了优化，在一定程度上提高了模

型的建模精度［１２１４］．穆勇和谢乃明等从ＧＭ（１，１）模

拟齐次指数序列精度的角度出发，分别提出了无偏

ＧＭ（１，１）模型以及离散灰色模型．该模型对具有白

指数律特性的原始序列可进行完全拟合［１５，１６］．

上述学者的研究成果对于完善灰色预测理论体

系，推动灰色系统理论的发展起到了积极的作用．然

而，众多改进后的灰色模型在实际系统行为特征数
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据序列的预测应用中，依然常常出现预测效果不甚

理想的现象．产生这种现象的根源何在？纵观现有

灰色预测模型的研究成果，作者发现目前绝大部分

灰色模型的研究成果仅从模型建模参数的角度进行

优化研究，即对原模型进行不断地修正，以更好地拟

合具有纯指数律特征的数据序列，却忽视了灰色

ＧＭ（１，１）模型适用的数据序列类型的局限性．从灰

色ＧＭ（１，１）模型的建模过程可知，它是一种基于累

加生成灰指数律的最小二乘建模方式，对具有近似

齐次指数律特性的离散数据序列具有理想的拟合预

测效果．同理，在ＧＭ（１，１）模型基础上改进、演变得

到的系列优化的灰色模型和无偏灰色模型以及离散

灰色模型，同样仅对具有白指数律的离散数据序列

具有较好的模拟预测效果．然而，除了近似齐次指数

律数据序列外，现实中还存在大量系统的特征数据

序列具有非齐次指数特性，利用仅适用于拟合预测

齐次指数律数据序列的灰色模型，去模拟具有非齐

次指数律特性的数据序列，常常会出现较大建模误

差．

目前，以灰色模型能够模拟预测的数据序列类

型与实际系统行为数据序列类型的一致性为目标，

对经典灰色ＧＭ（１，１）模型进行拓展的研究成果比

较鲜见．本文根据经典灰色模型的建模机理，构建了

一种基于近似非齐次指数离散函数的新灰色预测模

型，利用最小二乘法和矩阵运算法推演出该新灰色

模型参数的计算公式，并以微分方程为推理工具，求

出了新灰色预测模型的模拟时间响应序列函数．

２　新灰色预测模型犖犌犕（１，１，犽）的构建
　　无论是ＧＭ（１，１）模型，还是优化的ＧＭ（１，１）

模型以及无偏ＧＭ（１，１）模型，其建模的基础都是基

于原始序列累加生成后的灰指数律，即原始序列

狓
（０）（犽）≈犮犪

犽，犽＝１，２，…，狀．然而，现实中存在大量

服从近似非齐次指数增长律的数据序列，因此需要

探索基于其他增长规律的数据序列预测模型．下面

针对原始数据序列服从近似非齐次指数律

狓
（０）（犽）≈犮犪

犽
＋犫，犽＝１，２，…，狀

的情形，构建一种灰色ＮＧＭ（１，１，犽）预测模型．

定义１　 称

狓
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（１）（犽）＝犽犫 （１）
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（１）（犽））２－（∑

狀

犽＝２

犽狕
（１）（犽））２

×

∑
狀

犽＝２

犽２ ∑
狀

犽＝２

犽狕
（１）（犽）

∑
狀

犽＝２

犽狕
（１）（犽） ∑

狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））

熿

燀

燄

燅

２

×

－∑
狀

犽＝２

狓
（０）（犽）狕

（１）（犽）

∑
狀

犽＝２

犽狓
（０）（犽

熿

燀

燄

燅
）

＝

　

∑
狀

犽＝２

犽狕
（１）（犽）∑

狀

犽＝２

犽狓
（０）（犽）－

∑
狀

犽＝２

犽２∑
狀

犽＝２

（狕
（１）（犽））２－

→

←
∑
狀

犽＝２

犽２∑
狀

犽＝２

狓
（０）（犽）狕

（１）（犽）

（∑
狀

犽＝２

犽狕
（１）（犽））２

１

∑
狀

犽＝２

犽２
［∑
狀

犽＝２

犽狓
（０）（犽）＋犪∑

狀

犽＝２

犽狕
（１）（犽）

熿

燀

燄

燅

］

＝ ［］犪
犫
．□

定理 ２　 设 犅，犢，^犪 如 定 理 １ 所 述．^犪 ＝

（犅Ｔ犅）－１犅Ｔ犢，则：

１）取狓^
（１）（１）＝狓

（１）（１）＝狓
（０）（１），则

狓^
（１）（犽）＝

（狓（０）（１）－犫
犪
＋
犫

犪２
）ｅ－犪（犽－１）＋犫

犪
犽－

犫

犪２
，

犽＝１，２，…，狀； （３）

２）还原值

狓^
（０）（犽）＝狓^

（１）（犽）－狓^
（１）（犽－１），

犽＝２，３，…，狀．

证明　令狓（１）（狋）＝狔，狋＝狓，狌＝－犪狔＋犫狓，则
式（２）可转化为

ｄ狌
ｄ狓
＝－犪狌＋犫， （４）

即

ｄ（－犪狌＋犫）

－犪狌＋犫
＝－犪ｄ狓． （５）

对式（５）两边同时不定积分，然后化简得

－犪狌＋犫＝犆１ｅ
－犪狓， （６）

其中犆１ ＝ｅ
犮，犮为常数．

将狓
（１）（狋）＝狔，狋＝狓，狌＝－犪狔＋犫狓代入式（６），

化简得

狓
（１）狋＝

犆１
犪２
ｅ－犪狋＋

犫
犪
狋－

犫

犪２
． （７）

取狓
（１）（１）＝狓

（０）（１），则

犆１ ＝犪
２（狓（０）（１）－犫

犪
＋
犫

犪２
）ｅ犪．

将犆１ 代入式（７），化简可得

狓^
（１）（狋）＝

（狓（０）（１）－犫
犪
＋
犫

犪２
）ｅ－犪（狋－１）＋犫

犪
狋－

犫

犪２
，

狋＝１，２，…，狀．

因此

狓^
（１）（狋）＝

（狓（０）（１）－犫
犪
＋
犫

犪２
）ｅ－犪（犽－１）＋犫

犪
犽－

犫

犪２
，

４０７１



第１１期 崔 杰等：一种新的灰色预测模型及其建模机理　 　 　

　　　　　　　犽＝１，２，…，狀；

　　　^狓
（１）（狋）－狓^

（１）（犽－１）＝

　　　∑
犽

犻＝１

狓^
（０）（犻）－∑

犽－１

犻＝１

狓^
（０）（犻）＝狓^

（０）（犽），

　　　　　　　犽＝２，３，…，狀． □

３　 新灰色模型的建模精度分析
３１　 理论分析

ＧＭ（１，１）模型的建模精度一直是众多灰色理

论研究者探讨的热点问题之一，但至今仍未得到科

学合理的解释．文献［１７］用纯指数增长序列数据做

模拟，得到了如下结论：ＧＭ（１，１）模型具有一定的

适用范围，但在进行长期预测时常出现令人意想不

到的误差．下面从ＧＭ（１，１）模型的时间响应序列式

的结构入手，对其进行理论分析，探索长期预测过程

中存在较大误差的根源．通过一次累减生成，得到

ＧＭ（１，１）模型的时间响应序列式的还原式

狓^
（０）（犽）＝狓^

（１）（犽）－狓^
（１）（犽－１）＝

（１－ｅ
犪）（狓（０）（１）－犫

犪
）ｅ－犪（犽－１）． （８）

同理，对ＮＧＭ（１，１，犽）模型的模拟时间响应序列式

进行还原，得到其模拟还原值形式为

狓^
（０）（犽）＝

（１－ｅ
犪）（狓（０）（１）－犫

犪
＋
犫

犪２
）ｅ－犪（犽－１）＋犫

犪
，

犽＝１，２，…，狀． （９）

从上述两种灰色模型的时间响应式的结构可以

看出，ＧＭ（１，１）模型的模拟时间响应序列式的还原

值是具有纯指数增长律特性的数据序列；ＮＧＭ（１，

１，犽）模型的时间响应式的还原值具有近似非齐次

指数增长律的特性．在利用ＧＭ（１，１）模型进行系统

行为数据序列的预测过程中，常常会出现较大的误

差，甚至会出现令人难以接受的建模误差，这说明

ＧＭ（１，１）模型的时间响应式还原值的纯指数特性

与现实中大量系统行为数据序列的分布特性并非具

有一致性．从理论分析的结果可知，本文提出的

ＮＧＭ（１，１，犽）模型在一定程度上可以弥补上述缺

陷，具有一定的理论价值和应用价值．

为了进一步验证新模型的建模效果，下面用实

际系统行为数据序列分别建立ＧＭ（１，１）模型、无偏

ＧＭ（１，１）模型和ＮＧＭ（１，１，犽）模型，并对３种模型

的建模精度进行对比分析．

３２　 实验分析

以某市１９９３～１９９９年的科技经费投入为基础

数据来验证本文提出的新灰色预测模型的有效性．

数据序列如下［１８］（单位：亿元）：

犡
（０）
＝（１．０５，２．１２，３．８７，６．７８，

１１．５７，１９．４８，３５．６２）．

根据灰色模型的建模要求对原始序列进行光滑

性检验（检验过程略）．计算结果表明，该数据序列基

本满足灰色建模的光滑性要求［１］．下面以１９９３～

１９９８年的数据为建模数据，以１９９９年数据为（模拟）

预测数据，分别建立ＧＭ（１，１）模型、无偏ＧＭ（１，１）

模型与ＮＧＭ（１，１，犽）模型进行模拟预测，得到的结

果如表１所示．

表１　３类灰色预测模型建模效果比较

模 　 型 平均相对误差／％ 一步预测误差／％

ＧＭ（１，１） ５．１３ ５．６５

无偏ＧＭ（１，１） ４．４８ ４．７３

ＮＧＭ（１，１，犽） ２．６８ １．７６

　　 从３种模型得到的建模结果可以看出，利用经

典ＧＭ（１，１）模型和无偏ＧＭ（１，１）模型得到的建模

误差相对较大．如平均相对误差，二者都保持在４％

～５％，预测误差也是如此．而利用新的灰色

ＮＧＭ（１，１，犽）模型所得到的结果则明显好于其他

两种模型，无论是模拟误差还是预测误差，均显著低

于前两种模型．从模型本身所具有的特点进行分析，

其原因主要在于：经典 ＧＭ（１，１）模型和无偏

ＧＭ（１，１）模型仅仅对具有近似齐次指数律特性的

离散数据序列具有理想的拟合预测效果，对具有非

齐次指数特征的数据序列则难以取得比较高的建模

精度，而新的ＮＧＭ（１，１，犽）模型恰好能够弥补它们

的不足，适合具有非齐次指数律特征的系统行为数

据序列的模拟预测．

从上述分析过程和结果不难看出，本文新构建

的灰色ＮＧＭ（１，１，犽）模型，对于灰色预测模型理论

体系的拓展而言，是一次有益的尝试，相信它在今后

的实际应用中将会得到广泛的关注．

４　 结 　 　论
　　灰色预测模型是通过对反映数曲线进行模拟，

最后利用最小二乘准则求解模型参数的指数拟合模

型．通过研究得到以下结论：１）ＮＧＭ（１，１，犽）模型也

是在一次累加生成基础上的最小二乘建模方式，完

全符合灰色预测模型的建模机理；２）新的ＮＧＭ（１，

１，犽）模型是基于近似非齐次指数增长律的新灰色预

测模型，可称为广义ＧＭ（１，１）模型，是ＧＭ（１，１）模

型的拓展，而经典ＧＭ（１，１）模型可看作是ＮＧＭ（１，

１，犽）模型的特例；３）ＮＧＭ（１，１，犽）模型的提出对于

灰色预测模型理论体系的拓展具有重要意义．
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