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基于非光滑线性犔犻狆狊犮犺犻狋狕连续平面的滑模控制设计
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摘　要：利用Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解、Ｃｌａｒｋｅ广义梯度和非光滑Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定理论，对一类滑模面设计为非光滑线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ

连续平面的二阶系统滑模控制问题进行深入讨论．首先设计控制律，使闭环系统在有限时间内能够到达所设计的滑

模面；然后证明系统在滑模面上的运动是渐近稳定的．放宽了对滑模控制中滑模面设计的要求，提高了所提出设计方

法的灵活性，有利于改善系统性能．仿真结果验证了所提出设计方法的正确性和有效性．
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１　引　　言
　　在滑模控制中，大都使用非连续的控制律来实

现镇定．首先在状态空间选取一个稳定的滑模面；然

后在滑模面的两边分别设计非连续控制律，使得系

统状态能够到达该滑模面．由此得到的闭环系统在

滑模面上是非连续的，系统的动态由非连续的向量

场决定，这与滑模面的选取密切相关［１，２］．一般情况

下，滑模面大都设计为光滑曲面，曲面的光滑性可看

作是对设计的一种约束．如果可用非光滑的曲面代

替原来的光滑曲面，则设计的灵活性将得到提高，而

且可根据设计需要在不同区域采用不同的滑模面来

改善系统的动态品质．

　　文献［３］研究了一类非线性系统的变结构控制，

分析了系统的稳态误差与滑模平面斜率的关系，并

提出了两种改进的变结构系统滑模平面设计方法，

使变结构系统既满足稳态误差的要求，又满足平滑

控制量的要求．但该文给出的滑模面是分段设计的，

其控制律依赖于滑模面的选取，不具有通用性．

　　Ｆｉｌｉｐｐｏｖ借助微分包含的概念定义了一种非连

续微分方程的解［４，５］，使讨论此类系统的运动轨迹

成为可能．不同于一般微分方程一一映射的概念，

Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解考察的是向量场中各状态邻域的信息．

从数学的角度看，就是用集值映射代替原来的一一

映射．

　　由于向量场的非连续性和滑模面的非光滑性，

系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数有可能非光滑，因而有必要

引入非光滑分析的概念．从 Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ的定理可

知，局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数在Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度意义下几



　 　 　 控 　　 制 　　 与 　　 决 　　 策 第２４卷

乎处处可微［４］．对于这类函数，可定义Ｃｌａｒｋｅ广义

梯度来分析函数的衰减特性［６８］．文献［９，１０］给出了

非光滑Ｌｙａｐｕｎｏｖ的稳定理论以及ＬａＳａｌｌｅ不变集

原理，而文献［１１］则在此基础上对其进行了改进．

　　本文将在Ｆｉｌｉｐｐｏｖ框架下研究一类二阶系统的

滑模控制问题，其中滑模面非光滑但满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ

条件．通过设计一个非连续控制律，使闭环系统轨迹

在有限时间内能够到达所设计的滑模面．另外，利用

Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解的概念和Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面的性质，证明了

所选取的滑模面在一定约束条件下是渐近稳定的，

从而保证闭环系统渐近稳定．

２　数学基础
２．１　犉犻犾犻狆狆狅狏解

　　 考虑如下系统：

Σ狀：狓＝犳（狓（狋），狋），狓（狋０）＝狓０． （１）

其中：狓（狋）∈犚
狀表示状态向量，可测实函数犳：犚

狀
×

犚→犚
狀 有界且几乎处处有定义．

　　 定义１
［４］
　 向量函数狓（狋）在时间区间［狋０，狋１］

上是式（１）的Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解，若狓（狋）绝对连续且对于

几乎所有的狋∈ ［狋０，狋１］满足

狓∈
ａ．ｅ．

犓［犳］（狓）， （２）

其中

犓［犳］（狓）＝∩
δ＞０
∩
μ犖＝０

ｃｏ犳（犅（狓，δ）－犖）． （３）

这里：犓［犳］（狓）表示Ｆｉｌｉｐｐｏｖ集值映射；∩
μ犖＝０

表示

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度为零的所有集合犖的交集；ｃｏ表示凸

的闭包；犅（狓，δ）＝｛狔∈犚
狀
狘‖狔－狓‖＜δ｝；犳（犛）

表示集合犛上函数值犳（狓）的集合，即

犳（犛）＝ ｛犳（狓）：狓∈犛｝．

定理１
［４］
　设状态空间犚

狀被光滑平面犛（狓）分

为两个区域犛＋ 和犛－．假设向量场犳有界，且当状态

分别从犛＋ 和犛－ 向狓∈犛趋近时的极限向量犳
＋（狓）

和犳
－（狓）存在．犖为犛的法向量且由犛－指向犛＋，设

犳
＋
犖 和犳

－
犖 是向量犳

＋ 和犳
－ 在犖 上的投影．设向量

狓（狋）绝对连续且狓（狋）∈犛，狋∈［狋１，狋２］．假设对于

狋∈ ［狋１，狋２］，有犳
－
犖（狓）≥０，犳

＋
犖（狓）≤０，犳

－
犖（狓）－

犳
＋
犖（狓）＞０．那么，狓（狋）是式（１）的Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解，当且

仅当对于几乎所有狋∈ ［狋１，狋２］，有

狓＝α犳
＋
＋（１－α）犳

－，α＝
犳
－
犖

犳
－
犖 －犳

＋
犖

． （４）

２．２　 非光滑分析

　　 若犞（狓）在狓的附近满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，则犞

在狓处的Ｃｌａｒｋｅ广义梯度
［６］定义为

犆犞（狓）＝

｛ζ∈犚
狀：犞狅（狓；υ）≥ 〈ζ，υ〉，υ∈犚

狀｝， （５）

其中犞狅 是犞 在狓处的广义方向导数，即

犞狅（狓；υ）＝ｌｉｍ
狔→狓
ｓｕｐ
犺０

犞（狔＋犺υ）－犞（狔）

犺
． （６）

　　对于复合函数犞＝犵·犺，其广义梯度的计算由

下面的定理给出，其中犺：犡→犚
狀和犵：犚

狀
→犚为已

知函数，犺的元素为犺犻，犻＝１，２，…，狀．

　　 定理２
［７］
　若犺犻在狓附近是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，并且

犵在犺（狓）附近是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，则复合函数犞在狓 附

近也是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，且有

犆犞（狓）

ｃｏ｛∑
狀

犻＝１

αζ犻：ζ犻∈犆犺犻，α∈犆犵（犺（狓））｝． （７）

２．３　 非光滑犔狔犪狆狌狀狅狏理论

　　 定理３
［１０］（链式法则）　 设狓（狋）在时间区间上

是式 （１）的 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解，并且 犞：犚
狀
→ 犚 满足

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ和正则条件．那么，犞（狓（狋））绝对连续，且

（ｄ／ｄ狋）犞（狓）几乎处处存在，有

ｄ

ｄ狋
犞（狓）∈

ａ．ｅ．

珟犞（狓）． （８）

其中

珟犞
·

（狓）＝ ∩
ζ∈犞犆

（狓）
ζ
Ｔ犓［犳］（狓）， （９）

这里犆犞：犚
狀
→犚

狀 表示Ｃｌａｒｋｅ广义梯度．

　　定理４
［９］（广义Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定定理）　设犞：犚

狀

→犚，对于狓≠０，犞（０）＝０且犞（狓）＞０，若狓（狋）

和犞（狓（狋））在［狋０，∞）上同时绝对连续，且有

ｄ

ｄ狋
犞（狓（狋））＜

－ε＜０，ａ．ｅ．ｏｎ｛狋狘狓（狋）≠０｝， （１０）

则狓（狋）在有限时间收敛到原点．

３　 主要结果
　　 考虑二阶系统

Σ２：狓＝
犳１（狓）

犳２（狓）＋
［ ］

狌
（１１）

的滑模控制问题，滑模面设计为非光滑 线性

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续曲面，如图１所示．首先，设计控制律

使闭环系统轨迹在有限时间到达所设计的滑模面；

然后，在一定的约束条件下，证明该曲面上的滑模运

动是渐近稳定的．如果以上两点都成立，则闭环系统

是渐近稳定的．

图１　犚
２ 中的犔犻狆狊犮犺犻狋狕曲面

０２７１
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　　 首先，给出非光滑线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续曲面的描

述．

　　 设犇犻犚
２，犻＝１，２，…，狉，满足∪

狉

犻＝１

犇犻＝犚
２，

且犇犻∩犇犼＝．其中：犻≠犼且犻，犼≤狉．在每个独立

区域犇犻中定义

Ω犻 ＝｛狓狘犛犻（狓）＝犆犻狓＋犱犻＝０，

犆Ｔ犻 ＝ ［犮犻，１，犮犻，２］
Ｔ
∈犚

２，犱犻∈犚，

狓∈犇犻，犻＝１，２，…，狉｝． （１２）

将

Ω＝∪
狉

犻＝１

Ω犻 （１３）

构成一个单连通集，犚２ 空间被Ω 分成两个单连通

域，分别为

Ω
＋
＝∪

狉

犻＝１

｛狓狘犛犻（狓）＞０｝，

Ω
－
＝∪

狉

犻＝１

｛狓狘犛犻（狓）＜０｝， （１４）

其中Ω
＋
∩Ω

－
＝ ．因此，Ω为犚

２中的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连

续平面．设Ω犻为第犻个子平面．为了证明渐近稳定

性，令原点０∈Ω．为了叙述方便，定义

Ω＝ ｛狓狘（狓）＝０，狓∈犚
２｝， （１５）

其中（狓）是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续函数．

　　 定理５　 令犕犼＝ｍａｘ
犻≤狉
狘犮犻，犼狘（犼＝１，２），犖＝

ｍｉｎ
犻≤狉
狘犮犻，２狘，且犮犻，犼＞０（犻＝１，２，…，狉，犼＝１，２）．如果

满足

　狌＝－（１
犖∑

２

犼＝１

犕犼狘犳犼（狓）狘＋ε）ｓｇｎ（（狓））， （１６）

其中ε＞０是一个任意小的正数，则系统Σ２ 的轨迹

在有限时间内到达Ω．

　　 证明 　 闭环系统写成微分包含形式为
狓∈犓［犳］（狓），

其中

犓［犳］（狓）＝

犳１（狓）

犳２（狓）－（１
犖∑

２

犼＝１

犕犼狘犳犼（狓）狘＋ε）ＳＧＮ（（狓

熿

燀

燄

燅
））
．

（１７）

这里：ＳＧＮ（狓）为集值函数，即

ＳＧＮ（狓）＝

｛１｝，狓＞０；

｛－１｝，狓＜０；

［－１，１］，狓＝０

烅

烄

烆 ．

（１８）

　　选取犞（（狓））为正定，Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ，正则函数，有

犞（（狓））＝狘（狓）狘． （１９）

假设对于１≤犻＜狉，区域犇犻与犇犻＋１是相邻的．由于

犞（（狓））是由函数犵（狔）＝狘狔狘和（狓）构成的复合

函数，且犵和（狓）满足定理２的条件，令

Γ（（狓））＝

｛γＳＧＮ（（狓））狘γ∈ （λ
犮犻，１

犮犻，
［ ］

２

＋（１－

λ）
犮犻＋１，１

犮犻＋１，
［ ］

２

），０≤λ≤１，１≤犻＜狉｝， （２０）

由定理２可得犞 的Ｃｌａｒｋｅ广义梯度为

犆犞（（狓））Γ． （２１）

根据定理３可得

珟犞
·

（（狓））＝ ∩
ζ∈犞犆

（（狓））
ζ
Ｔ犓［犳］（狓）

∩
ζ∈Γ（（狓））

ζ
Ｔ犓［犳］（狓）＜－σ＜０． （２２）

其中：（狓）≠０，σ＝ε ｍｉｎ
０≤λ≤１，犻≤狉－１

（λ犮犻，２＋（１－λ）犮犻＋１，２）

＞０．

　　由定理４的广义Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定定理可知，对于

任意狓０ ∈犚
２，系统状态将在有限时间内到达Ω．特

别地，若狉＝１，则有

犞犆（（狓））＝
犮１，１

犮１，
［ ］

２

ＳＧＮ（（狓））． （２３）

以上结论仍然成立．□

　　 定理６　 对于系统Σ２，若犳１（狓）＝狓２，则在

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续平面Ω上的系统轨迹是渐近稳定的．

　　 证明 　 由于Ω＝ ｛狓狘（狓）＝０，狓∈犚
２｝，不

失一般性，考察第犻个子平面Ω犻．

　　犛犻（狓）＝０意味着犮犻，１狓１＋犮犻，２狓２＋犱犻 ＝０，若

犛犻（狓）＝０的法向量为犖犛犻 ＝ ［犮犻，１，犮犻，２］
Ｔ，则

犳
＋
犖 ＝犮犻，１犳１（狓）＋犮犻，２犳２（狓）－

犮犻，２
犖
犕１狘犳１（狓）狘－

犮犻，２
犖
犕２狘犳２（狓）狘－犮犻，２ε＜０，

犳
－
犖 ＝犮犻，１犳１（狓）＋犮犻，２犳２（狓）＋

犮犻，２
犖
犕１狘犳１（狓）狘＋

犮犻，２
犖
犕２狘犳２（狓）狘＋犮犻，２ε＞０． （２４）

因此，由定理１及式（４）可知，Ω犻 是一个滑模面，当

犳１（狓）＝狓２ 时，在Ｆｉｌｉｐｐｏｖ意义下满足如下微分方

程：

狓１ ＝犳１（狓）＝－
犮犻，１
犮犻，２
狓１－

犱犻
犮犻，２
，

狓２ ＝－
犮犻，１
犮犻，２
狓２

烅

烄

烆
．

（２５）

　　 不失一般性，假设

Ω犻｛狔狘狔＝ ［狔１，狔２］
Ｔ，狔１ ＜０，

狔２ ＞０，狔∈犚
２｝．

由于Ω连续，令狓^０＝［狓１０，狓２０］
Ｔ是Ω犻和Ω犻＋１的公共

点（如图１所示），则犮犻，１狓１０＋犮犻，２狓２０＋犱犻＝０（０≥狓１０
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≥狓１，０≤狓２０≤狓２）．选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为犞（狓）＝

１

２
狓Ｔ狓，有

犞（狓）≤－
犮犻，１
犮犻，２
狓２２ ＜０，狓２ ≠０． （２６）

由此定理得证．□

　　 由定理５和定理６可得以下推论：

　　 推论１　 若系统Σ２满足犮犻，犼＞０（犻＝１，２，…，

狉，犼＝１，２），犳１（狓）＝狓２，则犕犼 ＝ｍａｘ
犻≤狉
狘犮犻，犼狘（犼＝

１，２），犖＝ｍｉｎ
犻≤狉
狘犮犻，２狘．若控制律设计如式（１６），则闭

环系统渐近稳定．

４　 数值仿真
　　 算例１　通过一个数值例子验证定理５和定理

６的结论．设二阶系统为

狓＝
狓２［ ］
狌
． （２７）

定义Ω为

Ω１ ＝ ｛狓狘犛１（狓）＝１．２狓１＋狓２＋０．８＝０，

　　　狓１ ≤－１｝，

Ω２ ＝ ｛狓狘犛２（狓）＝狓１＋４狓２－０．６＝０，

　　　－１≤狓１ ≤－０．２｝，

Ω３ ＝ ｛狓狘犛３（狓）＝狓１＋狓２ ＝０，

　　　－０．２≤狓１ ≤０．４｝，

Ω４ ＝ ｛狓狘犛４（狓）＝狓１＋８狓２＋２．８＝０，

　　　０．４≤狓１ ≤１．２｝，

Ω５ ＝ ｛狓狘犛５（狓）＝狓１＋２狓２－０．２＝０，

　　　１．２≤狓１｝

烅

烄

烆 ．

（２８）

于是犕１ ＝１．２，犕２ ＝８，犖 ＝１．取ε＝１，则

狌＝－（１．２狘狓２狘＋１）ｓｇｎ（（狓））． （２９）

　　 设系统初值分别为［－１．６，０．８］
Ｔ，［－０．６，

－０．４］
Ｔ，［０．３，０．３］Ｔ 和［１．８，－１．２］

Ｔ，仿真结果如

图２所示．由图可以看出，在不同初值情况下，系统

轨迹在有限时间内到达所设计的滑模面，并渐近稳

定于原点．

图２　 系统相轨迹

　　 算例２　 通过一个数值例子来验证文中给出

的结果能够改善系统的性能．设二阶系统同式（２７）．

　　 分别选取以下３个滑模面：

　　１）定义Ω为

Ω１ ＝ ｛狓狘犛１（狓）＝狓１＋６狓２－５．５＝０，

　　　狓１ ≤－０．５｝，

Ω２ ＝ ｛狓狘犛２（狓）＝２狓１＋狓２ ＝０，

　　　－０．５≤狓１ ≤－０．５｝，

Ω３ ＝ ｛狓狘犛３（狓）＝狓１＋６狓２＋５．５＝０，

　　　０．５≤狓１

烅

烄

烆 ｝；

（３０）

　　２）定义

Ω＝ ｛狓狘犛（狓）＝２狓１＋狓２ ＝０｝； （３１）

　　３）定义

Ω＝ ｛狓狘犛（狓）＝狓１＋６狓２ ＝０｝． （３２）

　　 取ε＝１，设系统初值为［－２，－１］
Ｔ，系统时间

响应曲线如图３所示．通过比较可以看出，在相同初

值条件下，若滑模面斜率小，则系统响应过程缓慢；

若滑模面斜率大，则从初始值到达滑模面的过渡时

间长，不利于发挥滑模控制鲁棒性强的特点．然而选

用本文的设计方法，可弥补上述二者的不足，提高系

统的性能．

图３　 系统时间响应比较

５　 结 　　 论
　　 本文对滑模控制中滑模面的选择进行了深入

讨论，所设计的滑模面只需满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件．该

方法放宽了滑模面的选择范围，提高了设计的灵活

性．针对二阶系统，首先设计了非连续控制律，在该

控制律作用下，系统状态在有限时间内能够到达非

光滑的滑模面；然后在一定约束条件下，证明了滑模

面上的运动是渐近稳定的，整个证明过程基于

Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解 的 概 念、Ｃｌａｒｋｅ 广 义 梯 度 和 非 光 滑

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定理论；最后，通过仿真算例验证了本

文的结论．本文结论还可扩展到狀维系统的滑模控

制设计中，对此可作更深入的研究．
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