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摘　要：针对一类输入受限离散不确定时滞系统，提出一种基于准 ＭｉｎＭａｘ的模型预测控制器设计方法．定义了时

滞系统的鲁棒性能指标，给出了系统稳定的充分条件，通过求解ＬＭＩ凸优化获得控制器．准 ＭｉｎＭａｘ预测控制将当

前控制量作为独立优化变量，与其他作为反馈控制的时域控制序列分开处理，有效地降低了算法的保守性，提高了可

行性．仿真算例验证了所提出控制方法的有效性．
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１　引　　言
　　模型预测控制（ＭＰＣ），又称为滚动时域控制

（ＲＨＣ），是一种备受关注的控制策略
［１４］．ＭＰＣ是

在每个采样时刻，在线求解有限或无限时域目标函

数的优化解，进而得到当前控制量作用于被控对象．

它的最大优点是具有处理状态和输入控制量等硬约

束能力．

ＭｉｎＭａｘ是鲁棒预测控制的主要方法之一．对

于不确定 ＭｉｎＭａｘＭＰＣ，文献［５］分别以多面体系

统和范数有界系统描述不确定系统，提出了一种基

于ＬＭＩ理论的鲁棒ＭＰＣ综合方法，将ＭｉｎＭａｘ问

题转化为包含ＬＭＩ的 Ｍｉｎ问题；［６］在［５］的基础

上，将鲁棒预测控制应用到时滞不确定系统；［７９］

则对时滞系统的模型预测控制进行了进一步研究．

但是，ＭｉｎＭａｘ鲁棒预测控制在整个预测时域采用

相同的状态反馈律，具有保守性，而采用准 Ｍｉｎ

Ｍａｘ（ＱｕａｓｉＭｉｎＭａｘ）鲁棒预测控制，则将鲁棒性

能指标上界分为两部分：第１步指标与剩余指标之

和，即将当前控制量狌（犽｜犽）作为自由优化决策变

量，其余时域控制序列作为反馈控制量，以降低保守

性，提高设计可行性［１，１０，１１］．

本文针对一类离散不确定时滞系统，提出一种

基于准 ＭｉｎＭａｘ的鲁棒预测控制器设计方法，用

ＬＭＩ解决时滞系统的不确定性和控制输入受约束，

给出了鲁棒性能指标上界，并证明了系统稳定的充

分条件．数值仿真实验结果验证了所提出算法的有
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效性．该方法相对于 ＭｉｎＭａｘ鲁棒预测控制策略，

不仅提高了系统收敛速度，而且降低了鲁棒性能指

标上界．

２　问题描述
　　考虑一类可观测可镇定的输入受约束离散不确

定时滞系统

狓（犽＋１）＝

犃（犽）狓（犽）＋犃犱（犽）狓（犽－犱）＋犅（犽）狌（犽），

狓（犽）＝（犽），

‖狌（犽）‖２ ≤狌ｍａｘ，

－犱≤犽≤０

烅

烄

烆 ．

（１）

其中：犃（犽）＝犃＋Δ犃（犽），犃犱（犽）＝犃犱＋Δ犃犱（犽），

犅（犽）＝犅＋Δ犅（犽）；狓（犽）∈犚
狀为系统状态；狌（犽）∈

犚犿 为系统控制输出；犱为系统滞后时间常数；（犽）

为初始向量；Δ犃，Δ犃犱，Δ犅为时变不确定矩阵，满足

如下范数有界要求：

［Δ犃，Δ犅］＝犎１犉１（·）［犈１，犈３］，

Δ犃犱 ＝犎２犉２（·）犈２． （２）

式中：犎犻 和 犈犻 为 适 当 维 常 数 矩 阵，且 满 足

犉Ｔ犻（犽）犉犻（犽）≤犐，犻＝１，２，犐为单位矩阵；犃，犃犱和犅

为标称矩阵．

３　 准 犕犻狀犕犪狓模型预测控制
　　 考虑如下的无限时域性能指标，表示为以下两

部分：

犑∞０ （犽）＝

∑

犖
０

犻＝０

狓（犽＋犻狘犽）
Ｔ犙１狓（犽＋犻狘犽）＋

狌（犽＋犻狘犽）
Ｔ犚狓（犽＋犻狘犽）＋

∑
∞

犻＝犖０＋１

狓（犽＋犻狘犽）
Ｔ犙１狓（犽＋

犻狘犽）＋狌（犽＋犻狘犽）
Ｔ犚狓（犽＋犻狘犽）＝

犑犖００ ＋犖
∞
犖
０＋１
（犽）． （３）

式中：犙１ 和犚为正定矩阵，狓（犽＋犻狘犽）表示基于测

量值狓（犽）在犽＋犻时刻的预测状态，狌（犽＋犻狘犽）表

示犽时刻第犻步的预测控制．本文所采用的算法设定

犖０ ＝０，因此无限时域的性能指标变换为如下形

式：

犑∞０ （犽）＝狓（犽狘犽）
Ｔ犙１狓（犽狘犽）＋

狌（犽狘犽）
Ｔ犚狓（犽狘犽）＋犑∞１ ．

　　 在每个采样时间犽，极小化极大性能指标

ｍｉｎ
犝
∞
０
（犽）

ｍａｘ
［犃（犽），犃犱

（犽），犅（犽）］
犑∞０ ．

控制序列表示为

犝∞
０ ＝ ［狌（犽狘犽），犝

∞
１ ］． （４）

其中狌（犽狘犽）表示当前控制量，作用于被控对象；其

他预测控制序列犝∞
１ 表示成如下状态反馈形式：

犝∞
１ （犽）：

｛狌（犽＋犻狘犽）＝犉（犽）狓（犽＋犻狘犽），犻≥１｝．

首先确定犑∞１ 极大性能指标上界．构造系统（１）

的离散ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数

犞（狓（犽））＝

狓（犽）Ｔ犘狓（犽）＋∑
犱

犼

狓（犽－犼）
Ｔ犛狓（犽－犼），

犘＝犘
Ｔ
＞０，犛＝犛

Ｔ
＞０． （５）

犞（狓（犽））即为包含时滞状态的鲁棒性能指标上界．

为保证鲁棒性能上界存在，必须满足下面不等式：

犞（狓（犽＋犻＋１狘犽））－犞（狓（犽＋犻狘犽））≤

－［狓（犽＋犻狘犽）
Ｔ犙１狓（犽＋犻狘犽）＋

狌（犽＋犻狘犽）
Ｔ犚狓（犽＋犻狘犽）］． （６）

当系统渐近稳定时，有犞（狓（∞狘犽））＝０．将式（６）

从犻＝１到犻＝ ∞ 迭加，得

ｍａｘ
［犃（犽），犃犱

（犽），犅（犽）］
犑∞１ （犽）≤犞（狓（犽＋１狘犽））＝

狓（犽＋１狘犽）
Ｔ犘狓（犽＋１狘犽）＋

∑
犱

犼＝１

狓（犽－犼＋１）
Ｔ犛狓（犽－犼＋１），

则准 ＭｉｎＭａｘ二次型性能指标上界犑∞０ 等价于第１

步指标与上界犑∞１ 之和的极小化，即

ｍｉｎ
狌（犽狘犽），犝

∞
１
（犽），犘，犛

狓Ｔ（犽狘犽）犙１狓（犽狘犽）＋

狌Ｔ（犽狘犽）犚狌（犽狘犽）＋

狓Ｔ（犽＋１狘犽）犘狓（犽＋１狘犽）＋

∑
犱

犼＝１

狓Ｔ（犽＋１－犼）犛狓（犽＋１－犼）． （７）

输入受限不确定时滞系统的准 ＭｉｎＭａｘ模型

预测控制算法是在满足系统（１），不等式约束（６）和

控制律（４）等条件下，优化式（７）．

４　 主要结果

　　引理１
［６］
　对于任意犣，犢∈犚

狀，以及任意对称

正定矩阵犘＝犘
Ｔ
∈犚

狀×狀，有

２犣Ｔ犘犢 ≤犣
Ｔ犘犣＋犢

Ｔ犘犢． （８）

引理２
［６］
　 假设犃，犇，犈，犉为适当维数且满足

‖犉‖＜１，则对于任意对称矩阵犘＝犘
Ｔ
＞０，以及

ε＞０，使得犘－ε犇犇
Ｔ
＞０，有

（犃＋犇犉犈）
Ｔ犘－１（犃＋犇犉犈）＜

犃Ｔ（犘－ε犇犇
Ｔ）－１犃＋

１

ε
犈Ｔ犈． （９）

定理１　设狓（犽狘犽）是系统（１）在采样犽时刻的

状态测量值，采用控制律（４），犉＝犢犙－１，则实现系

统鲁棒稳定的充分条件是存在变量γ＞０，犙＞０，

犠 ＞０，Λ１ ＞０，Λ２ ＞０，狌（犽狘犽），犢，满足下面的

ＬＭＩ（１１）～ （１７）约束的优化问题：

１４７１
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　　　　 ｍｉｎ
γ，狌（犽狘犽），Λ１

，Λ２
，犙，犢，犠
γ． （１０）

　　　　ｓ．ｔ．

　　　　

１ 

犙０．５１ 狓（犽狘犽） γ犐

犚０．５狌（犽狘犽） ０

狓（犽＋１狘犽）

狓（犽狘犽）

 

狓（犽－犱＋１狘犽－犱＋１）

熿

燀 ０

→

　　　　 ←

    

    

γ犐    

０ 犙   

０ 犠  

  ０  

０ ０ ０ ０

燄

燅犠

＞０． （１１）

式中

狓（犽＋１狘犽）＝

犃狓（犽狘犽）＋犃犱狓（犽－犱狘犽－犱）＋犅狌（犽狘犽）；

（１２）

０．５犠  

犈２犠 Λ２ 

犃犱犠 ０ 犙－Λ２犎２犎
Ｔ

熿

燀

燄

燅２

＞０； （１３）

０．５犙     

犙０．５１ 犙 ２γ    

犚０．５犢 ０ ２γ   

犙  ０ ２犠  

犈１犙＋犈３犢  ０ Λ１ 

犃犙＋犅犢 ０ ０ ０ ０ 犙－Λ１犎１犎
Ｔ

熿

燀

燄

燅１

＞０；

（１４）

狌２ｍａｘ犐 

狌（犽狘犽）
［ ］

犐
≥０； （１５）

狌２ｍａｘ犐 

犢Ｔ［ ］
犙
≥０； （１６）

犙 

犎Ｔ
犻 Λ

－１［ ］
犻

＞０，犻＝１，２． （１７）

证明　求解式（１０）的优化问题，即优化式（７）：

　 ｍｉｎ
γ，狌（犽狘犽），犙，犠，Λ１

，Λ２

γ．

　ｓ．ｔ．

　狓
Ｔ（犽狘犽）犙１γ

－１狓（犽狘犽）＋

　狌
Ｔ（犽狘犽）犚γ－

１狌（犽狘犽）＋

　狓
Ｔ（犽＋１狘犽）·犘γ－

１狓（犽＋１狘犽）＋

　∑
犱

犼＝１

狓Ｔ（犽＋１－犼）犛γ－１狓（犽＋１－犼）≤１．

令犙＝γ犘
－１
＞０，犠 ＝γ犛

－１
＞０，利用Ｓｃｈｕｒ补分

解，即可得到ＬＭＩ（１１）．

稳定性约束．引入无记忆状态反馈律

犝∞
１ （犽）：｛狌（犽＋犻狘犽）＝犉（犽）狓（犽＋犻狘犽），犻≥１｝，

并将式（１）代入（６）．令

Δ犞（狓（犽＋犻狘犽））＝

犞（狓（犽＋犻＋１狘犽））－犞（狓（犽＋犻狘犽））≤

－［狓（犽＋犻狘犽）
Ｔ犙１狓（犽＋犻狘犽）＋

狌（犽＋犻狘犽）
Ｔ犚狓（犽＋犻狘犽）］．

通过变量替换，根据引理１，引理２和Ｓｃｈｕｒ补分解，

可得到ＬＭＩ（１３），（１４）和（１７）
［６］．

输入约束．与文献［６］的不同之处在于需要单

独考虑独立变量的约束问题．因此，输入受限表示为

‖狌（犽狘犽）‖２ ≤狌ｍａｘ，

‖狌（犽＋犻狘犽）‖２ ≤狌ｍａｘ．

对于 ‖狌（犽狘犽）‖２ ≤狌ｍａｘ，等价于

σｍａｘ（狌（犽狘犽））≤狌ｍａｘ

狌Ｔ（犽狘犽）狌（犽狘犽）＜狌ｍａｘ犐．

利用Ｓｃｈｕｒ补分解，即得到ＬＭＩ（１５）．对于 ‖狌（犽＋

犻狘犽）‖２ ≤狌ｍａｘ，犻≥１，根据

狌（犽＋犻狘犽）＝犉狓（犽＋犻狘犽），犉＝犢犙－１，

利用Ｓｃｈｕｒ补分解得到ＬＭＩ（１６）．□

定理２（鲁棒稳定）　 从定理１得到的当前控制

量狌（犽狘犽）和状态反馈控制序列

犝∞
１ （犽）：｛狌（犽＋犻狘犽｝＝犉狓（犽＋犻狘犽），犻≥１｝，

在犽时刻按滚动时域控制，则能够保证闭环系统（１）

是鲁棒渐近稳定的．

证明 　 从前述推导可知，采用该控制方法时系
统是鲁棒渐近稳定的．定义候选Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Φ（犽＋犻狘犽）＝

狓Ｔ（犽狘犽）犙１狓（犽狘犽）＋狌
Ｔ（犽狘犽）·犚狌（犽狘犽）＋

狓Ｔ（犽＋犻狘犽）犘狓（犽＋犻狘犽）＋

∑
犱

犼＝１

狓Ｔ（犽＋犻－犼）犛狓（犽＋犻－犼）．

从前面的推导可以得到

Φ（犽＋犻狘犽）≥０，

Φ（犽＋１＋犻狘犽）－Φ（犽＋犻狘犽）≤０，

满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定条件，因此该控制器可以保证系

统鲁棒渐近稳定．□

５　 仿真算例
　　 为了验证本文所设计控制器的有效性，以文献

［６］中给出的离散不确定时滞系统为例进行仿真，

模型如下：

犃＝
０ １．２

１ －１．
［ ］

５
，犃犱 ＝

０．２ ０．２

０．１ ０．
［ ］

１
，

犅＝
１．１

１．
［ ］
３
，犎１ ＝犎２ ＝

０．１

０．
［ ］
１
，
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犈１ ＝ ［０．２　０．３］，犈２ ＝ ［０．２　０．１］，

犈３ ＝０．９，犉１（犽）＝ｓｉｎ（犽），

犱＝２，犉２（犽）＝ｃｏｓ（犽），

狓（－２）＝ ［］０
０
，狓（－１）＝ ［］１

１
，

犙＝犐，犚＝１，狘狌狘
２
≤２．

仿真结果如图１～ 图３所示，实线表示本文设

计的控制器，虚线表示文献［６］设计的控制器．

图１　 状态变量的轨迹曲线

图２　 控制输入

图３　 性能指标

仿真结果表明，两种方法均可保证闭环系统的

渐近稳定．本文所采用的方法具有以下优点：

１）基于准 ＭｉｎＭａｘ的鲁棒预测控制器不仅保

证了闭环系统渐近稳定，而且具有较快的收敛速度．

２）从图３中控制量的变化曲线可知，控制器控

制作用满足输入约束要求．

３）图４表明，该最优控制策略的性能指标小于

ＭｉｎＭａｘ的性能指标，降低了保守性．

４）本文算法较文献［６］的方法具有更大的稳定

域．实验结果表明，采用本文方法可以取到 犎１ ＝

犎２＝［０．３２　０．３２］
Ｔ，而ＭｉｎＭａｘ方法犎１和犎２最

大可取到［０．２７　０．２７］
Ｔ．

６　 结 　 　论
　　本文将准 ＭｉｎＭａｘ鲁棒预测控制算法扩展到

不确定性时滞系统，针对一类输入受限离散不确定

时滞系统，设计了准 ＭｉｎＭａｘ模型预测控制器，并

给出了系统鲁棒渐近稳定的充分条件．仿真结果验

证了该方法的有效性．与文献［６］中的 ＭｉｎＭａｘ鲁

棒预测控制算法相比，本文方法在收敛速度和鲁棒

性能指标等方面均得到了提高，从而表明对于时滞

不确定系统，准 ＭｉｎＭａｘＭＰＣ是一种有效的模型

预测控制设计方法．
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