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摘　要：通过引入动态图及动态邻接矩阵相关理论，对具有动态互联信息结构约束的复杂系统进行描述和建模，并

引入ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程作为该系统的动态互联信息结构模型．根据李雅普诺夫方法，对系统的动态互联模型进行

了详细分析，研究了非负定限内联结平衡的设定及其渐近稳定条件，进而研究了整个系统的稳定条件．最后得到了该

类动态互联复杂系统联结稳定及整个系统稳定的相关结论．
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１　引　　言
　　复杂性研究是２１世纪的一门新兴学科，探索研

究复杂性正成为当代科学研究最具革命性的前沿课

题．复杂性的表现载体是复杂系统
［１］．复杂系统是由

大量元素（或子系统）组成的，其元素之间及元素与

其环境之间具有相互作用 ［２］，人们将元素（子系统）

之间的这种相互作用称为互联（或称关联）．目前，具

有动态互联的复杂系统引起了众多学者的研究兴

趣［３，４］．动态互联复杂系统的子系统之间的联结强

度是随时间变化的，即系统的拓扑结构是时间的函

数，如种群系统、生态系统、电力系统、多主体系统等

都属于这类系统．

本文利用动态图及相关理论，对动态互联复杂

系统进行建模，并引入ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程作为其

互联模型，深入分析了该系统的稳定性．

２　动态图及其相关概念
　　 首先定义一个具有顶点数为犖 的图空间Ω．考

虑有向图犇＝ （犞，犈）．其中：犞 是犖 个顶点的集，犈

是边的集．对每条边（狏犼，狏犻）∈犇，分配一个权值犲犻犼，

若（狏犼，狏犻）犇，则犲犻犼 ＝０．根据同构概念，图犇可以

利用邻接矩阵犈 ＝ （犲犻犼）∈犚
犖×犖 表示．定义映射

Φ（狋，犇）对于犇∈Ω，狋∈犚，确定一个图Φ∈Ω．由

此，给出如下定义［５］：

定义１　动态图犇是图空间Ω到其自身的一个

单参数映射Φ：犚×ΩΩ，且满足：

１）Φ（狋０，犇０）＝犇０，狋０∈犚，犇０∈Ω，犇０是
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初始图；

２）Φ（狋，犇）是连续的，狋∈犚，犇∈Ω；

３）Φ（狋２，Φ（狋１，犇））＝Φ（狋１＋狋２，犇），狋１，狋２ ∈

犚，犇∈Ω．

定义２　 动态邻接矩阵犈是空间犚
犖×犖 到其自

身的一个单参数映射Ψ：犚×犚
犖×犖
犚

犖×犖，且满足：

１）Ψ（狋０，犈０）＝犈０，狋０ ∈犚，犈０ ∈犚
犖×犖；

２）Ψ（狋，犈）是连续的，狋∈犚，犈∈犚
犖×犖；

３）Ψ（狋２，Ψ（狋１，犈））＝Ψ（狋１＋狋２，犈），狋１，狋２ ∈

犚，犈∈犚
犖×犖．

若图犇犲满足Φ（狋，犇
犲）＝犇

犲，狋∈犚，则犇
犲称

为平衡图．同样，若矩阵犈犲满足Ψ（狋，犈）＝犈
犲，狋∈

犚，则犈犲 称为平衡邻接矩阵．在不影响概念的情况

下，可用犇（狋，犇）代替Φ（狋，犇），用犈（狋，犈）代替Ψ（狋，

犈）．

对于犇犲的稳定性，可利用其对应的犈犲定义：

定义３　１）对于ε＞０及狋０∈犚，若存在δ＞

０，使当 ‖犈０－犈
犲
‖ ＜δ时 ‖犈（狋，犈０）－犈

犲
‖ ＜ε，

狋≥狋０成立，则称犈
犲（或犇犲）为李雅普诺夫意义下

稳定；２）若犈犲为李雅普诺夫意义下稳定，且有

ｌｉｍ
狋∞
‖犈（狋，犈０）－犈

犲
‖ ＝０，

则称犈犲（或犇犲）为渐近稳定；３）若１）中ε∞时，２）

仍成立，则称犈犲（或犇犲）为全局渐近稳定．

若动态图犇的平衡犇犲是全局渐近稳定的，则称

该动态图是联结稳定的．

３　 复杂动态互联系统模型
　　 复杂动态互联系统可看成一个动态图．根据动

态图与动态邻接矩阵的对应关系，该类系统犛＝

｛犛犻｝的状态空间模型可表示为

犛犻：狓犻＝犃犻犻狓犻＋犅犻犻狌犻＋∑
犖

犼＝１

犲犻犼狓犼，

狔犻＝犆犻犻狓犻，犻＝１，２，…，犖． （１）

其中：狓犻（狋）∈犚
狀犻，狌犻（狋）∈犚

犿犻和狔犻（狋）∈犚
犾犻分别表

示子系统犛犻在狋∈犚时的状态、输入和输出向量；犈

＝ （犲犻犼）表示子系统之间的动态互联，并有

狀＝∑
犖

犻＝１

狀犻，犿＝∑
犖

犻＝１

犿犻，犾＝∑
犖

犻＝１

犾犻，

狓＝ ［狓
Ｔ
１，狓

Ｔ
２，…，狓

Ｔ
犖］

Ｔ，

狌＝ ［狌
Ｔ
１，狌

Ｔ
２，…，狌

Ｔ
犖］

Ｔ，

狔＝ ［狔
Ｔ
１，狔

Ｔ
２，…，狔

Ｔ
犖］

Ｔ． （２）

这里的狓（狋）∈犚
狀，狌（狋）∈犚

犿和狔（狋）∈犚
犾分别表示

系统犛在狋∈犚时的状态、输入和输出向量，并且

犃＝ｂｌｏｃｋｄｉａｇ（犃１１，…，犃犖犖），

犅＝ｂｌｏｃｋｄｉａｇ（犅１１，…，犅犖犖），

犆＝ｂｌｏｃｋｄｉａｇ（犆１１，…，犆犖犖），

犈＝ （犲犻犼），犲犻犻 ＝０，犻，犼∈ ｛１，２，…，犖｝． （３）

因此，复杂系统犛也可表示为

犛∶狓＝ （犃＋犈）狓＋犅狌，狔＝犆狓． （４）

其动态互联矩阵犈的微分方程可表示为

犌∶
ｄ

ｄ狋
犈 ＝犉（狋，犈）． （５）

为了简化，将式（５）化为向量微分方程，步骤如

下：

１）将矩阵犈按行排列组成一个向量珋犲∈犚
犖
２

，

即

珋犲＝（犲１１，犲１２，…，犲１犖，犲２１，犲２２，…，

犲２犖，…，犲犖１，犲犖２，…，犲犖犖）． （６）

２）删除犲犻犼 ＝０的项，保持珋犲中元素顺序不变，得

　　犲＝ （犲１，犲２，…，犲犕）
Ｔ，犲∈犚

犕，犲犻≠０． （７）

则可得到式（５）对应的向量微分方程

犌∶犲＝犵（狋，犲）， （８）

其中函数犵（·）跟随犉（·）．考虑动态互联犈的输入狏

和狉，根据式（８）可以得到系统的动态互联方程

犌∶犲＝犵（狋，犲，狏，狉）． （９）

这里选择应用比较广泛的ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程
［６８］

作为该复杂系统的动态互联模型

犌∶犲＝犚（犘犲＋犙狏＋狉）． （１０）

其中：犲∈犚
犕 是动态互联矩阵犈的状态，狏∈犚

犔和狉

∈犚
犕 是犈的输入；犘∈犚

犕×犕 和犙∈犚
犕×犔是具有适

当维数的常量矩阵，系统矩阵犚 ＝ｄｉａｇ｛犲１，犲２，…，

犲犕｝．

将式（４）与（１０）结合到一起，可得到一对耦合

系统犛和犌 作为复杂动态互联系统的模型，即

犛∶狓＝ （犃＋犈）狓＋犅狌，狔＝犆狓；

犌∶犲＝犚（犘犲＋犙狏＋狉）． （１１）

４　 动态互联模型的稳定性分析
　　 要对式（１１）的系统进行稳定性分析，须分析其

互联模型的稳定性．首先分析输入狏＝０时的情况，

即

犌∶犲＝犚（犘犲＋狉）． （１２）

动态邻接矩阵犈的平衡由以下方程决定：

犚（犘犲＋狉）＝０． （１３）

因为人们在实际中经常感兴趣的是非负定限珚犚犕＋＝

｛犲∈犚
犕：犲犻≥０，犻∈ 犕｝内的平衡犲

犲，因而若式

（１２）有一正解犲犲，则解唯一，且有犲犲 ＝－犘－
１狉．令

犲犲 ＝ ［犲
犲
犪　犲

犲
犫］
Ｔ． （１４）

其中：犲犲犪 ∈犚
犽
＋，０≤犽≤犕，且犲

犲
犫 ＝０．引入向量

狇＝犘犲
犲
＋狉＝ ［狇犪　狇犫］

Ｔ， （１５）

并令

狉＝
狉犪

狉
［ ］
犫

，犘＝
犘犪犪 犘犪犫

犘犫犪 犘
［ ］

犫犫

． （１６）

０５７１
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由式（１３）可知，狇犪 ＝０，因此有

狇犫 ＝犘犫犪犲
犲
犪＋狉犫． （１７）

重写式（１２），可以得到动态互联的系统方程

犌∶犲＝犚［犘（犲－犲
犲）＋狇］． （１８）

引理１　珚犚
犕
＋ 是系统（１０）的一个不变集．

证明 　 对于任意初始值犲０ ∈珚犚犕＋，由方程（１０）
可得

犲（狋；狋０，犲０）＝

犲０·ｅｘｐ｛∫
＋∞

０

［犘犲（狊）＋犙狏（狊）＋狉（狊）］ｄ狊｝．（１９）

显然，当犲０ ≥０时，必有犲（狋；狋０，犲０）≥０．□

定义４　 若珚犚
犕
＋ 是动态邻接矩阵犈的一个不变

集，则称犈为一个正动态系统．

由于在非负定限珚犚犕＋ 内考虑系统的稳定性，犈是

一个正动态系统．结合定义３，可给出正定限犚犕＋＝

｛犲∈犚
犕：犲犻＞０，犻∈犕｝稳定性的定义如下：

定义５　 若动态邻接矩阵犈是非负定限珚犚
犕
＋ 内

的一个正动态系统，其平衡犲犲∈犚
犕
＋，对于犲０∈珚犚

犕
＋ 有

ｌｉｍ
犾∞
‖犲（狋；狋０，犲０）－犲

犲
‖ ＝０

成立，则称平衡犲犲是犚犕
＋ 稳定的．

为了构建平衡犲犲 ∈ 犚
犕
＋ 的 犚

犕
＋ 稳定，引入

Ｖｏｌｔｅｒｒａ类型的李雅普诺夫函数

犞（犲）＝∑
犽

犻＝１

δ犻［犲犻－犲
犲
犻－犲

犲
犻ｌｎ（犲犻／犲

犲
犻）］＋∑

犕

犻＝犽＋１

δ犻犲犻．

（２０）

其中：δ犻是正数，函数犞：犚
犕
＋∪｛犲

犲｝珚犚
犕
＋ 是连续微分

且在犚犕＋ 上正定．注意到，当犲０或‖犲‖＋∞时，

有犞（犲）＋∞．对式（２０）求导，得

犞（犲）狘犈 ＝

∑
犽

犻＝１

δ犻［犲犻－犲
犲
犻）犲犻／犲犻＋∑

犕

犻＝犽＋１

δ犻犲犻≤

－（犲－犲
犲）ＴΠ（犲－犲

犲）＋犲
Ｔ
犫Δ犫狇犫． （２１）

其中

犲犫 ＝ （犲犽＋１，犲犽＋２，…，犲犕）
Ｔ，

Δ犫 ＝ｄｉａｇ｛δ犽＋１，δ犽＋２，…，δ犕｝，

Π＝－
１

２
（犘ＴΔ＋Δ犘），

Δ＝ｄｉａｇ｛δ１，δ２，…，δ犽｝． （２２）

根据李雅普诺夫方法，要求满足犞（犲）＞０，

犞（犲）狘犈＜０时式（１２）的平衡才是渐近稳定的．由式

（２１）知，要使犞（犲）狘犈＜０，则要求Π为正定矩阵，且

狇犫 为非正向量，从而可得到如下定理：

定理１　若存在一个正对角阵Δ，使得矩阵Π是

正定的，且狇犫为非正向量，则犈的平衡犲
犲是犚犕

＋ 稳定

的．

对于存在一个正对角矩阵Δ使得Π正定的一个

简单条件是矩阵犘的对角元素狆犻犻（犻＝１，２，…，狀）为

负数，且存在正数犱犻使得下式成立：

犱犻狘犪犻犻狘＞ ∑
狀

犼＝１，犼≠犻

犱犼狘犪犻犼狘，

犻＝１，２，…，狀． （２３）

于是可得到如下推论：

推论１　 如果矩阵犘的对角元素狆犻犻（犻＝１，２，

…，狀）为负数，且存在正数犱犻使得式（２３）成立，并有

狇犫 为非正向量，则犈的平衡犲
犲是犚犕

＋ 稳定的．

为方便测试式（２３）的条件，定义如下测试矩阵

珚犘＝ （珚狆犻犼）：

珚狆犻犼 ＝
－狘狆犻犻狘，犻＝犼；

狘狆犻犼狘，犻≠犼
｛ ．

（２４）

那么条件

（－１）
犽

珚狆１１ 珚狆１２ … 珚狆１犽

珚狆２１ 珚狆２２ … 珚狆２犽

   

珚狆犽１ 珚狆犽２ … 珚狆犽犽

＞０，

犽＝１，２，…，狀 （２５）

与式（２３）的条件等同．

下面分析输入狏≠０时的情况．令辅助系统为

犉∶犲＝犘犲＋犙狏． （２６）

对于该系统，要找到一个状态反馈

狏＝－犓犲， （２７）

使得李雅普诺夫函数

犞（犲）＝犲
Ｔ
Δ犲 （２８）

满足闭环系统

犉犫∶犲＝ （犘－犙犓）犲＝犘犽犲， （２９）

其中犘犽＝犘－犙犓．要使该系统渐近稳定，需满足李

雅普诺夫方程

犘Ｔ犽Δ＋Δ犘犽 ＝－２Π． （３０）

前面已讨论，若Δ为正定对角矩阵，使得Π为正

定矩阵，则对于式（３０），总能找到适当的反馈矩阵

犓，使其成立．因此，对于输入狏，总能通过合适的状

态反馈，使闭环动态互联系统

犌犫∶犲＝犚（犘犽犲＋狉） （３１）

为犚犕＋ 全局渐近稳定．从式（３１）也可看出，输入狉能

将平衡犲犲设定到犚犕
＋ 中的任何预定位置，即使系统具

有预定的联结强度，且有犲犲 ＝－犘－
１
犽狉．

实际上，上述结论对于非负定限之外的其他定

限内的平衡及其稳定性也适用．

５　 动态互联复杂系统的稳定性分析
　　 对于复杂系统犛的每个无重叠子系统

犛犻∶狓犻＝犃犻犻狓犻＋犅犻犻狌犻， （３２）

可通过分散反馈，使其在狓犲犻 ＝０处有一个稳定的平

衡．对于式（１）中系统的互联项∑犲犻犼狓犼，也可以使整
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个系统在狓犲犻 ＝０处有一个平衡．

对于动态互联复杂系统，需要根据实际情况保

持子系统犛犻之间的相互作用在预定的联结强度．由

前面的分析可知，该预定联结强度可由犈犲的元素定

义，由互联系统的输入狉设定．同时希望在一个包含

犈犲的允许区域内，从所有的犈０到平衡犈
犲是可达的，

且不破坏整个系统犛的稳定性．

下面讨论具有动态互联的复杂系统犛的稳定

性．对于式（１１）中的犛，利用状态反馈

狌＝－犓狊狓， （３３）

得闭环系统方程

犛犫∶狓＝ （犃＋犈－犅犓狊）狓＝犃犽狓， （３４）

其中令犃犽 ＝（犃＋犈－犅犓狊）．该系统的平衡狓
犲
犻 ＝０

是渐近稳定的充要条件是：对于任意正定实对称矩

阵犎，存在一个正定实对称矩阵Δ狊，使犃
Ｔ
犽Δ狊＋Δ狊犃犽

＝－犎 成立，系统的李雅普诺夫函数为犞（狓）＝

狓ＴΔ狊狓．

由于犈是动态的，定义区域

Ω狊 ＝ ｛犲∈犚
犕
∶犲犻∈ ［０，^犲犻］，犻∈犕｝，（３５）

其中犈^ ＝ （^犲犻）为犈的约束矩阵，并有０≤犈≤犈^．

定义６　若犈∈Ω狊，总能找到一个反馈犓狊使上

述充要条件满足，则Ω狊称为系统犛的联结稳定域．

定义７　定义一个区域Ω犱犚
犕
＋，若在该区域利

用动态联结方程的输入狉可设定一个平衡犲犲，输入狏

可使该平衡渐近稳定，则称Ω犪 为平衡犲
犲的吸引域．

定义８　 对于所有犲０∈Ω犪，若复杂系统的平衡

狓犲 ＝０是全局渐近稳定的，则称系统犛是动态联结

稳定的．

根据以上定义可知，若使整个复杂系统渐近稳

定，则需在联结稳定域内设定动态联结的平衡，并使

其渐近稳定．于是可得如下定理：

定理２　如果Ω犪Ω狊，则复杂系统犛的平衡狓
犲

＝０是渐近动态联结稳定的．

６　结　　论
　　本文从动态图和动态邻接矩阵角度，利用李雅

普诺夫方法，对具有ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ方程类型动态

互联的复杂系统进行了建模及稳定性分析，得到了

动态互联复杂系统渐近稳定的相关条件及定理．
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