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基于量子层析的量子态测量方案及其仿真

吴庆林，陈宗海，张陈斌

（中国科学技术大学 自动化系，合肥２３００２７）

摘　要：为解决量子态信息获取问题，基于量子层析理论，深入分析了单量子比特和多量子比特的层析理论，设计了

利用量子态层析进行量子态测量的实验方案，并通过计算机仿真技术对单量子比特层析实验进行了模拟．在理论分

析和仿真实验的基础上得到如下结论：通过适当选取测量次数，量子层析技术可以较为精确地重构量子态密度矩阵，

获取量子态信息，同时可以兼顾实验效率．
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１　引　　言
　　随着量子理论的建立和发展，人们拥有了更为

有效的了解和研究微观系统的手段和方法，从而使

得人们对微观领域的运动规律产生了更为浓厚的兴

趣．伴随着一个个曾经看似“奇异”的物理现象，得到

了量子理论的成功解释以及量子理论在化学反应、

基因工程、原子物理、量子信息等领域的重要应用，

使其得到了进一步发展和完善．随着近年来信息技

术的飞速发展，量子信息技术成为物理研究领域中

的一个重要领域，它是量子理论与信息理论相结合

的产物，主要研究分支包括量子通讯［１］、量子密码和

量子计算［２］等．

在量子信息技术中，信息的获取是所研究问题

的关键，量子态作为信息的载体成为研究的主要对

象，对量子态的制备、操纵和测量成为日益重要的一

个研究内容．量子态的不可克隆和不确定性，使得量

子态的测量从本质上区别于经典物理系统，人们很

难在不破坏量子态本身的情况下获取量子态的完全

信息．

为了解决量子态的测量问题，早在１８５２年，

Ｓｔｏｋｅｓ便提出了一种通过实验来近似测定量子态

的方法［３］，第一次提出通过实验测定４个参数来唯

一确定偏振光极化态的方案，该方案后来被称为量

子层析技术［４］（Ｑｕａｎｔｕｍｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ）．量子层析在

测量目标量子态的多个相同副本的基础上，通过对

得到的实验数据进行线性变换来获得量子态的密度

矩阵，从而获得量子态的全部信息．１９６９年，Ｃａｈｉｌｌ

和 Ｇｌａｕｂｅｒ发表了 题 为 《Ｄｅｎｓｉｔｙｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄ

ｑｕａｓｉｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ》的文章
［５］，从理论上

详细分析了通过重构密度矩阵来获取量子态状态信



　 　 　 控 　　 制 　　 与 　　 决 　　 策 第２４卷

息的方法，为量子层析技术的发展奠定了坚实的理

论基础．

在过去的几十年间，量子层析实验技术得到了

进一步的发展，一些研究小组已经成功地对各种不

同量子系统实施了成功的层析实验．１９８９年，Ｖｏｇｅｌ

和Ｒｉｓｋｅｎ首次设计出了利用光学零差探测法确定

量子态密度矩阵的实验［６］．１９９０年，Ａｓｈｂｕｒｎ等对

含有９能级（狀＝３）的氢原子系统进行量子层析实

验，并得到了简化的量子层析实验方案［７］．１９９３年，

Ｓｍｉｔｈｅｙ和Ｂｅｃｋ等成功地对量子压缩态和真空态

实施了量子零差探测层析［８］．１９９５年，分子振动态

的层析实验获得成功［９］，Ｌｅｏｎｈａｒｄｔ提出根据实验

数据推断有限维量子系统的层析实验方案，并推导

出了魏格纳方程的离散形式［１０］．在其后的几年中，

离子和原子的量子系统［１１］，含有四基态的铯原子内

部角动量系统［１２］，以及利用ＮＭＲ技术测定的１／２

自旋电子态［１３］的层析实验都获得了成功．利用自发

参数下转换产生纠缠光子态的层析实验在１９９９年

也获得了成功［１４］．随着理论研究的深入和部分实验

的成功，量子层析技术开始在量子光学和量子信息

学的研究中广泛应用［１５１７］．

本文详细分析了量子层析原理，介绍了利用

Ｓｔｏｋｅｓ参数方法设计的任意量子态测量方案，实现

了量子层析技术的计算机模拟，并在仿真实验数据

分析的基础上得出了一些结论．最后对该技术存在

的问题和可能的应用前景进行了分析和展望．

２　量子态层析
　　由量子力学的知识可知，一个量子系统的密度

矩阵ρ包含了该系统的所有可知信息
［１８，１９］，因此如

果可以得到某个系统的密度矩阵ρ，便可认为已经

掌握了这个系统的特性．量子层析技术正是这样一

种基于统计信息重构量子态密度矩阵的方法．它属

于一种统计测量方法，通过测量未知量子态的大量

全同样本的一组完备可观测量的平均值来确定量子

态的密度矩阵ρ．

２．１　 单量子比特（犙狌犫犻狋）的量子层析

对于单量子比特而言，其密度算符ρ可展开

为［３］

ρ＝
１

２
（犛０σ０＋犛１σ１＋犛２σ２＋犛３σ３）． （１）

其中

σ０ ＝犐＝
１ ０［ ］
０ １

，σ１ ＝
０ １［ ］
１ ０

，

σ２ ＝
０ －犻

犻
［ ］

０
，σ３ ＝

１ ０

０ －
［ ］

１
；

犛犻均为实数，由ｔｒ（ρ）＝１易知犛０ ＝１．

下面以偏振光子为例来说明如何确定量子态的

密度矩阵：

１）让任意待测光子的犖 个相同副本通过水平

偏振的波片，并记录其数量

狀０ ＝犖ｔｒ（ρμ０）＝犖〈０狘ρ狘０〉＝
犖
２
（犛０＋犛３）；

（２）

２）让任意待测光子的犖 个相同副本通过垂直

偏振的波片，并记录其数量

狀１ ＝犖ｔｒ（ρμ１）＝犖〈１狘ρ狘１〉＝
犖
２
（犛０－犛３）；

（３）

３）让任意待测光子的犖 个相同副本通过左旋

方向的波片，并记录其数量

狀２ ＝犖ｔｒ（ρμ２）＝犖〈＋狘ρ狘＋〉＝
犖
２
（犛０＋犛１）；

（４）

４）让任意待测光子的犖 个相同副本通过右旋

方向的波片，并记录其数量

狀３ ＝犖ｔｒ（ρμ３）＝犖〈－狘ρ狘－〉＝
犖
２
（犛０＋犛２）．

（５）

其中

狘０〉＝ （１，０）
Ｔ，狘１〉＝ （０，１）

Ｔ，

狘＋〉＝
狘０〉＋狘１〉

槡２
，狘－〉＝

狘０〉＋犻狘１〉

槡２

表示４个光子偏振极化态；而

μ０ ＝狘０〉〈０狘，μ１ ＝狘１〉〈１狘，

μ２ ＝狘＋〉〈＋狘，μ３ ＝狘－〉〈－狘

为４个正交投影算符．

这样，由（狀０，狀１，狀２，狀３）便可以构造出待测光子

的密度矩阵

ρ＝
１

２
（犛０σ０＋犛１σ１＋犛２σ２＋犛３σ３）＝

狀０
犖
，（狀２
犖
－
狀０＋狀１
２犖

）－犻（狀３
犖
－
狀０＋狀１
２犖

）

（狀２
犖
－
狀０＋狀１
２犖

）＋犻（狀３
犖
－
狀０＋狀１
２犖

），狀１

熿

燀

燄

燅犖

． （６）

２．２　 多量子比特（犕狌犾狋犻狆犾犲狇狌犫犻狋狊）量子层析
［２０］

多量子比特可看作单量子比特情况的一种形式

上的推广，对于狀ｑｕｂｉｔｓ量子态，其密度矩阵可描述

为

ρ＝
１

２狀 ∑
３

犻
１
，…，犻狀＝０

狉犻
１
，…，犻狀σ犻１  … σ犻狀． （７）

其中：４狀个参数狉犻
１
，…，犻狀

均为实数，需通过实验数据来

测定； 表示算符间的直积．

由狀＝犖ｔｒ（ρμ）可知

狀犻
１
，…，犻狀 ＝犖ｔｒ｛ρ（μ犻１  … μ犻狀）｝． （８）

６２６１
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将式（７）代入（８）得到

狀犻
１
，…，犻狀 ＝

犖

２狀 ∑
３

犼１
，…，犼狀＝０

ｔｒ｛μ犻１σ犼１｝×

　　　 　ｔｒ｛μ犻２σ犼２｝…ｔｒ｛μ犻狀σ犼狀｝×狉犻１，…，犻狀，

μ犻 ＝∑
３

犼＝０

犢犻犼σ犼． （９）

其中

犢 ＝

１ ０ ０ ０

１／２ １／２ ０ ０

１／２ ０ １／２ ０

１／２ ０ ０ １／

熿

燀

燄

燅２

．

根据关系式ｔｒ｛σ犻σ犼｝＝２δ犻犼，可将式（９）化简为

狀犻
１
，…，犻狀 ＝

犖 ∑
３

犼１
，…，犼狀＝０

犢犻
１犼１
犢犻

２犼２
…犢犻狀犼狀狉犻１，…，犻狀． （１０）

可以得到

犖狉犻
１
，…，犻狀 ＝

∑
３

犼１
，…，犼狀＝０

犢－１
犻
１犼１
犢－１
犻
２犼２
…犢－１

犻狀犼狀 ×狀犻１，…，犻狀 ＝犛犻１，…，犻狀．

（１１）

根据ｔｒ（ρ）＝１易知狉０，…，０ ＝１，则有犛０，…，０ ＝

犖，可将式（７）变换为

ρ＝
１

２狀 ∑
３

犻
１
，…，犻狀＝０

犛犻
１
，…，犻狀

犛０，…，０
σ犻
１  … σ犻狀． （１２）

这样便得到了理论上求解狀ｑｕｂｉｔｓ系统的密度

矩阵的方法．值得注意的是，测量算符｛μ０，μ１，μ２，

μ３｝的选取并不是唯一的，可根据实验或者计算的

方便进行适当选取．

３　 量子态测量方案及仿真研究
　　 通过以上分析，已经从理论上得到了利用量子

层析进行量子态测量的方法．然而，理论上的成功往

往不能代表实际系统中的有效性和可行性．为此，下

面通过计算机仿真来模拟利用量子层析技术获取量

子态信息的实验过程，从而进一步对该方法进行分

析和评价．

３．１　 量子态测量实验方案

单量子比特层析实验示意图如图１所示．通过

量子通道或量子控制场的量子态即为待测量子态，

图１　 单量子比特层析实验示意图

让其分别通过４种不同方向的偏振波片，并利用光

子探测器记录通过各偏振波片的光子数．将所得到

的数据用来重构量子态的密度矩阵，从而获取量子

态的状态信息．

３．２　 量子态测量的计算机仿真及结果分析

实际系统主要包含两方面误差：１）实验过程中

产生的不可避免的测量误差，如实验仪器的精度及

灵敏度，外界环境噪声和随机干扰等；２）由测量引

起的输出态随机塌缩造成的统计误差，若要完全精

确地获取量子态信息，则要进行无穷次探测，这在实

际上是无法做到的．本文通过计算机仿真人为加入

测量误差，并根据仿真结果来分析统计误差对该方

法有效性的影响．

单量子比特层析实验的仿真流程如图２所示．

图２　 仿真算法流程图

本文通过在理论计算出的统计光子数（即式（６）

中的狀犻）上加入一个随机数来模拟实验中的测量误

差，利用加入干扰后的光子数重构量子态的密度矩

阵，并与输入的目标量子态比较，分别计算密度矩阵

各分量的误差

Δρ犻犼 ＝狘ρ′犻犼－ρ犻犼狘． （１３）

对于单量子比特，有犻，犼＝１，２．其中：ρ′犻犼为通过计算

重构的量子态密度矩阵，ρ犻犼 为输入目标态的密度矩

阵，Δρ犻犼 为它们之间误差的模．本文通过改变输入光

子数来得到一系列的误差数据，并绘制出了误差曲

线（见图３）．

从图３所示实验结果可以得出以下结论：

１）由于实验中存在测量误差，统计光子数与理

论值有一定的差距，从而会导致重构的密度矩阵与

目标量子态的密度矩阵之间存在偏差，重构的密度

矩阵可能不满足完全正定性和保迹性，而且这种偏

差是随机产生且不可避免的，尤其在输入光子数较

小时对结果影响较为明显．

２）根据量子层析理论，若要完全精确地获取量

子态信息，则要进行无穷次探测，这在实验中是无法

做到的．但是，从仿真曲线中可以看到，随着输入光

子数的增加，误差会较好地收敛到令人满意的程度．
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图３　 重构量子态与目标量子态间密度矩阵误差曲线

从图３可看出，在输入光子数达到３０００以上时，便

基本上消除了测量误差和统计误差对结果的影响．

３）从理论上讲，可通过无限增加输入光子数的

方式来尽量消除误差，但这样做会增加实验成本，降

低实验效率．为了平衡误差与效率之间的矛盾，可通

过适当选择实验中的输入光子数来达到消除实验误

差的目的，同时可以控制实验成本，保证实验效率．

综上所述，量子层析技术作为一种统计测量手

段，可以有效地实现量子态测量，获取量子态的状态

信息．

４　 结 　 　论
　　量子层析技术可以实现量子态的测量，获取量

子态的状态信息，是了解量子系统状态的方法之一．

在获取量子态信息的基础上，可以实现量子态的识

别、制备、操控，尤其在量子闭环控制中，量子信息的

成功获取是构成完整反馈环的关键．希望在进一步

的工作中，利用这些结论设计出有效的量子反馈控

制策略，实现以量子信息反馈为基础的真正意义上

的量子反馈控制系统．

重构的密度矩阵可能失去了完全正定性和保迹

性．为了防止这一现象的发生，可利用一些数值处理

方法（如极大似然估计方法）来保持密度矩阵的这些

特性，从而使得重构的密度矩阵在物理上是可实现

的．这也是下一步工作的一个重点．
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