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摘 要: 针对强跟踪滤波器 (STF)存在要求非线性函数连续可微和强非线性时滤波性能不佳等理论局限性,提出

一种基于Unscented变换的强跟踪滤波器 (UTSTF). UTSTF基于 STF的理论框架,采用Unscented变换代替 STF中的

雅可比矩阵计算; UTSTF兼具 STF鲁棒性强、Unscented变换精度高、实现简单的优点,有效克服了 STF的理论局限

性.仿真实例验证了UTSTF的有效性.
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Abstract: Strong tracking filter (STF) has some theoretical limitations including bad filtering performance in strong

nonlinear and calling for nonlinear function continuous and differentiable. Therefore, STF based on unscented transformation

(UTSTF) is proposed. UTSTF views STF as the basic theory framework and makes unscented transformation take place

of calculating nonlinear function Jacobian matrix, so it combines strong robustness of STF with high accuracy and easy

implementation of unscented transformation. The simulation examples show the effectiveness of UTSTF.
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1 引引引 言言言

长期以来, 扩展卡尔曼滤波器 (EKF)因其实现

简单、收敛速度快等优点而被广泛应用于多传感器

信息融合、雷达机动目标跟踪及卫星通信等各种非

线性高斯系统状态估计中[1]. 然而, EKF对系统模型

具有严格的要求,系统模型的不确定性包括:模型状

态简化、系统噪声及初始状态的统计特性建模不准

确、实际系统的模型参数发生变动等,都会造成滤波

器的状态估计值偏离系统的真实状态,引起滤波发散,

即EKF不具有能克服系统模型不确定的鲁棒性.

早已证明, 当理论模型与实际系统完全匹配时,

卡尔曼滤波器输出残差序列是互不相关的高斯白噪

声序列[2]. 基于此,文献 [3]提出了一种带次优渐消因

子的扩展卡尔曼滤波器,称之为强跟踪滤波器 (STF),

其通过在状态预测协方差阵中引入渐消因子的方

法,在线实时调整增益矩阵,强迫输出残差序列保持

相互正交. 这样STF在系统模型不确定时仍能保持

对系统状态的跟踪能力, 有效解决了EKF关于模型

不确定的鲁棒性差、滤波发散等问题.但其与EKF类

似,依然存在自身无法克服的理论局限性: 1)要求非

线性系统状态函数和量测函数必须是连续可微的,限

制了它的应用范围; 2) 对非线性函数的一阶线性化

近似精度偏低, 特别当系统具有强非线性时, STF估

计精度严重下降, 甚至发散; 3) 需要计算非线性函

数的雅可比矩阵,这一过程非常繁琐且容易出错,造

成STF数值稳定性能不佳,易出现计算发散.

与此同时, Julier等[4,5]提出了一种基于Sigma点

采样来逼近非线性高斯系统状态后验分布的

Unscented变换(UT). 不论系统非线性程度如何, UT

变换理论上至少能以三阶泰勒精度逼近任何非线

性高斯系统状态的后验均值和协方差, 且无需计

算非线性函数的雅可比矩阵, 不要求非线性函数

连续可微. 这样, UT变换便为克服STF的理论局限

性提供了一种有效的解决途径. 鉴于此, 本文提出
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一种基于Unscented变换的强跟踪滤波器 (UTSTF).

UTSTF以STF作为滤波器的基本理论框架, 继承了

STF关于系统模型不确定时鲁棒性强的特点;同时采

用UT变换代替STF中的雅可比矩阵计算,有效克服

了STF的理论局限性, 拓展了STF应用范围. 进行不

同条件下的仿真分析, 结果验证了UTSTF的有效性

和可行性.

2 强强强跟跟跟踪踪踪滤滤滤波波波器器器

考虑如下所示的非线性离散系统:

xk+1 = fk(xk, uk) + wk, (1)

zk = hk(xk) + vk. (2)

其中: xk ∈ Rn与 zk ∈ Rm分别为系统状态向量和

量测向量; uk ∈ Rp是控制输入向量; fk(·) : Rn →
Rn和hk(·) : Rn → Rm分别为系统非线性状态函数和

量测函数; wk和 vk是互不相关的高斯白噪声,且具有

如下统计特性:



E[wk] = qk, Cov[wk, wT
j ] = Qkδkj ,

E[vk] = rk, Cov[vk, vT
j ] = Rkδkj ,

Cov[wk, vT
j ] = 0.

其中: Qk, Rk都为正定对称阵; δkj为 kronecker−δ函

数.

EKF是在线性卡尔曼滤波器基础之上发展而来

的,即通过对非线性状态及量测函数的泰勒展开式进

行一阶线性化截断, 继而将非线性滤波问题转化为

线性卡尔曼滤波.将式 (1)与式 (2)分别围绕状态估计

值 x̂k与预测值 x̂k+1|k展成泰勒级数, 并忽略二阶以

上项,可得

xk+1 ≈ fk(x̂k, uk) + Φk+1,k(xk − x̂k) + wk,

zk+1 ≈ hk+1(x̂k+1|k) + Hk+1(xk+1 −
x̂k+1|k) + vk+1. (3)

其中 



Φk+1,k =
∂fk(xk, uk)

∂xk

∣∣∣∣
xk=x̂k

,

Hk+1 =
∂hk+1(xk+1)

∂xk+1

∣∣∣∣
xk+1=x̂k+1|k

.

2.1 STF实实实现现现

EKF应对模型不确定的鲁棒性很差, 造成状态

估计精度下降,甚至引起滤波发散.而STF通过在状

态预测协方差阵Pk+1|k中引入渐消因子λk+1的方法,

在线实时调整增益矩阵Kk+1,使得:

1) E[(xk+1 − x̂k+1)(xk+1 − x̂k+1)T] = min,

2) E[εk+1+jε
T
k+1] = 0, k = 0, 1, · · · , j = 1, 2, · · · .

条件 1)是EKF的性能指标, 条件 2)要求不同时

刻的输出残差序列处处保持正交.

在实际应用中, 系统模型不确定性会造成滤波

输出残差序列不正交. 建立在性能指标 1) 和 2)的

STF,通过引入渐消因子强行使输出残差序列保持正

交,具有类似高斯白噪声的性质, 最大程度地提取输

出残差序列中一切有效信息,这样STF在模型不确定

时仍能保持对系统状态的跟踪能力.

采用次优渐消因子,分别对不同的滤波数据通道

进行渐消,则STF递推公式如下所示:

x̂k+1|k = fk(x̂k, uk) + qk, (4)

Pk+1|k = λk+1Φk+1,kPkΦT
k+1,k + Qk, (5)

ẑk+1|k = hk+1(x̂k+1|k) + rk+1, (6)

x̂k+1 = x̂k+1|k + Kk+1(zk+1 − ẑk+1|k), (7)

Kk+1 = Pk+1|kHT
k+1(Hk+1Pk+1|kHT

k+1 + Rk+1)−1,

(8)

Pk+1 = (I− Kk+1Hk+1)Pk+1|k, (9)

其中λk+1 > 1为渐消因子. 设理论输出残差序列为

εk+1 = zk+1 − ẑk+1|k,则渐消因子λk+1的计算采用文

献 [6]中的算法,即

λk+1 =





λ0, λ0 > 1

1, λ0 < 1
, λ0 =

tr[Nk+1]
tr[Mk+1]

; (10)

Nk+1 = Vk+1 −Hk+1QkHT
k+1 − Rk+1; (11)

Mk+1 = Hk+1Φk+1,kPkΦT
k+1,kHT

k+1 =

Hk+1[P
(l)
k+1|k − Qk]HT

k+1 =

Hk+1P(l)
k+1|kHT

k+1 −Hk+1QkHT
k+1 =

Hk+1P(l)
k+1|kHT

k+1 + Rk+1 − Vk+1 + Nk+1. (12)

其中: tr(·)为求矩阵迹的算子; P(l)
k+1|k表示没有引入

渐消因子时的状态预测协方差阵,且

P(l)
k+1|k = Φk+1,kPkΦT

k+1,k + Qk; (13)

Vk+1为实际输出残差序列的协方差阵, 实际中

Vk+1是未知的,可由下式估算:

Vk+1 =





ε1ε
T
1 , k = 1;

ρVk + εk+1ε
T
k+1

1 + ρ
, k > 1.

(14)

式中 0 < ρ 6 1为遗忘因子,通常取 ρ = 0.95.

2.2 STF等等等价价价表表表述述述

在引入渐消因子前, 状态预测协方差P(l)
k+1|k, 输

出预测协方差P(l)
z̃k+1
及互协方差P(l)

x̃k+1 z̃k+1
可表示为

P(l)
k+1|k = E[(xk+1 − x̂k+1|k)(xk+1 − x̂k+1|k)T],

P(l)
z̃k+1

= E[(zk+1 − ẑk+1|k)(zk+1 − ẑk+1|k)T],

P(l)
x̃k+1 z̃k+1

= E[(xk+1 − x̂k+1|k)(zk+1 − ẑk+1|k)T],

其中P(l)
k+1|k由式 (13)给出.对于P(l)

z̃k+1
和P(l)

x̃k+1 z̃k+1
,联
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合式 (3)与式 (6),再根据 x̃k+1 = xk+1 − x̂k+1|k与量测

噪声 vk+1互不相关性,可知

P(l)
z̃k+1

=

E[(zk+1 − ẑk+1|k)(zk+1 − ẑk+1|k)T] =

E{[Hk+1(xk+1 − x̂k+1|k) + vk+1 − rk+1]·
[Hk+1(xk+1 − x̂k+1|k) + vk+1 − rk+1]T} =

Hk+1E[(xk+1 − x̂k+1|k)(xk+1 − x̂k+1|k)T]HT
k+1 +

E[(vk+1 − r̂k+1)(vk+1 − r̂k+1)T] =

Hk+1P(l)
k+1|kHT

k+1 + Rk+1. (15)

同理可得

P(l)
x̃k+1 z̃k+1

=

E[(xk+1 − x̂k+1|k)(zk+1 − ẑk+1|k)T] =

E{[xk+1 − x̂k+1|k] ·
[Hk+1(xk+1 − x̂k+1|k) + vk+1 − rk+1]T} =

E[(xk+1 − x̂k+1|k)(xk+1 − x̂k+1|k)T]HT
k+1 =

P(l)
k+1|kHT

k+1. (16)

已知Pk+1|k表示在P(l)
k+1|k引入渐消因子λk+1后

的状态预测协方差阵, 故采用Pk+1|k取代式 (15),

(16)中的P(l)
k+1|k,并定义

Pz̃k+1 = Hk+1Pk+1|kHT
k+1 + Rk+1, (17)

Px̃k+1 z̃k+1 = Pk+1|kHT
k+1. (18)

上一节已假设Qk为正定对称阵, 故P(l)
k+1|k和

Pk+1|k的逆矩阵一定存在,则由式 (16), (18)可知

Hk+1 = [P(l)
x̃k+1 z̃k+1

]T[P(l)
k+1|k]−1, (19)

Hk+1 = PT
x̃k+1 z̃k+1

P−1
k+1|k. (20)

于是, 将式 (17), (18)和 (20)代入式 (8)和 (9)中, 可得

Kk+1和Pk+1的等价表达式如下:

Kk+1 = Px̃k+1 z̃k+1P−1
z̃k+1

, (21)

Pk+1 = Pk+1|k − Px̃k+1 z̃k+1P−1
z̃k+1

PT
x̃k+1 z̃k+1

=

Pk+1|k − Kk+1Pz̃k+1KT
k+1. (22)

同理, 将式 (15), (16)和 (19)代入式 (11)和 (12)中, 可

得Nk+1和Mk+1的等价表达式为

Nk+1 =

Vk+1 − Rk+1 − [P(l)
x̃k+1 z̃k+1

]T[P(l)
k+1|k]−1Qk·

[P(l)
k+1|k]−1P(l)

x̃k+1 z̃k+1
, (23)

Mk+1 = P(l)
z̃k+1

− Vk+1 + Nk+1. (24)

3 基基基于于于Unscented变变变换换换的的的强强强跟跟跟踪踪踪滤滤滤波波波器器器
由上节可知:传统STF是建立在输出残差序列正

交性原理之上的扩展卡尔曼滤波器, 因此与EKF类

似, STF中状态后验均值 x̂k+1|k, ẑk+1|k及后验协方

差P(l)
k+1|k, P(l)

z̃k+1
, P(l)

x̃k+1 z̃k+1
, Pz̃k+1 , Px̃k+1 z̃k+1的计算只

能达到一阶精度, 不适用于强非线性系统; STF需要

求解雅可比矩阵Φk+1,k, Hk+1,其应用场合仅限于状

态方程是弱非线性的,且连续可微.

理论上已经证明[5], UT变换对后验均值和协方

差的近似精度高于EKF,且无需计算雅可比矩阵, 具

有实现简单、适用于不连续或不可微的非线性系

统滤波等特点. 为此, 本文提出采用UT变换代替求

解非线性函数雅可比矩阵, 计算状态后验均值和

协方差, 从而得到基于Unscented变换的强跟踪滤波

器 (UTSTF).

根据STF等价表述, 基于非线性系统 (1)和 (2)

的UTSTF具体算法流程如下:

Step 1 选择Sigma点采样策略. 在UT算法中,

最重要的是确定Sigma点的采样策略, 也就是确定

使用Sigma点的个数、位置以及相应的权值. 目前

已有的Sigma采样策略[7]有: 对称采样、单形采样、

3阶矩偏度采样,以及高斯分布 4阶矩对称采样等.其

后,为了保证输出变量协方差的半正定性, 提出了对

上述基本采样策略进行比例修正的算法框架[8].

Step 2 预测方程. 按照Step1所选择的采样策

略, 由 x̂k和Pk计算Sigma点ξξξi,k(i = 0, 1, · · · , L), 其

通过非线性状态函数 (1)传播为γγγi,k+1|k,由γγγi,k+1|k可

得一步状态预测 x̂k+1|k及误差协方差阵P(l)
k+1|k如下:

γγγi,k+1|k = fk(ξξξi,k, uk) + qk, i = 0, 1, · · · , L,

x̂k+1|k =
L∑

i=0

Wm
i γγγi,k+1|k =

L∑

i=0

Wm
i fk(ξξξi,k, uk) + qk,

P(l)
k+1|k =

L∑

i=0

W c
i [(γγγi,k+1|k − x̂k+1|k) ·

(γγγi,k+1|k − x̂k+1|k)T] + Qk.

为了使滤波器具有应对系统模型不确定的鲁

棒性, 在状态预测协方差阵P(l)
k+1|k中引入渐消因子

λk+1,相比于式 (5)可知

Pk+1|k = λk+1

L∑

i=0

W c
i [(γγγi,k+1|k − x̂k+1|k) ·

(γγγi,k+1|k − x̂k+1|k)T] + Qk. (25)

利用 x̂k+1|k和P(l)
k+1|k,按照Step 1所选的采样策

略计算Sigma点ξξξ
(l)
i,k+1|k, i = 0, 1, · · · , L,其通过非线

性测量函数 (2)传播为χχχ
(l)
i,k+1|k. 由χχχ

(l)
i,k+1|k可得输出

预测 ẑk+1|k及自协方差阵P(l)
z̃k+1
和互协方差P(l)

x̃k+1 z̃k+1

如下:
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χχχ
(l)
i,k+1|k = hk+1(ξξξ

(l)
i,k+1|k) + rk+1,

ẑk+1|k =
L∑

i=0

Wm
i χχχ

(l)
i,k+1|k =

L∑

i=0

Wm
i hk+1(ξξξ

(l)
i,k+1|k) + rk+1,

P(l)
z̃k+1

=
L∑

i=0

W c
i [(χχχ(l)

i,k+1|k − ẑk+1|k) ·

(χχχ(l)
i,k+1|k − ẑk+1|k)T] + Rk+1,

P(l)
x̃k+1 z̃k+1

=
L∑

i=0

W c
i [(ξξξ(l)

i,k+1|k − x̂k+1|k) ·

(χχχ(l)
i,k+1|k − ẑk+1|k)T].

已知P(l)
k+1|k, P(l)

z̃k+1
和P(l)

x̃k+1 z̃k+1
,则式 (25)中的渐

消因子λk+1可通过式 (13), (23), (34)和 (14)计算得

到.

已经求得渐消因子λk+1,利用 x̂k+1|k和Pk+1|k按

照Step1所选的采样策略计算Sigma点ξξξi,k+1|k, i =

0, 1, · · · , L, 其通过非线性测量函数 (2)传播为

χχχi,k+1|k. 由χχχi,k+1|k可得引入渐消因子之后的自协

方差阵Pz̃k+1和互协方差Px̃k+1 z̃k+1如下:

χχχi,k+1|k = hk+1(ξξξi,k+1|k) + rk+1,

χ̄χχk+1|k =
L∑

i=0

Wm
i χχχi,k+1|k =

L∑

i=0

Wm
i hk+1(ξξξi,k+1|k) + rk+1,

Pz̃k+1 =
L∑

i=0

W c
i [(χχχi,k+1|k − χ̄χχk+1|k) ·

(χχχi,k+1|k − χ̄χχk+1|k)T] + Rk+1,

Px̃k+1 z̃k+1 =
L∑

i=0

W c
i [(ξξξi,k+1|k − x̂k+1|k) ·

(χχχi,k+1|k − χ̄χχk+1|k)T].

Step 3 在获得新的量测后 zk+1, 利用式 (21)和

(22)进行UTSTF滤波更新,有

x̂k+1 = x̂k+1|k + Kk+1(zk+1 − ẑk+1|k),

Kk+1 = Px̃k+1 z̃k+1P−1
z̃k+1

,

Pk+1 = Pk+1|k − Px̃k+1 z̃k+1P−1
z̃k+1

PT
x̃k+1 z̃k+1

=

Pk+1|k − Kk+1Pz̃k+1KT
k+1.

由以上理论分析不难看出, 采用逼近精度更高

的UT变换计算状态的后验均值和协方差,既克服了

STF一阶近似精度偏低的缺点,又避免了计算雅可比

矩阵的麻烦. UTSTF无需导数运算,其数值稳定性及

估计精度较STF明显提高.另外, UTSTF通过在状态

协方差阵中引入渐消因子,继承了STF关于系统模型

不确定时鲁棒性强的优点,其在模型参数失配、噪声

统计时变等不确定情况下, 依然具有良好的估计性

能.

4 仿仿仿真真真分分分析析析

情情情况况况 1 考虑如下所示的强非线性系统:

xk+1 =



x1,k+1

x2,k+1

x3,k+1


 =




3 cos(x 2,k )

2x2
1,ke−0.005x2,k

x2,k/(1− 0.5 sin(x1,kx3,k))


 + wk,

(26)

zk = x1,k + e−5x2,kx3,k + vk, (27)

其中wk = [w1,k w2,k w3,k]T和 vk均为互不相关的高

斯白噪声,且理论上它们的统计特性如下所示:



wi,k ∼ N{0.1, 0.01 sin(0.01k)},
vk ∼ N{0.2, 0.04 cos(0.01k)},

即wk和vk具有时变噪声统计特性.

对上述带时变噪声统计的非线性系统 (26)和

(27), 根据强跟踪滤波器的特性, 无论系统噪声wk

和量测噪声 vk的先验统计是否准确, UTSTF的状态

估计效果都比较好.一般情况下, 选择系统及量测噪

声方差阵比先验值大一些,这样就将许多未建模的误

差包含进去, 使UTSTF变得更加简单可靠. 为此, 在

实际仿真中取

qk = 0.1, Qk = 0.01I, rk = 0.2, Rk = 0.04. (28)

设非线性系统 (26)和 (27)的理论初始值为

x0 = [−1 0.5 1]T,

状态估计的初始值为

x̂0 = [−1 0.5 1]T, P0 = I,

且 x̂0与wk, vk互不相关.

分别采用STF及本文所设计的UTSTF对式 (26)

和 (27)所示的非线性系统状态进行估计,以状态 x1为

例,其估计及误差曲线如图 1和图 2所示.

不难看出, 在强非线性及时变噪声统计情况下,

STF对状态 x1的跟踪效果不佳, 而UTSTF依然能稳

定快速地跟踪状态 x1的变化,是因为UT变换对非线

性状态后验均值和协方差的逼近精度高于雅可比矩

阵的计算, 从而保证了UTSTF在强非线性状态估计

过程中的滤波精度. 另外, 渐消因子的引入增强了

UTSTF应对噪声统计变化的自适应能力, 从而保

证了UTSTF在模型不确定时依然具有很强的收敛

性.状态 x1的估计误差及均方误差仿真曲线也充分验

证了上述观点.
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图 1 状态x1估计值
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图 2 状态x1估计误差

情情情况况况2 考虑如下所示带模型参数的不可微强非
线性系统:

xk+1 =

[
x1,k+1

x2,k+1

]
=

[
3 cos(akx2,k)

2x2
1,ke−0.05x2,k

]
+ wk, (29)

zk = x1,k − e−akx2,k + 2sign(sin(x1,k)) + vk. (30)

其中: wk = [w1,k w2,k]T和 vk均为互不相关的高斯白

噪声,其统计特性如式 (28)所示; ak为未知待估计的

模型参数; sign(·)为符号函数,即

sign(t) =





1, t > 0;

0, t = 0;

− 1, t 6 0.

显然 sign(·)不连续不可微.

为了估计参数 ak,需要进行状态扩维,即

xa
k =

[
xk

ak

]
.

同时,理论上取

x0 = [−0.5 1]T, ak = 3.

在实际仿真中取状态估计的初始值为

x̂a
0 = [−0.5 1 2]T, P̂

a
0 = I,

则状态及模型参数估计仿真如图 3所示.
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图 3 状态及模型参数估计值

从仿真图中不难发现, UTSTF滤波开始时,因模

型参数 ak未知不准确, 故其状态估计误差较大而滤

波精度不佳, 但随着UTSTF大约从 45 s开始对 ak的

精确跟踪, 状态估计误差由大变小, 且逐渐趋于零.

这说明在量测函数不连续不可微及模型参数未知

失配情况下, UTSTF依然能实现对状态变化的有

效跟踪, 且能准确估计出未知的模型参数 ak, 证明

了UTSTF在解决不连续不可微的非线性系统滤波问

题时的有效性. 另外, STF在计算雅可比矩阵时要求

非线性函数必须连续可微,故针对系统 (29)和 (30)的

非线性滤波, STF已经失效, 仿真过程中所出现的一
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些不确定数值 (NaN)也验证了上述观点.

5 结结结 论论论

针对STF所存在的理论局限性,本文提出一种基

于UT变换的强跟踪滤波器,其以STF作为滤波器的

基本理论框架, 推导了STF的等价表述.在此基础之

上, 采用Unscented变换代替STF中的雅可比矩阵计

算,进行不同条件下的仿真分析.仿真结果表明: UT-

STF不仅具有UT变换对强非线性系统状态后验分布

近似精度高、容易实现的优点,有效克服了STF的理

论局限性, 而且兼顾STF关于系统模型不确定 (如噪

声统计时变、模型参数失配等)时鲁棒性强的特点.

特别地, UTSTF避免了计算非线性函数的雅可比矩

阵,无需要求非线性系统必须是连续可微的, 同样适

用于不连续或不可微的非线性系统滤波.
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