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摘　要：考虑一类关系度不确定且零动态稳定的非线性系统的控制器设计问题．利用预测控制概念，通过选用较为

全面的二次型性能指标，对输出进行高阶泰勒级数展开，推导出一种非切换的解析次优控制律，进而得出了在该控制

律下闭环系统局部稳定的充分条件．仿真例子验证了该控制算法具有较好的动态性能，与已有的近似线性化方法相

比，显示了该控制策略的优越性．
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１　引　　言
实际系统都或多或少地带有非线性的成分，而

非线性控制理论的分析和设计方法远没有线性系统

成熟．根据关系度定义，可将非线性系统分为两类：

关系度确定和关系度不确定的非线性系统［１］．对于

关系度确定的非线性系统，采用坐标变换、精确反馈

线性化以及零动态理论，可以实现系统的镇定、跟

踪、扰动和解耦等；而关系度不确定的一类非线性系

统已成为近年来研究的热点和难点之一．

针对关系度不确定的非线性系统，Ｈａｕｓｅｒ
［２］首

次提出了鲁棒关系度的概念，并针对该类非线性系

统给出了输入输出近似线性化的控制算法．采用输

入输出近似线性化方法虽然可以很容易地分析系统

的各种特性，然而该方法大多采用极点配置来设计

控制系统，控制性能的好坏很大程度上依赖于人为

经验，因此该方法存在一定的局限性［３］．非线性模型

预测控制（ＮＭＰＣ）是近年来被广泛讨论的一种控制

策略，其核心是在一个滚动时域内以开环最优代替

闭环最优，并在线求解有限时域开环最优控制的问

题［４，５］．Ｃｈｅｎ等
［６８］基于 ＮＭＰＣ对关系度不确定的

一类非线性系统构造了一种切换解析的非线性模型

预测控制律，该控制律是一个静态的状态反馈控制

律，因而克服了在线求解最优预测控制律的时延问

题．然而Ｃｈｅｎ
［９］设计的性能指标比较单一，构造的

控制器需要根据切换条件在不同的状态空间进行切

换控制，这可能会使系统的动态性能下降，甚至不稳

定．

本文提出了融合输出误差积分项及终端约束项

的性能指标，对输出进行高阶泰勒级数展开并取有

限项，从而为关系度不确定且零动态稳定的一类非
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线性系统找到了一种非切换的解析次优控制器的设

计方法．同时，根据鲁棒关系度定义，将整个状态空

间划分为奇异空间和非奇异空间，并分别在两个空

间对非线性系统的稳定性进行分析．最后，通过仿真

结果对比验证了该方法的有效性．

２　预备知识
考虑一类关系度不确定的ＳＩＳＯ非线性系统

狓（狋）＝犳（狓（狋））＋犵（狓（狋））狌（狋），

狔（狋）＝犺（狓（狋））｛ ．
（１）

其中：狓∈犚
狀，狌∈犚，狔∈犚分别表示状态向量、控

制输入和系统输出；犳，犵，犺均为光滑的向量函数．

假设非线性系统（１）在平衡点狓犲 处有犳（狓犲）＝０，

犵（狓犲）≠０，这意味着系统稳态时在平衡点狓犲 附近，

容许的控制输入狌＝０．关系度的定义如下：

定义１
［１］
　ＳＩＳＯ非线性系统（１）称为在狓０处具

有关系度狉，对于正整数犽（犽＝０，１…），如果满足：

１）犔犵犔
犽
犳犺（狓）＝０，对于狓０的一个邻域内的所有

狓，以及所有犽＜狉－１；

２）犔犵犔
狉－１
犳 犺（狓０）≠０．

则称非线性系统（１）的关系度是确定的．否则，

称非线性系统（１）的关系度是不确定的，此时狓０ 称

为奇异点．

对于关系度不确定的非线性系统，Ｈａｕｓｅｒ
［２］提

出了鲁棒关系度的概念．

定义２　非线性系统具有鲁棒关系度ρ，如果存

在一组光滑函数φ犻（狓），犻＝１，…，ρ，满足条件

犺（狓）＝１（狓）；

犔犳＋犵狌犻（狓）＝犻＋１（狓）＋φ犻（狓，狌），

　　　犻＝１，…，ρ－１；

犔犳＋犵狌ρ（狓）＝犫（狓）＋犪（狓）狌＋φρ（狓，狌）

烅

烄

烆 ．

（２）

其中：函数犪（狓）＝犗（１），φ犻（狓，狌）＝犗（狓，狌）
２，犻＝

１，…，ρ．

３　 基于非线性模型控制的次优控制算法
３．１　 性能指标的选取

性能指标的选取关系到能否全面反映控制系统

的总体性能．考虑到终端约束条件对有限时域滚动

优化的稳定性有较大影响，仿模型预测输出的概念，

选取带有输出终端约束项和输出误差积分项的比较

全面的二次型性能指标

犑＝
１

２μ
１（狔（狋＋犜）－狔

（狋＋犜））
２
＋

μ２
２∫

犜

０

（狔（狋＋τ）－狔（狋＋τ））
２ｄτ． （３）

其中：犜为终端时间；μ１和μ２为正数，分别反映了在

性能指标中输出终端约束和输出误差所占的权重；

狔（狋＋τ）和狔（狋＋τ）分别为系统的输出值和期望

值．

非线性模型预测控制中，最优控制问题就是寻

找滚动时域［狋，狋＋犜］内的最优控制率狌（狋），使得

性能指标犑取极小值．根据极值原理可得最优控制

解的必要条件为

犑

狌狘狌＝狌 ＝０． （４）

考虑到在非线性模型预测控制中，最终得到的

只是滚动时域［狋，狋＋犜］内控制输入的初值，控制量

可采用数字控制系统中的零阶保持器的概念，相当

于取分段常值的形式［６，１０］，即

狌（狋＋τ）≡狌（狋），τ∈ ［０，犜］． （５）

３．２　 非切换的解析次优控制器设计

本文所研究的是一类关系度不确定、鲁棒关系

度为ρ，并且零动态稳定的非线性系统．首先将非线

性系统的输出模型狔（狋＋τ）在狋附近进行ρ阶泰勒级

数展开，从而可得

狔（狋＋τ）＝

狔（狋）＋狔（狋）τ＋…狔
（ρ）（狋）τ

ρ

ρ！
＋狅（τρ）＝

１　τ　…　
τρ

ρ
［ ］！

狔（狋）

狔（狋）



狔
（ρ）（狋

熿

燀

燄

燅）

＋狅（τρ）． （６）

忽略ρ次以上的高阶项，得

狔（狋＋τ）≈τ
Ｔ
狔（狋）． （７）

其中

狔（狋）＝ ［狔（狋）　狔（狋）　…　狔
（ρ）（狋）］Ｔ，

τ＝ ［１　τ　…　τρ／ρ！］
Ｔ．

考虑到式（５），此时将式（１）中的输出狔（狋）对时

间变量狋持续求导，直到ρ次导数项，分别可得

狔（狋＋τ）＝犺（狓）＝^狇０，０（狓），

狔（狋＋τ）＝

犔犳犺（狓）＋犔犵犺（狓）狌＝

犔犳犺（狓）＝^狇１，０（狓），

狔̈（狋＋τ）＝

犔２犳犺（狓）＋犔犵犔犳犺（狓）狌＝

犔２犳犺（狓）＝^狇２，０（狓），

　

狔
（ρ－２）（狋＋τ）＝

犔ρ－２犳 犺（狓）＋犔犵犔ρ
－３
犳 犺（狓）狌＝

犔ρ－２犳 犺（狓）＝^狇ρ－３，０（狓），

狔
（ρ－１）（狋＋τ）＝

犔ρ－１犳 犺（狓）＋犔犵犔ρ
－２
犳 犺（狓）狌＝^

狇ρ－１，０（狓）＋狇ρ－１，１（狓）狌，

７３８１
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狔
（ρ）（狋＋τ）＝

犔ρ犳犺（狓）＋［犔犵犔ρ
－１
犳 犺（狓）＋

犔犳犔犵犔ρ
－２
犳 犺（狓）］狌＋犔

２
犵犔ρ

－２
犳 犺（狓）狌

２
＝^

狇ρ，０（狓）＋狇ρ，１（狓）狌＋狇ρ，２（狓）狌
２． （８）

其中：“＝^”为定义符号；为了表示方便，定义狇犻，犼（狓）

分别为输出狔（狋）的第犻次导数项中控制量狌犼前的系

数，犻＝１，…，ρ，犼＝０，１，２．即输出狔（狋）对时间变量

狋的各阶导数项均可表示为控制输入狌的多项式，因

此式（８）可以简单表示为

狔（狋）＝犙（狓）狆． （９）

其中：犙（狓）（ρ＋１）×３ ＝ ［狇·，０（狓）狇·，１（狓）狇·，２（狓）］；狆＝

［１狌狌２］Ｔ；狇·，０（狓），狇·，１（狓），狇·，２（狓）分别为ρ＋１维列

向量．根据式（８）和（９），可得

狇·，０（狓）＝ ［狇０，０（狓）　…　狇ρ－１，０（狓）　狇ρ，０（狓）］
Ｔ，

狇·，１（狓）＝ ［０　…　０　狇ρ－１，１（狓）　狇ρ－１（狓）］
Ｔ，

狇·，２（狓）＝ ［０　…　０　狇ρ，２（狓）］
Ｔ．

结合式（９），将（７）代入性能指标（３）中，可得

犑＝
１

２
（狔－狔）

Ｔ犕（狔－狔）． （１０）

其中：狔 ＝ ［狔（狋）　狔（狋）　…　狔
（ρ）（狋）］Ｔ，矩阵

犕 为（ρ＋１）×（ρ＋１）的正定实对称矩阵，即

犕 ＝μ１ττ
Ｔ
狘τ＝犜 ＋μ２∫

犜

０
ττ

Ｔｄτ． （１１）

将式（１０）代入极值必要条件（４），有

（狔
狌
）Ｔ犕（狔－狔）＝０． （１２）

再用式（９）对狌求导可得

狔
狌
＝犙（狓）

狆
狌
． （１３）

将式（９）和（１３）代入（１２），可以得到次优控制方程

为

（犙（狓）狆
狌
）Ｔ犕（犙（狓）狆－狔）＝０． （１４）

考虑到非线性系统（１）稳态时，在平衡点狓犲 附近容

许的控制输入狌＝０，可将狌的２阶高次项忽略不计，

于是狆＝ ［１狌０］
Ｔ．将有关参数代入式（１４），可得

狇·，１（狓）
Ｔ犕（狇·，０（狓）－狔

）＋

狇·，１（狓）
Ｔ犕狇·，１（狓）狌＝０． （１５）

从中解得该系统的解析次优控制律为

狌（狋）＝－
狇·，１（狓）

Ｔ犕（狇·，０（狓）－狔
）

狇·，１（狓）
Ｔ犕狇·，１（狓）

． （１６）

式（１６）是一个非线性状态反馈控制律，与文献［６］

中的控制律不同的是：该控制律不需要考虑在不同

状态空间进行切换控制的问题，因此在整个状态空

间相当于使用统一的控制律．

现将本文算法归纳如下：

Ｓｔｅｐ１：根据式（８）对非线性系统（１）的输出连

续求ρ次导数，并由式（８）和（９）计算出控制律（１６）

中的向量狇·，０（狓）和狇·，１（狓）．

Ｓｔｅｐ２：通过选择合适的终端时间犜 及性能指

标权值μ１ 和μ２，代入式（１１），从而求得矩阵犕．

Ｓｔｅｐ３：将 Ｓｔｅｐ１ 和 Ｓｔｅｐ２ 中 的 计 算 结 果

狇·，０（狓），狇·，１（狓），矩阵 犕 及期望输出狔
 代入式

（１６），从而得到所需的非切换的解析次优控制律．

４　 关系度不确定非线性系统的稳定性分析
对于关系度不确定且鲁棒关系度为ρ的非线性

系统（１），根据鲁棒关系度定义选择新的坐标变换

犜（狓）＝ （ε，η）
Ｔ，即

ε１ ＝犺（狓），

ε２ ＝犔犳犺（狓），



ερ－１ ＝犔
ρ－２
犳 犺（狓），

ερ＝犔
ρ－１
犳 犺（狓），

η＝η（狓）

烅

烄

烆 ．

（１７）

其中：ε＝ （ε１…ερ）
Ｔ；η＝ （η１…η狀－ρ）

Ｔ，选择η犼（狓）

使其满足犔犵η犼（狓）＝０，犼＝１，…，狀－ρ．则在新坐标

系犜（狓）下，非线性系统（１）可以变换为如下状态方

程：

ε１ ＝ε２，

ε２ ＝ε３，



ερ－１ ＝犔
ρ－１
犳 犺（狓）＋犔犵犔ρ

－２
犳 犺（狓）狌，

ερ＝犔
ρ
犳犺（狓）＋犔犵犔ρ

－１
犳 犺（狓）狌，

η＝狇（ε，η）

烅

烄

烆 ．

（１８）

为了考察在次优控制律（１６）的作用下闭环系

统的稳定性，根据鲁棒关系度定义，可将整个状态空

间划分为两部分：奇异空间犖狊和非奇异空间珡犖狊．为

了定量描述，定义奇异空间为

犖狊 ＝ ｛狓∈犚
狀
狘狘犔犵犔ρ

－２
犳 犺（狓）狘＝０｝；

则非奇异空间为

珡犖狊 ＝ ｛狓∈犚
狀
狘狘犔犵犔ρ

－２
犳 犺（狓）狘≠０｝．

４．１　 奇异空间犖狊内系统稳定性分析

当系统运行到奇异空间犖狊内时，可以得到如下

定理：

定理１　在非切换解析次优控制律（１６）的作用

下，非线性系统（１）在奇异空间犖狊内平衡点狓犲附近

渐近稳定的充分条件为矩阵犃犖狊 的全部特征根均具

有负实部，即

Ｒｅ（λ犻（犃犖狊））＜０，犻＝１，…，ρ， （１９）

其中（ρ×ρ）阶矩阵犃犖狊 为

　犃犖
犛
＝
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０ １ ０ … ０

０ ０ １ … ０

    

０ ０ ０ … １

－
犕ρ＋１，１
犕ρ＋１，ρ＋１

－
犕ρ＋１，２
犕ρ＋１，ρ＋１

－
犕ρ＋１，３
犕ρ＋１，ρ＋１

… －
犕ρ＋１，ρ
犕ρ＋１，ρ＋

熿

燀

燄

燅１

．

（２０）

证明 　 在奇异空间犖狊内，犔犵犔ρ－２犳 犺（狓）＝０，则
非线性系统（１）的状态方程可表示为

Σ犖狊：

ε１ ＝ε２，



ερ－１ ＝ερ，

ερ＝犔
ρ
犳犺（狓）＋犔犵犔ρ

－１
犳 犺（狓）狌，

η＝狇（ε，η）

烅

烄

烆 ．

（２１）

首先在控制律（１６）的作用下，推导状态方程（２１）下

非线性系统的控制律．经过计算，解析次优控制律

（１６）可化简为

狌（狋）＝

－（∑
ρ

犻＝１

ε犻犕ρ＋１，犻＋犔
ρ
犳犺（狓）犕ρ＋１，ρ＋１＋狔

犕ρ＋１，１＋

狔
犕ρ＋１，２）／犕ρ＋１，ρ＋１犔犵犔ρ－１犳 犺（狓）． （２２）

将式（２２）代入状态方程（２１）中第ρ个方程，可得

ερ≈－∑
ρ

犻＝１

犕ρ＋１，犻
犕ρ＋１，ρ＋１

ε犻＋犮１． （２３）

其中常数

犮１ ＝－
狔
犕ρ＋１，１＋

狔
犕ρ＋１，２

犕ρ＋１，ρ＋１
，

令犆＝［０　…　犮１］
Ｔ．将式（２３）代入（２１）中第ρ个

方程，从而闭环控制系统Σ犖狊的前ρ个方程可近似为

一个线性系统ε＝犃犖狊ε＋犆．

推论１　 如果非线性系统（１）的零动态在平衡

点狓犲附近是渐近稳定的，只要近似线性化的系统矩

阵犃犖狊 的全部特征根均具有负实部，则系统（１）在平

衡点狓犲附近是渐近稳定的，定理１即可得证．□

４．２　 非奇异空间珡犖狊内系统稳定性分析

当系统状态运行到非奇异空间珡犖狊内时，类似于

定理１的证明过程，可得到定理２．

定理２　在非切换的解析次优控制律（１６）的作

用下，关系度不确定且零动态稳定的非线性系统

（１）在非奇异空间珡犖狊内平衡点狓犲 附近局部渐近稳

定的充分条件为

Ｒｅ（λ犻（犃珡犖狊））＜０，犻＝１，…，ρ－１， （２４）

其中线性化的（ρ－１）×（ρ－１）阶矩阵犃珡犖狊 为

犃珡犖狊 ＝

０ １ ０ … ０

０ ０ １ … ０

    

０ ０ ０ … １

－
犕ρ，１
犕ρ，ρ

－
犕ρ，２
犕ρ，ρ

－
犕ρ，３
犕ρ，ρ

… －
犕ρ，ρ－１
犕ρ，

熿

燀

燄

燅ρ

．

（２５）

４．３　 终端时间和性能指标权值选择

为了进一步考察性能指标权系数μ１，μ２ 和终端

时间犜对系统稳定性的影响，这里取参数ρ＝４，计

算线性化系统矩阵犃犖狊 和犃珡犖狊
中最大特征根的实部

Ｒｅｍａｘ（λ（犃犖狊））和Ｒｅｍａｘ（λ（犃珡犖狊））与性能指标权值比

μ２／μ１ 和终端时间犜的关系，如图１所示．

图１　犚犲犿犪狓（λ（犃犖
狊
））和犚犲犿犪狓（λ（犃珡犖

狊
））

与μ２／μ１ 和犜的关系

从图１可以看出，矩阵犃犖狊 和犃珡犖狊
中最大特征根

的实部均小于零；然而当终端时间犜很小或很大时，

系统矩阵犃犖狊 和犃珡犖狊
最大特征根的实部均有靠近零

的趋势，此时尽管线性化的两个子系统均是稳定

的，却可能给实际非线性系统带来紊乱而使系统不

稳定．因此对于关系度不确定且零动态稳定的非线

性系统，为了保证闭环系统稳定，必须选择合适的终

端时间犜．

５　 仿真实验
考虑如下三阶非线性系统［９］：
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狓１ ＝－狓２＋狌，

狓２ ＝４狓１＋狓
２
１狌，

狓３ ＝狓２，

狔＝狓３

烅

烄

烆 ．

由于犔犵犔犳犺（狓）＝狓
２
１，可知狓１＝０是奇异点，该非线

性系统的关系度是不确定的；由定义２可得该非线

性系统的鲁棒关系度为３．容易验证该非线性系统

的零动态是渐近稳定的．

假设系统输出的期望值为１，初始状态为原点．

当μ１＝μ２＝１，而终端时间犜分别取１ｓ，３ｓ，１０ｓ时，

系统输出狓３ 的仿真结果如图２所示．

图２　 在不同终端时间下系统的阶跃响应

在相同期望位置和初始条件下，当参数犜 ＝１

且μ１＝１，μ２分别取０．１，１０，１００时，系统输出狓３的

仿真结果如图３所示．

图３　μ２ 不同时系统的阶跃响应

由图２可知，当性能指标权值μ１ 和μ２ 固定时，

终端时间犜越小，系统的阶跃响应速度就越快．图３

的仿真结果表明，当μ１ 和终端时间犜固定时，随着

μ２ 的增加，系统输出响应速度加快．

为了进一步考察本文控制算法的性能，采用

Ｈａｕｓｅｒ等
［２］提出的输入输出近似线性化方法对非

线性控制系统进行仿真，并与本文方法进行对比．采

用近似线性化方法时，构造的控制器为

狌＝狓２＋狏／４．

其中

狏＝狔
（３）
＋β３（狔

（２）
－４狓１）＋

β２（
狔

－狓２）＋β１（狔


－狓３），

β１，β２和β３为近似线性化极点配置参数．这里选择极

点位置分别为－０．８，－０．２＋ｉ，－０．２－ｉ．

采用本文非切换解析次优控制算法选取参数犜

＝１，μ１＝μ２＝１．按照３．２节算法设计出非切换的

解析次优控制律，其中矩阵犕 为

犕 ＝

２．００００ １．５０００ ０．６６６７ ０．２０８３

１．５０００ １．３３３３ ０．６２５０ ０．２０００

０．６６６７ ０．６２５０ ０．３０００ ０．０９７２

０．２０８３ ０．２０００ ０．０９７２ ０．

熿

燀

燄

燅０３１７

．

图４为在近似线性化方法和本文次优控制方法

下，系统输出狓３ 的阶跃响应仿真结果．

图４　 本文算法与近似线性化算法对比结果

由图４可以看出，本文所设计的非切换解析次

优控制方法的闭环系统动态响应性能优于近似线性

化方法．

６　 结 　 　论
本文基于非线性模型预测控制理论，针对一类

关系度不确定且零动态稳定的非线性系统，通过设

计比较全面的二次型性能指标，对输出进行高阶泰

勒级数展开，从而推导出非切换的解析次优控制律，

并且进一步得出在该控制律下闭环系统局部稳定的

充分条件．本文设计的控制律与传统的近似线性化

方法相比，不需要依赖人为的经验来选择极点配置

的位置，在平衡点附近能够保证闭环系统的稳定性．
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