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摘　要：针对不确定离散时间系统，研究其积分滑模（ＩＳＭ）保性能控制的设计问题．将最优保性能积分滑模面设计

问题，转化为一个具有线性矩阵不等式（ＬＭＩ）约束的目标函数凸优化问题，给出了最优保性能积分滑模面存在的充

分条件，并结合干扰估计器设计相应的保性能控制器．与传统滑模控制相比较，积分滑模保性能控制系统具有全阶滑

动模态，系统的鲁棒性得到加强，消除了控制抖振和稳态抖振．仿真结果验证了该方法的有效性．
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１　引　　言
滑模控制是一种鲁棒控制方法，其滑动模态对

满足匹配条件的参数摄动以及外部干扰具有不变

性，因而受到控制界众多学者的关注．以趋近率为基

础的滑模控制，由于惯性或有限采样频率的存在，使

得系统产生控制抖振和稳态抖振，系统仅在滑动模

态阶段才具有鲁棒性［１４］．

传统滑模控制在跟踪任意轨迹时，若存在一定

的外部扰动，则可能会带来稳态误差，不能达到要求

的性能指标［５］．为此，Ｃｈｅｒｎ等
［６，７］提出了一种积分

滑模控制（ＩＳＭＣ）方案，但要求系统模型是可控标准

型，不包括任何零点．文献［８］提出一种在满足匹配

条件下，对于最小相位系统及非最小相位系统均适

用的积分滑模控制方法．［９］针对带有时变时滞不确

定随机系统，利用线性矩阵不等式（ＬＭＩ）方法设计

积分滑模面和滑模控制器．［１０］在未知不确定界的

情况下，对非匹配时变线性系统采用模糊积分滑模

控制策略，保证了滑动模态的可达性和闭环系统的

稳定性．［１１］提出一种基于输出反馈的积分滑模控

制器设计方法．［１２］基于奇异扰动技术，设计了一种

针对不确定状态时滞系统的积分滑模次优控制器．

［１３］利用ＬＭＩ方法对非匹配不确定系统进行积分

滑模面和控制器设计，得到了满足全阶滑动模态渐

近稳定和α稳定约束的积分滑模面存在条件．然而，

上述方法均是关于连续时间积分滑模控制进行研究

的．

随着计算机技术的发展和广泛应用，控制算法

越来越多地利用数字计算机来实现，因而对离散系
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统滑模控制的研究也越来越深入．其中，离散时间积

分滑模控制也取得一些研究成果，如文献［１４］和

［１５］分别提出了离散积分滑模控制器和输出跟踪滑

模控制器的设计方法，但均没有考虑系统的过程控

制性能指标．

本文针对一类不确定性离散时间系统，结合保

性能指标，提出一种基于ＬＭＩ方法的最优保性能积

分滑模面和保性能滑模控制器的设计方法．将最优

保性能积分滑模面的存在问题等价成一个具有

ＬＭＩ约束的目标函数凸优化问题，得出了最优保性

能积分滑模面的充分条件，并利用干扰估计器设计

相应的保性能控制器．系统状态一开始就位于滑模

面上，消除了系统的趋近运动；系统具有全程鲁棒

性，消除了控制抖振和系统稳态抖振．

２　问题描述
考虑不确定连续时间系统

狓（狋）＝（犃＋Δ犃（狋））狓（狋）＋

（犅＋Δ犅（狋））狌（狋）＋犅犱（狋）． （１）

其中：狓（狋）∈犚
狀，狌（狋）∈犚

狉，犃 ∈犚
狀×狀，犅 ∈犚

狀×狉，

犱（狋）∈犚
狉×１．

假设１　系统（１）具有完全能控性，犱（狋）为有界

光滑外部扰动．

假设２　Δ犃和Δ犅满足匹配条件，即

Δ犃（狋）＝犅Δ犇（狋），Δ犅＝犅Δ犈（狋），

其中Δ犇（狋）和Δ犈（狋）是具有适当维数的时变矩阵．

系统（１）可写成如下形式：

狓（狋）＝犃狓（狋）＋犅狌（狋）＋犅犳（狋）， （２）

其中犳（狋）＝Δ犇（狋）狓（狋）＋Δ犈（狋）狌（狋）＋犱（狋）称为等

效干扰．

对系统（２）加入保持过程与采样过程，对应的

采样周期为犜的离散时间系统表达式为

狓（犽＋１）＝Φ狓（犽）＋Γ狌（犽）＋Γ犳（犽）． （３）

其中Φ＝ｅ
犃犜，Γ＝∫

犜

０
ｅ犃τｄτ犅．

注１　 确定离散时间模型（３）并不是系统（２）

离散化后的准确模型，而是一个具有犗（犜２）阶次的

估计模型［１６］．

对系统（３）定义一个性能指标函数

犑＝∑
∞

犽＝０

狓Ｔ（犽）犙狓（犽）， （４）

其中犙为一个给定的加权矩阵．

定义１　 对于不确定离散系统（３）和给定的性

能指标函数（４），若存在控制律狌（犽）和正实数犑，

使得在控制律狌（犽）的作用下系统（３）保持在积分

滑模面σ（犽）＝０上作理想准滑动模态运动，闭环系

统渐近稳定且性能指标犑满足犑≤犑
，则称犑为闭

环系统的保性能，σ（犽）＝０为保性能积分滑模面，

狌（犽）为保性能积分滑模控制律．

本文的目的是针对不确定离散时间系统（３）和

性能指标函数（４），给出使保性能犑最小化的最优

保性能积分滑模面的存在条件和设计方法，并进一

步探讨在不确定界未知的情况下，如何设计相应的

保性能控制器．

３　 主要结论
３．１　 积分滑模面的设计

定义如下积分滑模面［１４］：

σ（犽）＝犌狓（犽）－犌狓（０）＋ε（犽）＝０，

ε（犽）＝ε（犽－１）＋犎狓（犽－１），

ε（０）＝０． （５）

其中：σ（犽）∈犚
狉，ε（犽）∈犚

狉，犌和犎 为待设计的具有

适当维数的常数矩阵，选取增益矩阵犌保证犌Γ是非

奇异矩阵．

注２　由积分滑模函数（５）可以看出，系统从初

始状态开始就位于滑模面上，即σ（０）＝０，说明积分

滑模面消除了系统的到达过程．

引理１
［１７］（Ｓｃｈｕｒ补引理）　 对于给定的对称矩

阵

犛＝
犛１１ 犛１２

犛２１ 犛
［ ］

２２

，

其中犛１１ 是犿×犿 维的矩阵．以下３个条件是等价

的：

１）犛＜０；

２）犛１１ ＜０，犛２２－犛
Ｔ
１２犛

－１
１１犛１２ ＜０；

３）犛２２ ＜０，犛１１－犛１２犛
－１
２２犛

Ｔ
１２ ＜０．

定理１　 对于不确定离散时间系统（３），性能指

标（４）和积分滑模面（５），若存在一个狀×狀对称正定

矩阵犘＞０，使得下列不等式成立：

Φ
Ｔ
犮犘Φ犮－犘＋犙＜０， （６）

其中Φ犮＝Φ－Γ（犌Γ）
－１（犌Φ－犌＋犎）．则系统（３）的

理想准滑动模态是渐近稳定的，并且性能指标函数

满足

犑＜犑
， （７）

其中犑＝狓
Ｔ（０）犘狓（０）．

证明 　设σ（犽＋１）＝σ（犽）＝０，结合系统动态
方程（３）和积分滑模函数（５），可得

σ（犽＋１）＝

犌狓（犽＋１）－犌狓（０）＋ε（犽＋１）＝

（犌Φ－犌＋犎）狓（犽）＋犌Γ狌（犽）＋

犌Γ犳（犽）＝０． （８）

由式（８）可得到系统（３）的等效控制

狌ｅｑ（犽）＝－（犌Γ）－
１（犌Φ－犌＋犎）狓（犽）－犳（犽）．

（９）

７８７１
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将等效控制（９）代入式（３），可得系统的理想准滑动

模态动态方程

狓（犽＋１）＝Φ犮狓（犽）． （１０）

对闭环系统（１０）定义Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

犞（犽）＝狓
Ｔ（犽）犘狓（犽）， （１１）

其中犘为对称正定矩阵．则沿理想准滑动模态动态

方程（１０）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ差分方程为

Δ犞（犽）＝犞（犽＋１）－犞（犽）＝

狓Ｔ（犽）（Φ
Ｔ
犮犘Φ犮－犘）狓（犽）． （１２）

如果式（６）成立，即Φ
Ｔ
犮犘Φ犮－犘＜－犙＜０，则Δ犞（犽）

＜０，不确定离散时间系统（３）在积分滑模面（５）上

的理想准滑动模态运动是渐近稳定的．此时有

ｌｉｍ
犽→∞
犞（犽）＝０成立．同时

狓Ｔ（犽）犙狓（犽）＜

－狓
Ｔ（犽）（Φ

Ｔ
犮犘Φ犮－犘）狓（犽）＝－Δ犞（犽）．（１３）

对不等式（１３）两侧取无穷项连加和的形式，有

∑
∞

犻＝０

狓（犻）犙狓（犻）＜－∑
∞

犻＝０

Δ犞（犻）＝

－犞（∞）＋犞（０）＝狓
Ｔ（０）犘狓（０）， （１４）

即

犑＜犑
， （１５）

其中犑 ＝狓
Ｔ（０）犘狓（０）．□

注３　由定理１可知，只要找到满足式（６）的正

定对称矩阵犘，则不确定系统（３）的理想准滑动模态

就是渐近稳定的，并且性能指标函数犑的上界值与

系统初始状态和犘 的选取有关．

如何选择适当的矩阵犘和积分滑模面增益矩阵

犎，使得性能指标犑的上界值犑在式（６）的约束下

取得最优值，是下面定理２所要阐述的问题．

定理２　 对于不确定离散时间系统（３），性能指

标（４）和积分滑模面（５），最优保性能积分滑模面增

益矩阵犎＝犡
Ｔ犘，其中矩阵犡和犘通过下面一个带

有ＬＭＩ约束的目标函数凸优化问题求解得到：

ｍｉｎ
犠，犡
狓Ｔ（０）犘狓（０），

ｓ．ｔ．

－犠 犠Δ
Ｔ
－犡（犌Γ）－

Ｔ
Γ
Ｔ 犠

 －犠 ０

  －犙
－

熿

燀

燄

燅１
＜０．

（１６）

其中：狀×狀矩阵犠（＞０）和狀×狉矩阵犡 均为待定

矩阵，犘＝犠－１，Δ＝Φ－Γ（犌Γ）－
１（犌Φ－犌），保性能

犑最优值犑
＝ｍｉｎ

犠，犡
狓Ｔ（０）犘狓（０）．

证明　根据Ｓｃｈｕｒ补引理，定理１中的式（６）等
价于

－犘＋犙 Φ
Ｔ
犮

 －犘
－［ ］１ ＜０． （１７）

将式（１７）左右同乘以
犘－１ ０

０
［ ］

犐
＜０，并根据Ｓｃｈｕｒ

补引理得

－犘
－１
＋犘

－１犙犘－１ 犘－１Φ
Ｔ
犮

 －犘
－［ ］１ ＜０，

－犘
－１ 犘－１Φ

Ｔ
犮

 －犘
－［ ］１ ＋

犘－１［ ］
０
犙［犘－１　０］＜０，

－犘
－１ 犘－１Φ

Ｔ
犮 犘－１

 －犘
－１ ０

  －犙
－

熿

燀

燄

燅１
＜０． （１８）

设犠 ＝犘
－１，犡＝犠犎

Ｔ，Δ＝Φ－Γ（犌Γ）－
１犌（Φ－犐），

则式（１８）等价于

－犠 犠Δ
Ｔ
－犡（犌Γ）－

Ｔ
Γ
Ｔ 犠

 －犠 ０

  －犙
－

熿

燀

燄

燅１
＜０．

（１９）

结合定理１知，性能指标函数犑的上界值犑优

化问题变成了一个具有线性矩阵不等式（１９）约束

的目标函数狓Ｔ（０）犘狓（０）最小化问题．由此，可以得

到最优保性能积分滑模面增益矩阵犎 ＝犡
Ｔ犘．□

注４　 由定理２可知，最优保性能积分滑模面

的设计问题可以转化为一个具有ＬＭＩ约束的目标

函数凸优化问题，最优保性能积分滑模面可以利用

ＭａｔｌａｂＬＭＩ工具箱求解得到．

３．２　 保性能控制器的设计

在设计完最优保性能积分滑模面之后，下一步

要设计相应的保性能控制器．

由３．１节可知，要使系统在滑模面上做理想准

滑模运动，需要知道当前时刻扰动信息犳（犽），而

犳（犽）是不确定未知的，故最优保性能控制器无法实

现．因此取实际保性能控制律

狌（犽）＝－（犌Γ）－
１（犌Φ－犌＋犎）狓（犽）－

（犌Γ）－
１犌^犳（犽）， （２０）

其中

犳^（犽）＝狓（犽）－Φ狓（犽－１）－Γ狌（犽－１）（２１）

称为一步时延扰动估计［１６］．

由系统（３）和式（２０）得控制律的动态方程

狌（犽＋１）＝

－（犌Γ）－
１（犌Φ－犌＋犎）Φ狓（犽）－

（犌Γ）－
１（犌Φ－犌＋犎）Γ狌（犽）－

（犌Γ）－
１（犌Φ＋犎）Γ犳（犽）． （２２）

系统（３）和控制律动态方程（２２）组成增广系统

狓（犽＋１）

狌（犽＋１
［ ］）＝珟Φ

狓（犽）

狌（犽
［ ］）＋珟Γ犳（犽）， （２３）

珟Φ＝
Φ

－（犌Γ）－
１（犌Φ－犌＋犎）

［
Φ
→
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　　 ←
Γ

－（犌Γ）－
１（犌Φ－犌＋犎）

］
Γ
，

珟Γ＝
Γ

－（犌Γ）－
１（犌Φ＋犎）

［ ］
Γ
．

引理２　增广系统（２３）的系统矩阵珟Φ的特征值

由Φ犮的特征值和狉个零特征值组成．

限于篇幅证明略．

引理２表明，系统（３）在保性能控制律（２０）的

作用下，闭环系统稳定．

由系统（３），式（８）和（２０）可得

Δσ（犽）＝σ（犽＋１）－σ（犽）＝

犌Γ（犳（犽）－犳（犽－１））． （２４）

注５　 由文献［１４］可知，当等效扰动犳（狋）是有

界光滑时，犳（犽）－犳（犽－１）是犗（犜）阶次的，犌Γ 是

犗（犜）阶的．因此，Δσ（犽）是犗（犜
２）阶次的．通过式

（２４）可以推断，闭环系统在最优保性能积分滑模面

的某一个领域内做准滑动模态运动．

４　 仿真算例
考虑以下一个多变量离散时间系统：

狓（犽＋１）＝Φ狓（犽）＋Γ狌（犽）＋Γ犳（犽）， （２５）

Φ＝

１ －２ ３

－４ ５ －６

７ －

熿

燀

燄

燅８ ９

，Γ＝

１ －２

－３ ４

熿

燀

燄

燅５ ６

．

保性能指标函数犑＝∑
∞

犽＝０

狓Ｔ（犽）犙狓（犽），犙＝犐，系统

初始状态狓Ｔ（０）＝ ［３　２　－２］，未知有界干扰

犳（犽）＝
０．０２ｓｉｎ（０．０２犽）

０．０１ｓｉｎ（０．０１犽）＋
［ ］

５
．

选取犌＝
１ ０ １［ ］
０ ０ １

，使得犌Γ是非奇异矩阵．

根据定理２，利用Ｍａｔｌａｂ中的ＬＭＩ工具箱解得

犎 ＝
１．３３２３ ０．３３２２ ０．００３６

０．０６３５ ０．０６３４ ０．
［ ］

８０９８
，

犘＝

１．１３２４ ０．０００８ －０．２９６２

０．０００８ １．２８４６ －０．２１０７

－０．２９６２ －０．２１０７ １．

熿

燀

燄

燅８３５８

．

保性能指标函数上界值的最优解为

犑 ＝狓
Ｔ（０）犘狓（０）＝２７．９３．

取采样周期犜＝１ｍｓ，按式（２０）取系统（２５）的

保性能控制律

狌（犽）＝－（犌Γ）－
１（犌Γ－犌＋犎）狓（犽）－

（犌Γ）－
１犌^犳（犽）． （２６）

仿真结果如图１～ 图３所示．

利用文献［１４］设计的离散积分滑模控制方法，

取积分滑模面和期望极点

σ（犽）＝犌^狓（犽）－犌^狓（０）＋ε（犽）＝０，

图１　 本文方法状态的动态轨迹

图２　 本文方法控制输入的动态轨迹

图３　 本文方法积分滑模函数的动态轨迹

ε（犽）＝ε（犽－１）＋珮犎狓（犽－１），

ε（０）＝０，

犓 ＝ ［０．６　０　０．５］．

相应的积分滑模面增益矩阵和积分滑模控制律为

犌^ ＝
１ ０ １［ ］
０ ０ １

，

珮犎 ＝
１．５４３１ ０．６８４３７ －０．７３８２４

０．３４４７７ ０．２３３６１ ０．
［ ］

０５１４５５
，

狌（犽）＝ （犇Γ）－
１犇狓（０）－（犇Γ）－

１（（犇Φ＋

　犈）狓（犽）＋犇（犌Γ）－
１犌^犳（犽）＋ε（犽））．

得到如图４，图５所示的系统状态运动和控制输入变

图４　 文献［１４］方法状态的动态轨迹
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图５　 文献［１４］方法控制输入的动态轨迹

化的仿真曲线．

通过对图１～ 图５的比较可以看出，本文设计

的基于最优保性能积分滑模面的滑模控制系统，其

状态狓（犽）较文献［１４］具有更快的收敛速度，控制输

入能量总体消耗较小；同时，该方法与传统基于高氏

离散指数趋近律的滑模控制方法［１］相比较，系统没

出现控制抖振和稳态抖振，动态性能良好．

５　 结 　 　论
本文针对不确定离散时间系统，提出了一种最

优保性能积分滑模面和保性能积分滑模控制器的设

计方法．给出了最优保性能积分滑模面存在的充分

条件，既保证了系统状态的渐近稳定，控制过程保性

能指标函数具有最优上界值，又使得系统从初始状

态就位于积分滑模面上，具有全阶滑动模态，增强了

系统的鲁棒性，并且无控制抖振和稳态抖振产生．仿

真结果表明，所设计的离散积分滑模控制系统得到

了满意的控制效果．
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