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摘　要：在设计分散控制系统时，输入输出（ＩＯ）变量配对是一个重要的步骤．同时考虑系统的稳态增益和动态特性，

提出一种新的关联度量方法进行ＩＯ配对．在时域内基于传递函数的阶跃响应，其物理意义比较明确，并进一步结合

了相对关联阵列（ＲＩＡ）的优点．通过实例研究和与其他方法的对比表明，所提出的方法能较好地给出配对方案．
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１　引　　言
大型复杂工业过程都是多输入多输出（ＭＩＭＯ）

系统．对多变量控制系统的设计已有很多较为成熟

并得到成功应用的方法，如模型预测控制（ＭＰＣ）

等．尽管各种集中式控制策略得到了快速而有效的

发展，分散控制系统仍在实际工业应用中占据着主

要地位．分散策略将 ＭＩＭＯ系统分解成多个单输入

单输出（ＳＩＳＯ）回路，对每个回路采用ＰＩＤ控制器进

行控制．此种方法与用一个总的 ＭＩＭＯ控制器相

比，具有以下优点：１）调试参数少，使用更为方便；２）

系统局部出现震荡或扰动时，相应的回路即可对其

进行镇定；３）对于单回路的控制，在实际过程中有时

只关心控制效果，不必得到精确模型，而 ＭＩＭＯ控

制器对模型的依赖较强；４）效果直观，现场操作工人

不需要很多控制知识就能胜任工作；５）价格低廉，实

现容易．

对于多变量系统，设计多个ＳＩＳＯ控制回路的

主要任务就是进行变量配对，即建立输入输出之间

的联系．由于各变量之间存在关联作用，如何度量输

入输出之间的关联程度，并以此指导配对准则，达到

最佳控制效果，是设计分散控制系统最主要的困难．

关联程度的度量，最流行也最受到广泛研究的

是Ｂｒｉｓｔｏｎ
［１］提出的相对增益阵列（ＲＧＡ）概念．

ＲＧＡ的最大优势在于计算简便，只需知道开环系统

的稳态增益即可，已成功地应用于大量实际工业过

程［２，３］，如厂级能量循环、精馏过程等．由于ＲＧＡ只

利用了稳态增益，而没有考虑过程的动态特性，有时

会得出错误的关联分析结果．为此，人们提出了不少

改进方法，如动态相对增益阵列（ＤＲＧＡ）
［４，５］，性能

相对增益阵列 （ＰＲＧＡ）
［６］，效能相对增益阵列

（ＥＲＧＡ）
［７］等．ＤＲＧＡ的主要思想在于用带拉普拉

斯算子狊的传递函数代替ＲＧＡ公式中的稳态增益，

并假设在所有频率下回路能达到理想控制．Ｔｕｎｇ

和Ｅｄｇａｒ
［８］对这一方法进行了详细的推导．近期提

出的ＥＲＧＡ方法在频域内用传递函数的带宽表征

系统的响应速度，并以此作为权重系数调整增益矩
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阵，但其物理意义不明确 （后文将进一步分析

ＥＲＧＡ的其他缺点）．

衡量一个输出对一个输入的敏感程度，有两个

主要因素：增益和响应速度．传统的ＲＧＡ只考虑了

稳态增益，而忽略了响应速度．更合理的方法是将两

者相结合，给出一个综合的评估．为使物理意义更加

明确，本文在 Ｇａｇｎｅｐａｉｎ
［９］方法的基础上采用开环

阶跃响应进行时域分析，给出一种新的度量方法，提

出用平均相对关联阵列（ＡＲＩＡ）来衡量关联程度，

避免了平均相对增益阵列（ＡＲＧＡ）可能出现的由于

积分时间选取不当而出现的不连续现象．最后通过

几个例子并与其他几种方法相比较，说明此方法的

有效性．

２　基本概念
本文考虑系统输入和输出个数相同的方系统，

假设传递函数矩阵元素开环稳定，并且在稳态时增

益矩阵非奇异．图１给出了一个２×２方系统的关联

结构框图．

图１　２×２系统结构框图

２．１　犚犌犃

变量狔犻狌犼通道的相对增益定义为其他所有回

路闭合前后狔犻对狌犼的增益之比，这里假设其他回路

闭合后的输出达到了理想控制，即

λ犻犼 ＝
（狔犻／狌犼）狌犽≠犼＝ｃｏｎｓｔａｎｔ
（狔犻／狌犼）狔犾≠犻＝ｃｏｎｓｔａｎｔ

＝
犵犻犼
犵^犻犼
． （１）

ＲＧＡ为所有这些相对增益组成的狀×狀矩阵

Λ＝

λ１１ λ１２ … λ１狀

λ２１ λ２２ … λ２狀

   

λ狀１ λ狀２ … λ

熿

燀

燄

燅狀狀

．

Λ矩阵可由开环增益直接计算得到，即

Λ＝犌（０）犌
－Ｔ（０）． （２）

其中：符号  表示Ｈａｄａｍａｒｄ乘积，即点对点相乘；

犌－Ｔ（０）为犌（０）逆矩阵的转置．

λ犻犼 的物理意义表示其他回路的动作对狔犻狌犼 通

道的影响程度．显然，λ犻犼 越接近于１，表示其他回路

的打开或闭合对狔犻狌犼通道的影响越小，即关联程度

越小；而λ犻犼＜０则意味着，如果选择狔犻狌犼进行配对，

则狔犻随狌犼改变的方向相反，在控制器的作用下将会

使偏差越来越大，最后使系统不稳定．

２．２　犖犐指数
［１０］

对于一个狀×狀的多变量系统，假设已进行了主

对角线形式的配对方式，即狔１狌１，狔２狌２，…，狔狀狌狀．

如果不是主对角线形式的，则可对输入输出的顺序

进行调整，使之具有如上形式．ＮＩ（Ｎｉｅｄｅｒｌｉｎｓｋｉ

ｉｎｄｅｘ）定义如下：

ＮＩ＝ｄｅｔ［犌（０）］／∏
狀

犻＝１

犵犻犻（０）， （３）

即分子为犌（０）的行列式，分母为犌（０）主对角线上

元素的乘积．

关于ＮＩ有如下结论：ＮＩ＞０是系统稳定的必要

条件．即如果ＮＩ＜０，则系统必是不稳定的；ＮＩ＞０，

则不一定能保证系统稳定．特别地，对于２×２系统，

ＮＩ＞０是系统能保持稳定性的充要条件．

ＲＧＡ结合ＮＩ条件，是指导配对关系的有效工

具，准则如下：

１）配对后的ＲＧＡ元素应尽可能接近１；

２）ＮＩ＞０；

３）所有的ＲＧＡ元素都应大于０；

４）尽量避免很大的ＲＧＡ元素．

２．３　 相对关联阵列（犚犐犃）
［１１］

将输入向量狌对输出变量狔犻的影响分解为两部

分：来自狔犻狌犼 通道狌犼 的直接作用犵犻犼（狊），和由于关

联存在情况下其他输入对狔犻 的影响犪犻犼（狊）．表示成

如图２（ａ）所示的并联形式，犪犻犼（狊）称为绝对关联度．

若以相对关联度表示，则定义

φ犻犼（狊）＝犪犻犼（狊）／犵犻犼（狊） （４）

如图２（ｂ）所示．考虑关联的系统过程可描述为

犵^犻犼（狊）＝犵犻犼（狊）（１＋φ犻犼（狊））． （５）

图２　 动态关联性分解

假设每个回路的控制器均带有积分环节，稳态

下输出都可以达到设定值，由φ犻犼 组成的狀×狀矩阵

称为相对关联阵列（ＲＩＡ）．ＲＩＡ和ＲＧＡ存在如下关

系：

φ犻犼 ＝１／λ犻犼－１． （６）

ＲＩＡ与ＲＧＡ相比，虽然物理意义不同，但在数

值上却有着一对一的映射关系．因此原有的ＲＧＡ配

６９７１
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对准则可表述为：１）φ犻犼 尽量都接近于０；２）ＮＩ＞０；

３）所有的ＲＩＡ＞－１；４）尽量避免靠近－１的ＲＩＡ元

素．与ＲＧＡ相比，ＲＩＡ的优点主要体现在有若干个

候选配对方案时，使用ＲＩＡ可确定出最佳选择，即

ｍｉｎ∑狘φ
犽
犻犼狘， （７）

其中φ
犽
犻犼 表示第犽个配对方案里对应的ＲＩＡ元素．

３　 平均相对关联阵列
在假设其他回路均达到理想控制的前提下，

ＲＧＡ只利用了稳态增益的信息，即狊＝０情况下的

传递函数值．这将失去系统的一些动态特性，使得在

某些情况下ＲＧＡ将给出错误的配对信息．为更直观

地了解ＲＧＡ的这一缺点，看如下例子：

例１

犌（狊）＝

５ｅ－４０狊

１００狊＋１
ｅ－４狊

１０狊＋１

－５ｅ
－４狊

１０狊＋１
５ｅ－４０狊

１００狊＋

熿

燀

燄

燅１

，

犌（０）＝
５ １

－
［ ］
５ ５

，Λ＝
０．８３３３ ０．１６６７

０．１６６７ ０．
［ ］

８３３３
．

ＲＧＡ结果表明，应进行１１／２２配对．注意到犌（狊）

中主对角线上的传递函数时间常数和纯滞后时间都

远大于副对角线上的元素．可以预见到，１２／２１的

配对方式对输入的反应更加迅速．ＭｃＡｖｏｙ
［４］使用

最优ＰＩ控制器设计的方法对类似的例子进行的仿

真表明，１２／２１的配对更加合理．

３．１　 平均增益

在一个多变量系统中，某个输出狔犻受输入狌犼的

影响程度，不能仅看稳态增益的大小．如果将狌犼 到

狔犻的增益看成一种能量的输送，则考察功率即单位

时间 内 输 送 的 能 量 将 更 合 理． 本 节 将 采 用

Ｇａｇｎｅｐａｉｎ
［９］基于阶跃响应的方法，并重新推导和

加以推广．对下式描述的过程：

狔（狊）＝犌（狊）狌（狊）， （８）

假设传递函数矩阵的元素可表述为带纯滞后的一阶

对象，即

犵犻犼（狊）＝
犵犻犼ｅ

－犱犻犼狊

犮犻犼狊＋１
． （９）

对犵犻犼 的阶跃响应如图３所示．

图３　 带纯滞后的一阶对象阶跃响应

定义平均增益为

狆犻犼 ＝
１

犜∫
犜

０
狔犻犼（狋）ｄ狋． （１０）

其中：积分项表示曲线与横轴包围的面积，犜为选取

的积分时间．平均增益狆犻犼 组成的狀×狀方阵记为

犘＝

狆１１ 狆１２ … 狆１狀

狆２１ 狆２２ … 狆２狀

   

狆狀１ 狆狀２ … 狆

熿

燀

燄

燅狀狀

．

矩阵犘表示了所有回路在开环状况下，狔犻狌犼 通道在

增益和反应速度之间的一个权衡，可以通过对犜大

小的调整来改变两者之间的权重关系．

３．２　 平均相对增益

由于整个系统内部存在关联作用，其他回路的

状态，即开环或闭环，将会影响狔犻狌犼 通道的增益大

小．将式（８）改写成如下形式：

狔犻＝犵犻犼狌犼＋犵
犻犼
犻·狌

犼， （１１）

狔
犻
＝犵

犻犼
·犼狌犼＋犌

犻犼狌犼． （１２）

其中：犵
犻犼
犻·表示犌矩阵第犻行向量除去第犼列的１×（狀

－１）行向量，犵
犻犼
·犼表示犌矩阵第犼列向量除去第犻行

的（狀－１）×１列向量，犌
犻犼 表示犌矩阵除去第犻行和

第犼列的（狀－１）×（狀－１）矩阵．

假设在稳态时，其他回路闭合并达到理想控制，

式（１２）变为

０＝犵
犻犼
·犼（０）狌犼＋犌

犻犼（０）狌犼， （１３）

可得到如下表达式：

狌犼 ＝ ［犌
犻犼（０）］－１犵

犻犼
·犼（０）狌犼． （１４）

根据平均增益的定义和式（１１），（１４），可解得狌犼 对

狔犻的平均增益

珚狆犻犼 ＝狆犻犼－狆
犻犼
犻·［犌

犻犼（０）］－１犵
犻犼
·犼（０）． （１５）

于是得到

珚犘＝

珚狆１１ 珚狆１２ … 珚狆１狀

珚狆２１ 珚狆２２ … 珚狆２狀

   

珚狆狀１ 珚狆狀２ … 珚狆

熿

燀

燄

燅狀狀

．

为了与其他的概念相比较，这里引入平均相对

增益阵列（ＡＲＧＡ）

Γ＝犘⊙珚犘， （１６）

其中符号 ⊙ 表示点对点相除，即

γ犻犼 ＝
狆犻犼
珚狆犻犼
＝

狆犻犼

狆犻犼－狆
犻犼
犻·［犌

犻犼（０）］－１犵
犻犼
·犼（０）

． （１７）

注意到上式中犌犻犼（０）和犵
犻犼
·犼（０）分别用犘

犻犼 和狆
犻犼
·犼 替

换，得到的ＡＲＧＡ将与式（２）算法具有相同的形式．

　　ＡＲＧＡ和ＲＧＡ有一些相似的性质：１）若狆犻犼 ＝

０，则γ犻犼 ＝０；２）∑
狀

犼＝１

γ犻犼 ＝１，即Γ矩阵每行元素之和
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为１（证明过程略）；３）Γ对狌是无因次的，即与输入

采用的量纲无关．

３．３　 平均相对关联

结合ＲＩＡ和ＡＲＧＡ的概念，很容易推广到平均

相对关联阵列（ＡＲＩＡ）．由式（６）可得，ＡＲＩＡ为如下

定义的狀×狀方阵：

Ω＝

ω１１ ω１２ … ω１狀

ω２１ ω２２ … ω２狀

   

ω狀１ ω狀２ … ω

熿

燀

燄

燅狀狀

．

其中ω犻犼 ＝１／γ犻犼－１，或

ω犻犼 ＝－
狆
犻犼
犻·［犌

犻犼（０）］－１犵
犻犼
·犼（０）

狆犻犼
． （１８）

由于ω犻犼 和γ犻犼 的数值关系，ＡＲＧＡ的性质可相

应地推广到ＡＲＩＡ．特别地，如果是２×２系统，则

ω犻１ω犻２ ＝１．基于ＡＲＩＡ，本文提出如下配对准则：

１）ＲＧＡ元素和ＮＩ大于０；

２）ω犻犼 接近于０；

３）避免ω犻犼 ＜－１或接近于－１；

４）当存在多个候选的配对方案时，选取

ｍｉｎ∑狘ω
犽
犻犼狘．

上面准则１）是基于稳定性的考虑．前文中曾提

到ＲＧＡ结合ＮＩ指数，是一个能保持稳定性的必要

条件，这里仍借用这个工具来筛选出可行的方案．

４　 实例研究和讨论
本节通过几个实例对 ＡＲＩＡ的有效性进行验

证，并进一步将 ＡＲＩＡ 与其他方法相对比，讨论

ＡＲＩＡ的其他性质．

４．１　犃犚犐犃的例子

例１（续）　 取犜＝５０，可求得ＡＲＩＡ

Ω＝
１４．９２５５ ０．０６７０

０．０６７０ １４．
［ ］

９２５５
．

应用所提出的配对准则，应选择１２／２１配对形式

（ＮＩ＝６．０），这与前面提到的合理选择相一致．

例２

犌（狊）＝

５

４狊＋１
２．５ｅ－５狊

（２狊＋１）（１５狊＋１）

－４ｅ
－６狊

２０狊＋１
１

３狊＋

熿

燀

燄

燅１

．

ＲＧＡ和ＡＲＩＡ（犜＝２６）分别为

Λ＝
０．３３３３ ０．６６６７

０．６６６７ ０．
［ ］

３３３３
，

Ω＝
０．０６５０ １５．３７８７

１．５６３０ ０．
［ ］

６３９８
．

ＲＧＡ显示应实行１２／２１的 配对方式，而

ＡＲＩＡ给出的方案是１１／２２配对（ＮＩ＝３．０）．原因

是副对角线上的元素具有较大的时间常数和滞后环

节．文献［７］和［１０］也都对此例进行了研究．

例３

犌（狊）＝

－２ｅ
－狊

１０狊＋１
１．５ｅ－狊

狊＋１
ｅ－狊

狊＋１

１．５ｅ－狊

狊＋１
ｅ－狊

狊＋１
－２ｅ

－狊

１０狊＋１

ｅ－狊

狊＋１
－２ｅ

－狊

１０狊＋１
１．５ｅ－狊

狊＋

熿

燀

燄

燅１

．

ＲＧＡ和ＡＲＩＡ（犜＝１１）分别为

Λ＝

－０．９３０２ １．１８６０ ０．７４４２

１．１８６０ ０．７４４２ －０．９３０２

０．７４４２ －０．９３０２ １．

熿

燀

燄

燅１８６０

，

Ω＝

－５．０７６４ ０．３０６９ １．０８２８

０．３０６９ １．０８２８ －５．０７６４

１．０８２８ －５．０７６４ ０．

熿

燀

燄

燅３０６９

．

ＲＧＡ的结果显示１２／２１／３３（ＮＩ＝１．５９）和

１３／２２／３１（ＮＩ＝５．３８）均是可以接受的方案，并

没有给出具体哪一个更好．根据本文提出的准则

４），∑狘ω
１
犻犼狘＝０．９２０４＜３．２４８４＝∑狘ω

２
犻犼狘，故

应选择１２／２１／３３的方式进行配对，这与文献［７］

中的结果相一致．

例４　 考虑如下３×３的精馏塔过程
［１２］：

Δ犜

Δ犘

Δ

熿

燀

燄

燅犔

＝犌（狊）

Δ犙犅

Δ犇

Δ

熿

燀

燄

燅犚

，

其中

犌（狊）＝

－１．９８６ｅ
－０．７１狊

６６．６７狊＋１
５．２４ｅ－６０狊

４００狊＋１
５．９８４ｅ－２．２４狊

１４．２９狊＋１

０．０２０４ｅ－４．１９９狊

５狊＋１
－０．３３ｅ

－１．８８３狊

３．９０４狊＋１
２．３８ｅ－１．１４３狊

１０狊＋１

０．３７４ｅ－７．７５狊

２２．２２狊＋１
－１１．３ｅ

－１４．７８狊

３５．６６狊＋１
－９．８８１ｅ

－１．５９狊

１１．３５狊＋

熿

燀

燄

燅１

．

ＲＧＡ和ＡＲＩＡ（犜＝６３．９）经计算得

Λ＝

１．０９２７ －０．１０４４ ０．０１１７

０．００５９ ０．１０４７ ０．８８９４

－０．０９８６ ０．９９９７ ０．

熿

燀

燄

燅０９８９

，

Ω＝

－０．０４７４ －１４．３５５４ ３８．７８５８

１４８．９６８ ７．６１８４ ０．１３９９

－１０．５４２４ ０．００８５ ７．

熿

燀

燄

燅８３５７

．

ＲＧＡ的结果显示１１／２３／３２（ＮＩ＝１．０３）和

１３／２１／３２（ＮＩ＝３９．７）可以接受，并根据主观判

断前一个配对方案更好（各元素更接近于１）；ＡＲＩＡ

准则给出了更加清晰的结果：∑狘ω
１
犻犼狘＝０．１９５８
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１８７．８＝∑狘ω
２
犻犼狘，故应选择１１／２３／３２的方式

进行配对，即使用再沸器热载犙犅 控制塔板温度犜，

使用回流比犚控制塔压犘，使用塔顶馏出量犇控制

回流釜液位犔．文献［１２］和［１３］均对此例进行了研

究，结果与本文提出的方法相一致．

４．２　 相关讨论

４．２．１　犃犚犐犃与犚犐犃的关系
式（９）在时域内的阶跃响应表达式为

狔犻犼 ＝

０，狋＜犱犻犼；

犵犻犼（１－ｅｘｐ（－狋－犱犻犼
犮犻犼

）），狋≥犱犻犼
烅

烄

烆
．
（１９）

当犜趋向无穷大时

狆犻犼 ＝ｌｉｍ
狋→＋∞
犵犻犼（１－ｅｘｐ（－狋－犱犻犼

犮犻犼
））＝犵犻犼．（２０）

上式表明，此时犘矩阵退化成犌，即ＡＲＧＡ与ＲＧＡ

一致，ＡＲＩＡ与ＲＩＡ一致．对例１的犜取不同值的曲

线如图４所示．可见犜的取值实际上代表了稳态增

益和反应速度在衡量关联性时所占的权重大小．犜

越大，则越倾向于偏重考虑稳态增益．

图４　犃犚犐犃关于犜变化的曲线

４．２．２　 有关犈犚犌犃
近期提出的ＥＲＧＡ

［７］同样考虑了响应速度对

关联性的影响．这里指出ＥＲＧＡ的一些缺点并与

ＡＲＩＡ进行比较．

１）在频域内的物理意义不明确，将稳态增益和

带宽相乘不能准确表达关联性与两者的关系；

ＡＲＩＡ将输出受输入影响的程度看成一种能量传

输，以单位时间内传送的能量衡量关联度，可以通过

调整犜值的大小取得权衡．

２）带宽定义：记直流输入（狊＝０）时输出为

狘犵狘，则当输出为０．７０７狘犵狘时所处的频率值称为

带宽．可以看到带宽对纯滞后环节不敏感，比如

ｅ－犱狊／（狊＋１），无论犱为多少，带宽均为１ｒａｄ／ｓ，不能

完全表征响应速度．

３）对传递函数内含有纯积分环节的项，带宽为

无穷大；ＡＲＩＡ可以计算对应输出的变化率
［１４］．

４．２．３　犃犚犐犃的优点
由于基于开环阶跃响应的方法，得到的结果与

所选取的犜有关，这就有可能因犜选取不当而导致

在某个间断点两侧出现γ犻犼 为正负无穷大的现象．以

２×２系统为例，式（１７）可写成如下形式：

γ１１ ＝
１

１－
犵２１（０）狆１２（犜）

犵２２（０）狆１１（犜）

． （２１）

当犵２１（０）狆１２（犜０）＝犵２２（０）狆１１（犜０）时，犜在犜０

两侧分别趋向正无穷大和负无穷大，这是在选取犜

时所不愿意看到的现象．结合ＲＩＡ概念可以避免此

类间断点的出现［１１］，即

ω犻犼 ＝－
狆
犻犼
犻·［犌

犻犼（０）］－１犵
犻犼
·犼（０）

狆犻犼
．

犜只要选取大于最大滞后时间即可，狆犻犼 ≠０．此外，

ＡＲＩＡ同样继承了ＲＩＡ最大的优点，即对关联性给

出了一个全局的衡量标准，在筛选出若干个可行方

案时，计算∑狘ω
犽
犻犼狘的最小值便可直接给出最佳方

案（见例３和例４）．

４．２．４　 其他问题

犜的大小可以视为权重因子，一般推荐在区间

［ｍａｘ（犱犻犼）＋ｍｉｎ（犮犻犼），ｍａｘ（犱犻犼）＋ｍａｘ（犮犻犼）］内．如

果滞后时间相差较大，则可在此区间内取较小的值．

对于犜的选择，前面的４个例子中，例１和例４的滞

后时间跨度较大，选取为ｍａｘ（犱犻犼）＋ｍｉｎ（犮犻犼），即最

大滞后时间加最小时间常数；例２和例３都选择为

ｍａｘ（犱犻犼）＋ｍａｘ（犮犻犼）．

本文提出的方法虽然只考虑了一阶惯性系统的

形式，但同样适用于高阶系统．对于高阶传递函数，

可直接进行解析计算（如例２中的犵１２）或近似成带

纯滞后的一阶对象处理．

在维数较高的情况下，则可以转化为混合整数

优化问题［１５］．

５　 结 　 　论
本文针对多变量系统的关联度量，提出了一种

新的衡量方法：平均相对关联阵列，对系统的分散控

制结构进行了变量配对．ＡＲＩＡ继承了ＲＩＡ的一些

特点，并考虑了系统的一些动态特性，对原有的关联

度量方法进行了改进，并对其他方法进行了对比和

讨论．实例研究表明，ＡＲＩＡ方法能较为有效地综合

考虑系统信息，并给出合理的配对方案．

本文对 ＡＲＩＡ的推导是基于其他回路在稳态

下达到理想控制的假设下进行的，可以说是考虑了

多变量系统的局部动态特性．对于加入控制器如何

改变系统的模型及闭环性能的研究，不在本文讨论

的范围之内．实际上，ＲＧＡ的出发点就是最大限度

地利用开环信息来对闭环性能进行预测．
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