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摘 要: 建立关于 Sylvester方程的鲁棒极点配置梯度流优化算法模型,在线求解相应的二次优化问题,并在线计算

状态反馈增益矩阵,使得闭环系统矩阵的全部特征值位于给定的区域中.对于一切满足条件的扰动,具有最小灵敏

度,闭环系统大范围一致渐近稳定.仿真结果验证了该方法适用于非线性系统的鲁棒镇定问题和在线鲁棒极点配置

问题.
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Abstract: A gradient flow algorithm models developed for the on-line robust pole assignment is proposed for solving

Sylvester equations. The algorithm shows to be capable of synthesizing linear feedback control systems via on-line

computing feedback gain matrix and desired closed-loop poles. Meanwhile, the close-loop system matrix is least sensitive to

perturbation or uncertainty，and uniformly asymptotically stable in largely range. Simulation results show that the proposed

approach is suitable to the problem of robust stabilization for nonlinear system and on-line robust pole assignment.
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1 引引引 言言言

定常线性系统的极点完全决定了系统的稳定性

(渐近稳定性), 还决定了系统的响应速度. 设计某种

形式的线性定常控制律, 使得闭环系统具有指定的

希望的一组极点并且具有最小闭环极点灵敏度的控

制系统设计是鲁棒控制领域中的一个重要问题. 该

方法受到控制理论界的普遍关注, 并取得了一些成

果[1-3].如Kautsky等人[1]首次将鲁棒极点配置问题转

化为优化问题,并计算出反馈增益矩阵,但是这些方

法均通过离线计算来实现鲁棒极点配置的相关问题.

近年来, 不断有利用神经网络的并行计算能力

实现在线鲁棒极点配置的相关研究成果出现, 文献

[4]设计了多层递归神经网络, 其收敛到的最优解为

期望的闭环系统的极点,但其收敛速度较慢. [5-6]利

用模拟退火神经网络实现鲁棒极点配置,其收敛性受

参数的影响较大,必须根据具体的对象凭经验设计参

数,因此限制了其实际应用. [7]通过递归神经网络求

解 Slyvester方程, 以达到极点配置的目的, 但很难实

现闭环系统的鲁棒性要求.

在研究线性时变系统时, 将系统系数的时间变

量视为一个参数[8].如果系统的冻结时间特征值位于

复平面上的左侧, 并且系统矩阵的时间变化率足够

小, 则Dosoer证明了线性时变系统是一致渐近稳定

的[9],同时给出了时间变化率的确切界限.

本文利用线性系统的鲁棒性分析结果和输出

反馈特征结构配置方法, 将一类时变线性系统的鲁
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棒控制问题转换为其对应的线性定常系统的鲁棒

极点配置问题, 并通过在线实时地求解相对应的优

化问题,进而通过设计计算量很小的 (避免求解矩阵

的逆)在线迭代学习算法,实时计算最优反馈增益矩

阵,实现闭环系统极点的动态配置.该方法在线优化

反馈控制系统的性能,使得闭环控制系统具有最大的

稳定鲁棒性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下线性系统:

𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+Δ𝑎(𝑥, 𝑡). (1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛和𝑢 ∈ 𝑹𝑚(𝑚 ⩽ 𝑛)分别为系统的状态

向量和输入向量; 𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛和𝐵 ∈ 𝑹𝑛×𝑚分别为已

知参数矩阵; Δ𝑎(𝑥, 𝑡)为系统扰动,满足关系式

∥Δ𝑎(𝑥, 𝑡)∥ ⩽ 𝛿1∥𝑥∥, (2)

这里 𝛿1为非负标量.要解决的问题是对于给定的受扰

系统,设计适当的定常输出反馈律

𝑢 = 𝐾𝑦, (3)

使得闭环系统渐近稳定.鲁棒输出反馈镇定问题具体

描述如下.

问题 1 给定: 1)复平面左半平面中的一个区域

Ω ; 2) 矩阵𝐵和𝐶满秩, 且 (𝐴,𝐵)能控, (𝐴,𝐶)能观;

3)非负标量 𝛿1,寻求一个实矩阵𝐾 ∈ 𝑹𝑚×𝑟,使得下

述两个条件成立: 矩阵𝐴𝑐 = 𝐴 + 𝐵𝐾𝐶的全部特征

值位于区域Ω中; 对于一切满足式 (2)的扰动, 系统

(1)和 (3)大范围一致渐近稳定.

上述问题中的极点区域反映了对于系统稳定性

和动态响应特性的要求.闭环系统 (1)和 (3)一致渐近

稳定的充分条件[10]为

∥Δ𝑎(𝑥, 𝑡)∥ <
1

∥𝑅∥∥𝑃∥∥𝑅−1∥∥𝑥∥, (4)

其中𝑃 为满足Lyapunov矩阵方程

𝐴T
𝑐 𝑃 + 𝑃𝐴𝑐 = −2𝐼

的正定对称矩阵.矩阵𝐴𝑐定义为𝐴𝑐 = 𝑅−1𝐴𝑐𝑅, 𝑅为

任何一个𝑛阶可逆矩阵. 如果选取𝑅 = 𝑉 , 其中𝐴+

𝐵𝐾𝐶 = 𝑉 −T𝐹𝑉 , 𝐹 = diag(𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛),则有𝐹𝑃

+𝑃𝐹 = −2𝐼 ,该方程的唯一解为

𝑷 = diag
(
− 1

𝑠1
,− 1

𝑠2
, ⋅ ⋅ ⋅ ,− 1

𝑠𝑛

)
,

∥𝑷 ∥ = max
1

{∣𝑠𝑖∣, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛} .
式 (4)可表示为

∥Δ𝑎(𝑥, 𝑡)∥ <
min{∣𝑠𝑖∣, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}

∥𝑽 ∥∥𝑉 −1∥ . (5)

结合式 (2),若有

𝛿1 <
min{∣𝑠𝑖∣, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}

∥𝑽 ∥∥𝑉 −1∥
成立,且令鲁棒性能指标

𝐽1 =
𝛿1∥𝑽 ∥∥𝑉 −1∥

min{∣𝑠𝑖∣, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛} ,
则系统 (1)和 (3)大范围已知渐近稳定的充分条件等

价于 𝐽 < 1. 矩阵𝐾也为矩阵𝑉 的函数, 因此可将上

述问题转化为寻找矩阵𝑉 ,使得 𝐽最小化, 等价于 𝐽2

= 𝛿1∥𝑽 ∥∥𝑉 −1∥最小化. 若𝜙(𝑉 ) = ∥𝑽 ∥2 + ∥𝑉 −1∥2,

则有 1 ⩽ ∥𝑽 ∥2∥𝑉 −1∥2 ⩽ 𝜙(𝑉 ).因此考虑 𝐽3 = ∥𝑽 ∥2𝐹
+∥𝑉 −1∥2𝐹 , 其中 ∥ ⋅ ∥2𝐹 表示 Forbenius范数. 根据文献

[11], 𝐽3有全局极小点, 且 𝐽3的全局 (局部)极小点为

𝐽2的全局 (局部)极小点.因此,基于以上讨论,鲁棒极

点配置问题可转化为求解如下的优化问题:

min ∥𝑉 ∥2𝐹 + ∥𝑍∥2𝐹 ; (6)

s.t. 𝐴𝑉 +𝐵𝑊 − 𝑉 𝐹 = 0, 𝑉 𝑍 = 𝐼,

𝑉 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑊 ∈ 𝑅𝑚×𝑛. (7)

其中: 𝐼 ∈ 𝑅𝑛×𝑛为单位阵,引入新的矩阵变量𝑍的目

的是使得优化问题的可行解𝑉 非奇异.一旦得到矩阵

𝑊 和𝑍,即可得到反馈律增益矩阵𝐾 = 𝑊𝑍.传统的

极点配置方法需要进行离线计算.下面通过构造梯度

流算法在线求解式 (6)和 (7)描述的二次优化问题.

3 梯梯梯度度度流流流算算算法法法模模模型型型及及及其其其收收收敛敛敛性性性分分分析析析

首先,关于值函数𝑉 (𝑡), 𝑊 (𝑡)和𝑍(𝑡)的矩阵分别

定义如下:

𝐽(𝑉 (𝑡)) = ∥𝑉 (𝑡)∥2𝐹 + ∥𝑍(𝑉 (𝑡))∥2𝐹 , (8)

𝜉(𝑊 (𝑡)) = 𝐵𝑊 (𝑡) +𝐴𝑉 (𝑡)− 𝑉 (𝑡)𝐹, (9)

𝜁(𝑍(𝑡)) = 𝑉 (𝑡)𝑍(𝑡)− 𝐼. (10)

若取各变量对于时间的导数为相应定义函数的负梯

度下降方向, 则𝐽(𝑉 (𝑡)), 𝜉(𝑊 (𝑡))和 𝜁(𝑍(𝑡))分别成指

数形式收敛,有 (为了简洁起见,以下将符号中的时间

变量 𝑡适当省略)

𝑣̇𝑖𝑗 = −𝜇𝑉
∂𝐽(𝑉 )

∂𝑣𝑖𝑗
.

于是,关于矩阵的𝑉 梯度流算法的动态方程描述为

𝑣̇𝑖𝑗 = −𝜇𝑉 (tr(𝑉
TΓ )− tr(𝑍Γ𝑍𝑍−T)), (11)

其中 𝑣𝑖𝑗是矩阵为𝑉 的第 (𝑖, 𝑗)个元素.设计参数Γ ∈
𝑅𝑛×𝑛, 𝜇𝑉 > 0.对于式 (9)和 (10),令

𝜉(𝑊 ) = −𝜇𝑊 𝜉(𝑊 ), (12)

𝜁(𝑍) = −𝜇𝑍𝜁(𝑍). (13)

其中: 𝜇𝑊 > 0, 𝜇𝑍 > 0.由式 (12)和 (13)得到矩阵𝑊

和𝑍的梯度流算法的动态方程为

𝐵𝑊̇ = −𝜇𝑊 (𝐵𝑊 +𝐴𝑉 − 𝑉 𝐹 ), (14)

𝑉 𝑍̇ = −𝜇𝑍(𝑉 𝑍 + 𝐼). (15)

该鲁棒极点配置梯度流动态网络模型由式 (11), (14)

和 (15)(相互关联的 3组微分方程)组成, 网络模型的

输出为𝑍和𝑊 , 反馈律增益矩阵可由𝐾 = 𝑊𝑍得
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到.其结构框图如图 1所示.
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图 1 算法的结构框图

设动态方程 (7)∼(9)的平衡点集合 (𝑉 , 𝑊̄ , 𝑍) ∈
Ω ,满足约束条件 (5)的可行解集合为Ω∗, 𝜆𝑗(𝐴)表示

矩阵𝐴的第 𝑗个特征值.

定理 1 若 (𝐴,𝐵)能控, 给定矩阵𝐹 = diag(𝑠1,

𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛), 则 𝑠𝑖 < 0(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为期望的闭环
极点; 若 𝑠𝑖 ∕= 𝜆𝑗(𝐴), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

则网络的动态方程 (7)∼(9)所有状态变量 (𝑉,𝑊,𝑍)

全局渐近稳定,且平衡点 (𝑉 , 𝑊̄ , 𝑍) ∈ Ω∗.

证证证明明明 定义如下能量函数:

𝐸𝑊 (𝑊, 𝑡) = ∥𝐵𝑊 +𝐴𝑉 − 𝑉 𝐹∥2𝐹 ,
𝐸𝑍(𝑍, 𝑡) = ∥𝑉 𝑍 − 𝐼∥2𝐹 .

若令 𝑊̃ = 𝑊 − 𝑊 ∗, 𝑊̄ = 𝐵𝑊̃ , 其中𝑊 ∗满足

𝐴𝑉 + 𝐵𝑊 ∗ − 𝑉 𝐹 = 0, 则𝐸𝑊 (𝑊̃ , 𝑡) = ∥𝐵𝑊̃∥2𝐹 =

trace{𝑊̃T𝑊̃}.又因𝐵𝑊̇ = −𝜇(𝐴𝑉 − 𝑉 𝐹 −𝐵𝑊 ),则

𝐵 ˙̃𝑊 = −𝜇𝐵𝑊̃ = −𝜇𝑊̄ ,于是有

𝐸̇𝑊̃ (𝑊̃ , 𝑡) = trace
{
2𝑊̄T ˙̄𝑊

}
=

− 2𝜇 trace{𝑊̄T𝑊̄} = −2𝜇𝐸𝑊̃ (𝑊̃ , 𝑡) ⩽ 0. (16)

若令𝑍∗满足等式𝑉 𝑍∗ = 𝐼 , 𝑍 = 𝑍 −𝑍∗,根据式

(15),有

𝑉 ˙̃𝑍 = −𝜇𝑉 𝑍 + 𝜇𝐼 = −𝜇𝑍, 𝑍 = 𝑉 𝑍 − 𝐼,

则𝐸𝑍(𝑍, 𝑡) = ∥𝑉 𝑍 − 𝐼∥2𝐹 = trace{𝑍T𝑍},于是有

𝐸̇𝑍(𝑍, 𝑡) = trace
{
2𝑍T ˙̄𝑍

}
=

−2𝜇trace{𝑍T𝑍} = −2𝜇𝐸𝑍(𝑍, 𝑡) ⩽ 0. (17)

定义总能量函数为

𝐸(𝑇, 𝑉 , 𝑍) = 𝐸𝑊 (𝑇 ) + 𝐸𝑊 (𝑊̃ , 𝑡) + 𝐸𝑍(𝑍, 𝑡),

其对于时间的导数为

𝐸̇(𝑇, 𝑊̃ , 𝑍) =

trace
{(∂𝐸𝑊 (𝑇 )

∂𝑇

)T

𝑇
}
+ 𝐸̇𝑊̃ (𝑊̃ , 𝑡) + 𝐸̇𝑍(𝑍, 𝑡) =

− trace
{(∂𝐸𝑊 (𝑊 )

∂𝑊

)T ∂𝐸𝑊 (𝑊 )

∂𝑊

}
+

𝐸̇𝑊̃ (𝑊̃ , 𝑡) + 𝐸̇𝑍(𝑍, 𝑡). (18)

根据式 (17)和 (18)得到 𝐸̇(𝑇, 𝑊̃ , 𝑍) ⩽ 0.因此,式(11),

(14)和 (15)所有状态变量 (𝑉,𝑊,𝑍)全局渐近稳定,

又根据式 (17)和 (18),有平衡点(𝑉 , 𝑊̄ , 𝑍) ∈ Ω∗. 2
定理 2 对于反馈控制系统 (1)和 (9), 给定任意

的初始状态 (𝑉,𝑊,𝑍) /∈ Ω , 若动态方程 (7)∼(9)的平

衡点为 (𝑉 , 𝑊̄ , 𝑍) ∈ Ω∗,取反馈控制律

𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑊 (𝑡)𝑍(𝑡)𝑥(𝑡), (19)

则𝑥(𝑡)(𝑡 ⩾ 0)有界, lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) → 0.

证证证明明明 对矩阵𝐴+𝐵𝐾进行 Jordan分解,有

𝐴+𝐵𝐾 = 𝑃𝐽𝑃−1.

其中: 𝐽为矩阵𝐴 + 𝐵𝐾的 Jordan标准型, 𝑃 ∈ 𝐶𝑛×𝑛,

𝑃 可逆. 由指数函数的性质有 e(𝐴+𝐵𝐾)𝑡 = 𝑃 e𝐽𝑡𝑃−1,

从而有

∥e(𝐴+𝐵𝐾)𝑡∥ ⩽ ∥𝑃∥ ⋅ ∥𝑃−1∥ ⋅ ∥e𝐽𝑡∥. (20)

e𝐽𝑡的元素由下述形式构成:

𝑐𝑡𝑘e(𝛼+𝛽j)𝑡, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑝− 1.

其中: 𝑐为常数; 𝛼 + 𝛽j为矩阵的特征值; 𝑝为特征值

所在的与该项元素对应的 Jordan块的阶数. e𝐽𝑡有界

的充要条件是矩阵 𝐽的特征值 (即矩阵𝐴 +𝐵𝐾的特

征值)具有非正实部. 根据定理 1, 易知 e𝐽𝑡 → 0(𝑡 →
∞). 利用式 (20), ∥e(𝐴+𝐵𝐾)𝑡∥有界, lim

𝑡→∞
∥e(𝐴+𝐵𝐾)𝑡∥

= 0,进而有𝑥(𝑡)(𝑡 ⩾ 0)有界,且 lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) → 0. 2
4 时时时变变变线线线性性性系系系统统统梯梯梯度度度流流流算算算法法法

考虑如下的时变系统:

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢+Δ𝑎(𝑥, 𝑡). (21)

在研究线性时变系统的稳定性时,如果系统的冻结时

间特征值位于复平面的左侧,且系统矩阵的时间变化

率足够小,则时变系统稳定.因为任何一个定常线性

系统的渐近稳定性均具有一定程度的鲁棒性,即系统

矩阵围绕某一常值矩阵波动的时变系统,只要波动量

足够小,便可由其定常化系统决定其稳定性.其次,对

于慢时变线性系统,若其系统矩阵元素的变化率足够

小或具有某种形式的Lipushitz条件,则该系统的渐近

稳定性可根据系统矩阵特征值是否在所有时间上具

有负实部来判定.

对于时变系统 (21), 根据系数“冻结法”, 可将其

鲁棒输出反馈镇定问题转化为相应的定常线性系统

的鲁棒控制问题, 则对应的矩阵𝑊 和𝑍的梯度流算

法动态方程分别为如下形式:

𝐵(𝑡)𝑊̇ (𝑡) = −𝜇𝑊 [(𝐵(𝑡) + 𝐵̇(𝑡))𝑊 (𝑡)−
𝑉 (𝑡)𝐹 + (𝐴(𝑡) + 𝐴̇(𝑡))𝑉 (𝑡)+

𝑉̇ (𝑡)(𝐴(𝑡)− 𝐹 )], (22)

𝑉 (𝑡)𝑍̇(𝑡) = −𝜇𝑍 [𝑉 (𝑡)(𝑍(𝑡) + 𝑍̇(𝑡)) + 𝐼]. (23)

因此时变线性系统的梯度流网络模型由式 (11), (22)

和 (23)组成,网络模型的输出为𝑍(𝑡)和𝑊 (𝑡).
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5 仿仿仿真真真研研研究究究

下面考虑倒立摆系统的在线鲁棒控制问题.倒立

摆系统是一个具有非最小相位的非线性系统,其运动

方程可描述为

(𝑀 +𝑚)𝑥̈+𝑚𝑙
(
𝜃 cos 𝜃 − 𝜃2 sin 𝜃

)
+ 𝑏𝑥̇ = 𝑢,

𝑚
(
𝑥̈ cos 𝜃 + 𝑙𝜃 − sin 𝜃

)
= 0.

其中: 𝑀为小车的质量, 𝑚为倒立摆顶端重物的质量,

𝑙为摆杆长度, 𝑔为重力加速度, 𝑏为小车运动的摩擦

力, 𝜃为摆的角度, 𝑥为小车的位移, 𝑢为作用力.定义 𝜉

= [𝑥 𝑥̇ 𝜃 𝜃]T,则倒立摆系统的状态空间描述为 𝜉 =

𝑓(𝜉, 𝑢),其中

𝜉 = [𝑥 𝑥̇ 𝜃 𝜃]T, 𝑓(𝜉, 𝑢) = [𝑓1 𝑓2 𝑓3 𝑓4],

𝑓1 = 𝑥2(𝑡), 𝑓3 = 𝑥4(𝑡),

𝑓2 =
1

𝑀 +𝑚 sin2 𝑥3

(𝑢+𝑚(𝑙𝑥4−

g cos𝑥3) sin𝑥3 − 𝑏𝑥2),

𝑓4 = ((𝑀 +𝑚)g sin 𝑥3 + (𝑏𝑥2 − 𝑢−
𝑚𝑙𝑥2

4 sin 𝑥3) cos 𝑥3)/𝑙(𝑀 +𝑚 sin2 𝑥3).

系统参数𝑀 = 1.378 kg, 𝑚 = 0.051 kg, 𝑙 = 0.325m, 𝑔

= 9.8 kg/s, 𝑏 = 9.81m/s2.

根据文献 [12], 给定某一初始状态, 伺服控制系

统满足在一定意义下的零-误差轨迹是局部指数稳定

的,因此可以考虑线性化后的系统的稳定性问题.根

据文献 [13]中的结果,若 (∂𝑓(𝜉, 𝑢)/∂𝜉 ∂𝑓(𝜉, 𝑢)/∂𝑢)可

控, 则存在控制律𝑢 = 𝐾𝑥使得 ∂𝑓(𝜉, 𝑢)/. ∂𝜉的特征

值具有负实部.对于倒立摆运动方程,有

𝐴(𝑥) =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0
−𝑏

𝑀 +𝑚 sin2 𝑥3

∂𝑓2
∂𝑥3

2𝑚𝑙𝑥4 sin𝑥3

𝑀 +𝑚 sin2 𝑥3

0 0 0 1

0
−𝑏 cos 𝑥3

(𝑀 +𝑚 sin2 𝑥3)𝑙

∂𝑓4
∂𝑥3

𝑚𝑙𝑥4 sin 2𝑥3

(𝑀 +𝑚 sin2 𝑥3)𝑙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵(𝑥)=

[
0

1

𝑀 +𝑚 sin2 𝑥3

0
− cos 𝑥3

(𝑀 +𝑚 sin2 𝑥3)𝑙

]T
.

为了实时稳定雅可比线性化对 (𝐴(𝑥) 𝐵(𝑥)),考

虑如下的时变Sylvester方程:

𝐴(𝑥)𝑉 (𝑥)− 𝑉 (𝑥)Λ = −𝐵(𝑥)𝑊 (𝑥),

𝐾(𝑥)𝑉 (𝑥) = 𝑊 (𝑥).

其中: Λ = [−2 −3 −4 −5], 𝑥(0) = 0, 𝑥̇(0) = 0, 𝜃(0) =

0.3, 𝜃(0) = 0.在式 (2)中非负标量 𝛿1 = 0.3,收敛因子

决定极点配置的收敛速度.在仿真中𝜇𝑊 = 𝜇𝑍 = 𝜇𝑉

= 100已满足需要.对于快变系统收敛因子可以取更

大的值. 在优化过程中, 为了使𝑉 (𝑥)非奇异, 应保证

𝜆(𝐴)
∩

𝜆(Λ) = ∅.仿真结果如图 2∼图 4所示.
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图 2 梯度流算法的状态
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图 3 状态反馈矩阵和梯度流算法状态的Forbenius范数
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图 4 倒立摆系统的状态

仿真结果验证了利用极点配置算法系统闭环极

点可迅速收敛到期望的极点,并且闭环控制系统具有

一定的鲁棒性.

6 结结结 论论论

关于Sylvester方程的鲁棒极点配置梯度流优化

算法模型由 3个微分方程组组成.通过构造控制系统

梯度流算法,在线求解相应的二次优化问题,实现了

在线计算状态反馈增益矩阵,使得闭环控制系统具有

希望的闭环极点.对于一切满足条件的扰动,系统大

范围一致渐近稳定,且对扰动和不确定性具有最小灵
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敏度.该方法适用于定常线性系统和慢时变线性系统

的在线鲁棒控制器设计,但对于快时变的线性系统而

言,应该从其稳定性条件入手来分析、解决在线鲁棒

性设计问题.
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