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摘 要: 提出一种改进二元决策图 (BDD)的网络可靠性评估方法. 为了解决BDD构造中有效识别同构子图的问题,

将边收缩 /删除法应用于BDD的图分解中, 并提出了BDD的宽度优先搜索算法, 通过遍历BDD图对边进行排序, 为

布尔函数的不交化提供了一种新的高效途径. 实验结果表明, 该算法具有精确性高、时间复杂度低的优点, 可以避免

常规最小路算法中进行不交化的大量运算, 并可应用于一些大规模的网络.
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Abstract: An improved method for evaluating the network reliability based on binary decision diagrams(BDD) is presented.

To solve the structure in the effective identification of BDD subgraph isomorphism problem, the edge contraction/deletion

is applied to this decomposition process of network graphs. and the width first search algorithm of BDD is proposed. By

traversing BDD graph, the edges are sorted. A new and efficient way is provided for the Boolean function disjoint. The

experiment results show that, the algorithm has the merit of high accuracy and low time complexity, and can avoid a large

number of disjoint operations in the minimum path algorithm, which can be applied to a number of large-scale networks.
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1 引引引 言言言
“安全、可靠、经济、高效”是网络建设和运行

的目标, 其中可靠性是最直接的影响因素, 因此, 网络

的可靠性成为一个备受关注的问题. 为了有更好的认

识, 对网络可靠性研究的重大理论意义和应用价值也

日益凸显. 人们需要关注, 这些网络到底有多可靠? 如

何正确地评价网络的可靠性?

目前, 网络可靠性的评价方法可以分为模糊法和

精确法两类. 其中精确评估法也大致分为两类: 1)需

要列举出网络中的最小路集或最小割集, 根据容斥原

理对集合中的不相关元素进行统计得到可靠性值, 但

是这类方法只适用于小型网络分析[1-3]; 2)基于网络

拓扑化简, 将网络中的一些特殊结构 (如串并结构、多

边形结构、三角形结构等)用简单的结构去替代, 得到

相应的可靠性值, 直到整个网络缩减为一条链路. 但

对于大多数网络, 只有网络中的一部分可以进行拓

扑化简. 为此, 研究者提出了因子分解的方法, 将问

题分解为两个互斥的子问题进行分析, 并证明了因子

分解方法比最小路集和最小割集方法更有效. 但是

随着网络规模的扩大, 因子分解法也无法适用. 文献

[4]将二元决策图方法引入了网络化简, 提出二元决

策图 (BDD)模型, 它是布尔函数表示下的一种图形方

式, 已广泛应用于计算机网络、电子电路、逻辑综合

和逻辑验证中. [5]对BDD进行了推广, [6]将其引入

到可靠性分析中, 并由 [7]进行了拓展. 自 [8]最早应

用于故障树分析以来, BDD技术在故障树分析中显

示出计算效率高、结果精确、可方便利用计算机编程

来实现等特点, 近年来日益受到重视, 取得不少应用.

[9]证明了BDD方法的效率, 并且可以用于某些大型

网络的可靠性分析. [10]提出的BDD算法是目前最

有效的可靠性精确评估法.
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本文利用网络节点分区的思想, 对该技术进行改

进, 提出了采用改进BDD求解𝐾-终端网络可靠性的

方法. 改进BDD的创新之处在于将边收缩 /删除法应

用于BDD的图分解中, 解决了BDD构造中有效识别

同构子图的问题. 同时, 算法中提出的BDD生成顺序

的技术, 可以很快到达BDD的叶结点, 为布尔函数的

不交化提供了一种新的高效途径. 实验结果表明, 该

算法具有精确性高、时间复杂度低的性能, 利用先进

数据结构进行编码和操作布尔函数, 可以避免常规最

小路算法中进行不交化的大量运算, 适用于一些大规

模的网络.

2 理理理论论论基基基础础础

定义 1[11] BDD是有向的、结点具有标号的二

叉树 (𝑉 ,𝑁 ). 其中: 𝑁 为标号集; 𝑉 为结点集, 包含两

类结点:

1)具有结点值 value(𝑣) ∈ {0, 1}的叶结点;

2)具有标号 index(𝑣) ∈ 𝑁 的结点, 这类结点具有

两个子结点 low(𝑣)和 high(𝑣) ∈ 𝑉 , 规定的左子结点

为 high(𝑣), 右子结点为 low(𝑣).

定义 2[11] 一个BDD中以结点 𝑣为根的子树表

示的布尔逻辑函数 𝑓𝑣(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)为:

1)当 𝑣是叶结点时, 有 𝑓𝑣 = value(𝑣);

2)当 𝑣是具有标号 index(𝑣) = 𝑖的结点时, 有

𝑓𝑣(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛) =𝑥̄𝑖𝑓low(𝑣)(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)+

𝑥𝑖𝑓high(𝑣)(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛).

3 利利利用用用改改改进进进BDD计计计算算算K-终终终端端端网网网络络络可可可靠靠靠性性性

3.1 K-终终终端端端可可可靠靠靠性性性布布布尔尔尔函函函数数数

BDD可以简洁地描述网络中运行和失效的全部

状态, 通过合并等价子状态避免了列举中的冗余. 𝐾-

终端网络函数可以由布尔函数 𝑓 : 0, 1𝑚 → 0, 1描述

为

𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑘个节点连接;

0, otherwise.
(1)

通过BDD选择函数编码, 设 𝑓 为系统结构函数,

网络的𝐾-终端可靠性𝑅𝐾 可以递归计算为

𝑅𝐾(𝑝;𝐺) = 𝑃𝑟(𝑓 = 1) =

𝑝𝑖𝑃𝑟(𝑓𝑋𝑖=1 = 1) + 𝑞𝑖𝑃𝑟(𝑓𝑋𝑖=0 = 1),

∀𝑖 ∈ [1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚]. (2)

通过递归计算, 可以得到 𝑓𝑋𝑖=0 和 𝑓𝑋𝑖=1 的值, 直

到最后节点 (即 𝑓𝑋𝑖=𝑗 = 1, 𝑓𝑋𝑖=𝑗 = 0, 𝑗 ∈ {0, 1}). 通

过在BDD上应用网络可靠性算法, 可得到𝐾-终端可

靠性表达式为

𝑅𝐾(𝑝;𝐺) =

𝑝1(𝑝2(𝑝4 + 𝑞4𝑝5𝑝6) + 𝑞2(𝑝3(𝑝4 + 𝑞4𝑝5𝑝6)+

𝑞3𝑝4𝑝5𝑝6)) + 𝑞1𝑝2(𝑝3(𝑝4 + 𝑞4𝑝5𝑝6) + 𝑞3𝑝5𝑝6). (3)

3.2 构构构建建建基基基于于于边边边收收收缩缩缩 /删删删除除除的的的BDD

3.2.1 基基基于于于边边边收收收缩缩缩 /删删删除除除的的的网网网络络络分分分解解解

分解过程可以用一个二叉树来表示. 以图 1为

例, 网络𝐺的分解过程如下:

Step 1: 考虑边 𝑒1, 并从原始图𝐺构造出两个子图

𝐺−1 和𝐺∗1.

Step 2: 考虑边 𝑒2, 由子图𝐺−1 构造出子图𝐺−1−2

和𝐺−1∗2, 由子图𝐺∗1 构造出相应的子图𝐺∗1−2 和

𝐺∗1∗2, 舍弃子图𝐺−1−2, 因为𝐾-顶点𝛼是分离的.

Step 3: 对于剩下的𝑚−2层, 应用同样的分解, 直

到𝐾中所有顶点均已连通, 或者至少其中一个是分离

的. 当𝐾-顶点在相应的子图中被合并成一个独立顶

点时, 可确认它们是连通的.
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图 1 基于边删除 /收缩的网络分解示意图

3.2.2 共共共享享享同同同构构构子子子图图图

文献 [12]通过一些顶点分割来描述子图拓扑结

构, 并通过共享同构子图, 拓展树被修订成为根无循

环图 (即BDD). 假设原始的边排序为 𝑒1 < 𝑒2 < ⋅ ⋅ ⋅ <
𝑒𝑘 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑒𝑚, 定义为𝐸𝑘 = {𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑘−1}和 𝐸̄𝑘

= {𝑒𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑚}. 在BDD的第 𝑘层, 𝐸𝑘 中每个边均有

固定的状态, 因此相应的子图只由边集 𝐸̄𝑘 构成.

定义 3[12](边界集) 令𝐹𝑘 为顶点集, 其中的每个

顶点都至少有一个边在𝐸𝑘 中, 一个边在 𝐸̄𝑘 中. 𝐹𝑘 由

第 𝑘层的边界集命名, 记𝐹max 是分解过程中边界集

的最大尺寸, 且𝐹max = max{∣ 𝐹𝑖 ∣, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}.

子图可以用𝐹𝑘 的分割来表示.

定义 4[12](分割) 为了用分割来描述第 𝑘层的子

图, 将𝐹𝑘 中节点根据以下规则分块:

1)𝐹𝑘 中两个顶点𝑥和 𝑦在同一个块内, 当且仅当
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𝑥和 𝑦在边集𝐸𝑘 收缩 /删除过程中已经被合并成为一

个顶点.

2)如果至少一个𝐾-顶点已与块内某个顶点合

并, 则该块用星号标记. 存在一条由𝐸𝑘 中可运行的边

组成的路径, 连通𝐾-顶点且至少有一个顶点在该块

中.

定义 5[12](同构图) 令𝐺1 和𝐺2 是𝐺由同一个

边集 𝐸̄𝑘 通过收缩 /删除得到的子图, 如果相应的分

割相同, 则子图𝐺1 和𝐺2 称为同边排序同构[13].

3.2.3 分分分割割割的的的分分分类类类[10]

将同一层 𝑘的分割排序, 以便更有效地识别存

储它们, 分割的分类 (每个分割均有编号)可以在由

BDDPart( )构造BDD的过程中用来合并同构节点, 每

个内部节点用分割的号码编号. 分割的排序由第 2类

斯特灵数产生, 有以下递归公式:

𝐴𝑖𝑗 = 𝑗𝐴𝑖−1,𝑗 +𝐴𝑖−1,𝑗−1, 1 < 𝑗 ⩽ 𝑖. (4)

其中: 𝐴𝑖,𝑗 = 1, 𝐴𝑖,𝑗 = 0, 0 < 𝑖 < 𝑗. 𝐴𝑖,𝑗 是 𝑗个块的

分割数, 可以产生 𝑖个元素, 对于给定的元素数 𝑖, 排

序伴随块数的增长, 利用递归生成. 首先将由 𝑖 − 1个

元素的分割和 𝑗个块 (每个块加上第 𝑖个元素)生成的

分割排序; 然后将由 𝑖 − 1个元素的分割和 𝑗 − 1个块

(将第 𝑖个元素加到新块)生成的分割排序, 依此类

推. 边界集𝐹𝑘 的每个分割都对应一个号码, 介于 1∼
𝐵∣𝐹𝑘∣ 之间. 这些分割的𝐵∣𝐹𝑘∣ 可以由Bell数得到, 定

义为

𝐵∣𝐹𝑘∣ =
∣𝐹𝑘∣∑
𝑗=1

𝐴∣𝐹𝑘∣,𝑗 . (5)

如果𝑊𝑖 是第 𝑖层节点的数目, 则BDD的宽度𝑊

定义为𝑊 = max
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛

𝑊𝑖.

命题 1 𝑊th 的理论宽度, 即对于给定的边界集

𝐹 , 理论上被标记分割的最大数目为

𝑊th(∣𝐹 ∣) =
∣𝐹 ∣∑
𝑗=1

(
𝐴∣𝐹 ∣,𝑗

min(∣𝐾∣,𝑗)∑
𝑙=0

[
𝑗

𝑙

])
. (6)

3.2.4 BDDPart( )算算算法法法[10]

在构造解决𝐾-终端可靠性问题的BDD过程中,

用标记分割和编号来代替图, 由此, 每个BDD节点用

一个分割号码标识. 由于图可以用标记分割描述, 通

过合并同构节点来构造BDD. 利用Hash表记录每个

共享同构子图的分割数, 由第 𝑘 − 1层的分割构造第

𝑘层分割时, 核对Hash表中是否存在新生分割对应

的分割, 以此识别同构子图, 避免计算中的冗余. 算

法BDDPart( )构造描述𝐾-终端可靠性函数的BDD,

设用宽度优先搜索算法遍历图来对边进行排序. 图 2

展示了网络𝐺利用分割分解的过程:

Step 1: 考虑边 𝑒1 = (𝑎, 𝑏), 边界集等于 {𝑎, 𝑏}, 从

空分割开始构造分割 [𝑎, 𝑏]∗. 因为 𝑒1 可用, 所以顶点 𝑎

和 𝑏在同一块中, 且由于 𝑎是𝐾-顶点, 该块被标记. 同

时构造分割 [𝑎]∗[𝑏], 𝑒1 失效, 只有𝐾-顶点 𝑎在标记的

块中.

Step 2: 顶点 𝑐在新的边界集𝐹2 中 (考虑边 𝑒2 =

(𝑎, 𝑐)), 顶点 𝑎没有出现 (邻接 𝑎的边 𝑒1 和 𝑒2 有固定状

态), 因此新边界集𝐹2 等于 {𝑏, 𝑐}. 由 [𝑎𝑏]∗ 可以产生分

割 [𝑏𝑐]∗ 和 [𝑏]∗[𝑐]∗, 只有分割 [𝑏][𝑐]∗ 来自 [𝑎]∗[𝑏], 其他分

割对应失效状态 (顶点 𝑎非连通).

Step 3: 边界没有改变, 由本层的 3个分割可以

产生新分割 [𝑏]∗[𝑐]∗, [𝑏𝑐]∗, 每个分割的编号均存储在

Hash表中, 且发现分割 [𝑏𝑐]∗ 可以共享.

Step 4: 边界集等于 {𝑐, 𝑑}, 同理, 由 [𝑏𝑐]∗ 产生一

个新分割, 对应正常运行的子图可以分出叶子 1.

Step 5: 描述𝐾-终端网络𝐺的BDD构建成功.

| |*  (2)ab | |*| |*  (4)a b

| |*  (2)bc | |*| |*  (6)b c | || |*  (5)b c

| |*| | (6)b c * | |*  (2)bc | || |*  (5)b c

| |*| |*  (6)b c

1 0

F c d4={ , }

F b c3={ , }

F b c2={ , }

F a b1={ , }

[](0)

R p Gk( ; )=0.095 6

i p, =3i

i p, =0.5i

i p, =0.9i

R p Gk( ; )=0.359 3

R p Gk( ; )=0.967 3

图 2 BDD计算过程

3.3 计计计算算算复复复杂杂杂度度度

定理 1 𝐾-终 端 可 靠 性 计 算 的 复 杂 度 为

𝑂(2𝐹max𝑚𝐹max𝐵𝐹max).

证证证明明明 BDD的计算时间和所用内存依赖每层产

生和列举的分割数目, 𝐹max 表示边界集的最大尺寸,

由𝑊th(𝐹max)界定. 因为BDD层深为𝑚, 分割总数上

界为𝑚𝑊th(𝐹max), 由命题 1可得

𝑊th(∣𝐹𝑘∣) ⩽
∣𝐹 ∣∑
𝑗=1

(
𝐴∣𝐹 ∣,𝑗

𝑗∑
𝑙=0

[
𝑗

𝑙

])
⩽ 2∣𝐹𝑘∣𝐵∣𝐹𝑘∣. (7)

在第 𝑘层, 𝜃(∣𝐹𝑘∣)中最多产生𝑊th(∣𝐹𝑘∣)个分割.

每个分割在 𝑘+1层有两个对应的分割需计算, 一个是

删除 𝜃(∣𝐹𝑘∣)中 𝑒𝑘+1 产生的, 另一个是收缩 𝜃(∣𝐹𝑘∣)中
𝑒𝑘+1 产生的, 均可用 𝜃(∣𝐹𝑘∣)中的函数进行编码. 因此,

算法时间复杂度为𝑂(2𝐹max𝑚𝐹max𝐵𝐹max), 所需内存

复杂度为𝑂(2𝐹max𝑚𝐵𝐹max). 2
𝐹max 与网络拓扑的线性宽度有关, 表示边界集

合的最大值. 对于大部分网络, 除了网格网络等为简

单结构复制形成的网络外, 𝐹max 随着网络规模的增
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加而增加. 𝐵𝐹max 是𝐹max 节点集的Bell数, 𝐵𝐹max 随

𝐹max 的增长呈指数增加.

4 实实实验验验结结结果果果分分分析析析

算法采用Matlab (版本 7.0.0)编写, 在 1.85 GHz

主频的AMD处理器的微机上运行. 实验中启发式的

边排序和BDD中的变量, 使用的是宽度优先搜索排

序, 计算速度依赖于𝐹max.

将BDD算法用于图 3和图 4所示的 4个网络, 因

为 4个网络的节点数目相同, 节点的可靠性值并不影

响全网可靠性的结果. 假设节点完全可靠, 链路可靠

概率均为 0.9, 得到的全网可靠性结果见表 1. 全网可

靠性𝑅越高, 则网络越可靠. 从表 1可知, 网络可靠性

的关系为𝑅𝑐 > 𝑅𝑏 > 𝑅𝑎 > 𝑅𝐺1 .

图 5展示了全连通网络𝐾𝑛 的统一全终端可靠

性, 该网络有𝑛个顶点和𝑛(𝑛− 1)/2条边, 其中所有的
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图 3 树状网络G1
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图 4 树状网络G1增加 4条链路的 3种改进网络

表 1 树状网络G1及 3种改进网络
的BDD算法可靠性结果

拓扑 树状网络𝐺1 改进网络𝑎 改进网络 𝑏 改进网络 𝑐

全网可靠性𝑅 0.313 8 0.605 5 0.840 1 0.882 6
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图 5 全连接网络中计算全终端可靠性

边均有相同的失效概率.

表 2为计算BDD时的相应特性. 显然该拓扑结

构具有最佳可靠性, 对于给定的可靠性 𝑝, 规模越大,

网络可靠性越好. 可以看到因为𝐹max = ∣𝑉 ∣ − 1, 随着

全连通图规模的增长, 可靠性是单调增长的, 算法的

指数因子是网络规模.

表 2 全连接网络基准

type ∣𝑉 ∣ ∣E∣ time ∣BDD∣ 𝐹max

𝐾08 8 28 0.03 2 745 7

𝐾09 9 36 0.06 10 265 8

𝐾10 10 45 0.13 39 856 9

𝐾11 11 55 0.52 160 793 10

𝐾12 12 66 2.14 673 934 11

表 3为BDD算法用于全连通网络的计算时间复

杂度. 从表 3的结果可以看出, 本文算法更适用于一

般性的大型网络可靠性分析, 且对于大部分网络, 有

2𝐹max𝑚𝐹max𝐵𝐹max > (𝑚+ 𝑛)𝑛2.376.

表 3 BDD算法用于全连通网络的计算时间复杂度

网络 𝐹8 𝐹10 𝐹12

BDD算法时间复杂度 1 × 107 8 × 108 9.7 × 108

网络 𝐺40 000×4 𝐺1 000×7 𝐺10×10

BDD算法时间复杂度 1.3 × 109 2.6 × 1010 9.7 × 108

5 结结结 论论论

本文提出的改进二元决策图的网络可靠性评估

方法与改进前的方法相比, 能够提高数据结构的空间

效率, 有效降低算法的复杂度, 提高算法的时间效率.

此外, 算法提出的BDD生成顺序的技术, 能够很快到

达BDD的叶结点. 该方法可应用于多阶段任务系统

的可靠性分析中, 且能够将其引入到故障树分析中,

有效地自动化分析与处理大型的故障树[13-16].
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