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摘 要: 针对传统小波网络算法的不足,提出一种基于改进无迹Kalman滤波 (UKF)的小波网络算法. 该算法使用一

种基于简化球形分布 Sigma点的UKF (SSUKF)来训练小波网络的参数,以提高小波网络的学习性能和训练质量. 飞

行器气动力建模算例表明,相对于BP算法和EKF算法, SSUKF算法训练的小波网络收敛速度更快,估计精度更高,

计算量更小. 同时也为飞行器的气动力建模提供了一种有效可行的手段.
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Abstract: For the shortcoming of traditional wavelet neural network(WNN), a WNN algorithm based on modified unscented

Kalman filter(UKF) is proposed. The algorithm uses an UKF based on Sigma point of simplex spherical distribution(SSUKF)

to train the parameters of WNN, which can improve the learning ability and training quality of WNN. The experiment results

on aerodynamic modeling of flight vehicle show that, compared with BP and extended Kalman filter(EKF), the WNN trained

by SSUKF algorithm has a better ability with features of convergence, precision and calculation, and is also a good method

for aerodynamic modeling of flight vehicle.
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1 引引引 言言言

1992年, Zhang和Benveniste[1]将小波变换与神

经网络有机结合, 优势互补, 提出了小波网络. 其基

本思想是用小波基函数代替Sigmoid函数作为激励函

数,并通过仿射变换建立起小波变换与网络系数之间

的连接. 与传统神经网络相比,小波网络在处理复杂

非线性、不确定、未确知系统等问题上更具优势. 在

已有的小波网络算法中, BP算法应用最为广泛,可解

决诸多领域的实际问题.但也存在精度不够高、收敛

速度慢等缺点, 学者们对此作了大量研究,并提出如

自适应BP算法、粒子群算法、遗传算法等改进方案.

此外, 许多学者还研究采用扩展Kalman滤波 (EKF)

训练小波网络,取得了一定成效[2-3]. 但由于EKF是通

过截取系统方程和观测方程的泰勒展开式来完成非

线性系统的线性化,使其存在算法不稳定、需要计算

Jacobian矩阵等不足. 近年来,出现了一种使用UT变

换的线性回归Kalman滤波推广算法 (UKF), 受到学

者们的广泛关注. 与EKF相比, UKF收敛速度快, 估

计精度高,无需计算 Jacobian矩阵,运算更为简单,且

具有较强的非线性处理能力[4-6]. 但UKF的计算量与

UT变换的Sigma点数量成正比.为简化UKF运算,在

保证精度的同时,应尽可能地减少Sigma点的个数.

基于此,本文提出一种基于简化球形分布 Sigma

点UT变换[7]的改进UKF (SSUKF)算法, 将其用于训

练小波网络,并在飞行器气动力建模应用中得到验证.

2 小小小波波波网网网络络络状状状态态态空空空间间间模模模型型型

小波网络基本结构如图 1所示. 其中: 输入为𝑥𝑖

(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚); 输出为 𝑦𝑙(𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛); 尺度
因子和平移因子为 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ); 而𝑤𝑗𝑖, 𝑤𝑙𝑗

为输入层至隐含层和隐含层至输出层的连接权值.
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图 1 小波网络基本结构

对该网络训练即是对网络参数 𝜃𝑘 (包括𝑤𝑗𝑖, 𝑤𝑙𝑗 ,
𝑎𝑗 , 𝑏𝑗)进行最优估计,以寻求最佳的网络参数. 因此,
以 𝜃𝑘作为网络系统的状态变量, 输出作为网络的测
量方程,小波网络的状态空间模型可表述为{

𝜃𝑘 = 𝜃𝑘−1 + 𝑤𝑘,

𝑧𝑘 = ℎ(𝜃𝑘, 𝑢𝑘) + 𝑣𝑘.
(1)

其中: 𝑢𝑘为网络输入; 𝑧𝑘为网络输出; ℎ(𝜃𝑘, 𝑢𝑘)为参

数化的非线性函数; 𝑤𝑘, 𝑣𝑘分别为零均值高斯分布的
过程噪声和测量噪声,方差分别为𝑄𝑘, 𝑅𝑘.

3 SSUKF算算算法法法
UKF在处理非线性问题时, 其计算量虽与EKF

同阶,但精度至少可达到二阶,而EKF只能精确到一
阶. 但由于UKF的计算量与UT变换的 Sigma点数量
成正比, 为简化UKF运算,应尽可能地减少 Sigma点
的个数. 以下给出一种改进的UKF.

3.1 UT变变变换换换

UT变换是UKF算法的核心和基础,其基本思想
就是选取少量样本作非线性变换,然后计算其均值和
方差, 作为实际随机变量经非线性映射后的均值和
方差的近似值. 其中被选取样本称为 Sigma点. 考虑
𝑛维随机变量𝑥, 其均值和方差分别为 𝑥̄和𝑃𝑥. 假设
对于给定非线性函数 𝑦 = 𝑔(𝑥), 若要估计 𝑦的均值

𝑦和方差𝑃𝑦,则需作以下UT变换:

首先计算 2𝑛+ 1个对称分布的Sigma点,即⎧⎨⎩
𝑋0 = 𝑥̄;

𝑋𝑖 = 𝑥̄+ (
√

(𝑛+ 𝜆)𝑃𝑥)𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑋𝑖 = 𝑥̄− (

√
(𝑛+ 𝜆)𝑃𝑥)𝑖, 𝑖 = 𝑛+ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛;

(2)

其中: (
√

(𝑛+ 𝜆)𝑃𝑥)𝑖为矩阵均方根的第 𝑖列, 比例参
数𝜆 = 𝛼2(𝑛 + 𝜏) − 𝑛. 这里: 𝛼为Sigma点围绕均值
的延伸程度, 通常取 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 1; 𝜏为冗余量, 为确
保 (𝑛 + 𝜆)𝑃𝑥为半正定矩阵, 对于高斯分布情况, 当
状态变量为单变量时, 选择 𝜏 = 0; 多变量时, 选择
𝜏 = 3 − 𝑛. 接着通过非线性变换𝑌𝑖 = 𝑔(𝑋𝑖)(𝑖 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)得到变换后的采样点. 最后,估计得到均值 𝑦

和方差𝑃𝑦分别为

𝑦 ≈
2𝑛∑
𝑖=0

𝜔
(𝑚)
𝑖 𝑌𝑖, (3)

𝑃𝑦 ≈
2𝑛∑
𝑖=0

𝜔
(𝑐)
𝑖 [𝑌𝑖 − 𝑦] [𝑌𝑖 − 𝑦]

T
. (4)

其中权重

𝜔
(𝑚)
0 = 𝜆/(𝑛+ 𝜆), (5)

𝜔
(𝑐)
0 = 𝜆/(𝑛+ 𝜆) + (1− 𝛼2 + 𝛽), (6)

𝜔
(𝑚)
𝑖 = 𝜔

(𝑐)
𝑖 = 1/[2(𝑛+ 𝜆)], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (7)

3.2 SSUT变变变换换换

UT变换隐含对二阶项的偏差修正, 计算量与

EKF同级, 优点是它无需计算导数, 即无需计算 Jac-

obian矩阵. 另外, UT变换的计算量与 Sigma点的个

数成正比. 研究表明,对于𝑛维状态可用𝑛+ 1个最小

斜 Sigma点 (minimal skew sigma)逼近,为了减少计算

量, 本文提出了基于简化球形分布Sigma点的UT变

换 (SSUT).其 Sigma点的选取步骤如下:

Step 1: 选择权值

𝜔𝑖 = (1− 𝜔0)/(𝑛+ 1), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛+ 1. (8)

其中 0 ⩽ 𝜔0 ⩽ 1.

Step 2: 计算向量⎧⎨⎩

𝑋𝑗
𝑖 =

[
𝑋𝑗−1

0

0

]
, 𝑖 = 0;

𝑋𝑗
𝑖 =

⎡⎣ 𝑋𝑗−1
𝑖 ,

− 1√
𝑗(𝑗 + 1)𝜔1

⎤⎦, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗;

𝑋𝑗
𝑖 =

⎡⎣ 0𝑗−1

𝑗√
𝑗(𝑗 + 1)𝜔1

⎤⎦, 𝑖 = 𝑗 + 1.

𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (9)

其中: 𝑋1
0 = 0, 𝑋1

1 = −1
/√

2𝜔1, 𝑋1
2 = 1

/√
2𝜔1. 则称

上述 Sigma点集合为𝑋sigma. 由此可以看出,与UT变

换相比, SSUT变换的Sigma点个数由 (2𝑛+1)个降为

(𝑛+ 2)个,大大减少了计算量.

3.3 UKF算算算法法法

假设非线性离散系统定义为{
𝑥𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘−1) + 𝑤𝑘,

𝑦𝑘 = ℎ(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) + 𝑣𝑘.
(10)

其中: 𝑥𝑘为系统未知状态; 𝑦𝑘为系统测量输出; 𝑤𝑘和

𝑣𝑘分别为零均值过程噪声和测量噪声, 方差分别为

𝑄𝑘和𝑅𝑘.

对于上述系统,基于 SSUT的UKF (SSUKF)算法

步骤如下:

Step 1: 初始化,即

𝑥̂0 = 𝐸[𝑥0], (11)

𝑃0 = 𝐸[(𝑥0 − 𝑥̂0)(𝑥0 − 𝑥̂0)
T]. (12)

Step 2: 计算 Sigma点,即

𝑥𝑘−1 = 𝑥̂𝑘−1 +
√

𝑃𝑘−1𝑋sigma. (13)
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Step 3: 时间更新,即

𝑥𝑘∣𝑘−1 = 𝑓(𝑥𝑘−1) + 𝑤𝑘, (14)

𝑥̂−
𝑘 =

𝑛+1∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑥𝑖,𝑘∣𝑘−1, (15)

𝑃−
𝑘 =

𝑛+1∑
𝑖=0

𝜔𝑖[𝑥𝑖,𝑘∣𝑘−1−𝑥̂−
𝑘 ][𝑥𝑖,𝑘∣𝑘−1 − 𝑥̂−

𝑘 ]
T +𝑄𝑘,

(16)

𝑦𝑘∣𝑘−1 = ℎ(𝑥𝑘∣𝑘−1, 𝑢𝑘) + 𝑣𝑘, (17)

𝑦−𝑘 =

𝑛+1∑
𝑖=0

𝜔𝑖𝑦𝑖,𝑘∣𝑘−1. (18)

Step 4: 测量更新,即

𝑃 𝑦𝑦
𝑘∣𝑘−1 =

𝑛+1∑
𝑖=0

𝜔𝑖[𝑦𝑖,𝑘∣𝑘−1 − 𝑦−𝑘 ][𝑦𝑖,𝑘∣𝑘−1 − 𝑦−𝑘 ]
T +𝑅𝑘,

(19)

𝑃 𝑥𝑦
𝑘∣𝑘−1 =

𝑛+1∑
𝑖=1

𝜔𝑖[𝑥𝑖,𝑘∣𝑘−1 − 𝑥̂−
𝑘 ][𝑦𝑖,𝑘∣𝑘−1 − 𝑦−𝑘 ]

T, (20)

𝐾𝑘 = 𝑃 𝑥𝑦
𝑘∣𝑘−1(𝑃

𝑦𝑦
𝑘∣𝑘−1)

−1, (21)

𝑥̂𝑘 = 𝑥̂−
𝑘 +𝐾𝑘(𝑦𝑘 − 𝑦−𝑘 ), (22)

𝑃𝑘 = 𝑃−
𝑘 −𝐾𝑘𝑃

𝑦𝑦
𝑘∣𝑘−1𝐾

T
𝑘 . (23)

4 小小小波波波网网网络络络的的的SSUKF算算算法法法
由 SSUKF估计WNN参数 (即SSUKF-WNN), 可

以借鉴文献 [2-3]中EKF训练WNN参数的方法, 即

由式 (1)代替 (10), 进而运用SSUKF算法估计网络参

数 𝜃𝑘. 图 2为 SSUKF-WNN算法流程,其中MSE代表

网络训练的均方根误差.

Y

N

图 2 SSUKF-WNN算法流程

5 气气气动动动力力力建建建模模模实实实验验验

5.1 实实实验验验设设设计计计

飞行器的气动力建模过程极其复杂,影响因素众

多,程序繁琐,易出现较大偏差. 传统方法已无法满足

飞行器设计的精度要求,而神经网络技术的出现为飞

行器设计提供了一条新途径[8-9]. 小波网络作为一种

新型的神经网络,同样应适于气动力建模方面的研究.

在本文的气动力建模实验中, 研究对象选定为

DFVLR的HFB-320空中前掠翼模拟机, 实验数据源

自HFB-320在 13 800 ft的两个连续机动动作[10]. 即:

1)多次升降舵输入激励产生的短时动作; 2)一次脉冲

输入激励产生的Phugoid动作.分析表明,受大气干扰

影响,在 60 s (取样间隔 0.04 s)的飞行实测数据中伴随

着过程噪声, 这可能增加建模的难度,也有利于验证

模型性能.则HFB-320的纵向气动力模型可表示为

𝐶𝐷,𝐿,𝑚 = 𝑓(𝛼, 𝑞, 𝑉, 𝛿𝑒). (24)

其中: 𝐶𝐷,𝐿,𝑚为相对于质心的阻力系数𝐶𝐷, 相对于

质心的升力系数𝐶𝐿和相对于气动中心的俯仰力矩

系数𝐶𝑚; 𝛼为攻角; 𝑞为俯仰角速率; 𝑉 为真速; 𝛿𝑒为

升降舵偏角. 实际上, 式 (24)中的 SSUKF-WNN气动

力建模过程,就是以𝛼, 𝑞, 𝑉, 𝛿𝑒为输入, 𝐶𝐷,𝐿,𝑚为输出,

用UKF训练WNN参数,获得能准确反映HFB-320纵

向气动特性WNN模型的过程.

图 3为建模流程与数据流向图. 由图 3可知, 𝛼, 𝑞,

𝑉, 𝛿𝑒数据需经相容性分析、低通滤波等预处理 (过程

从略); 而𝐶𝐷, 𝐶𝐿, 𝐶𝑚无法直接测量, 可通过计算得

到. 气动力系数沿飞机体轴 (𝑥, 𝑦, 𝑧方向)分量可由下

式得到:

𝐶𝑋 = (𝑚𝑎𝑥 − 𝐹eng cos𝜎eng)/(𝑞𝑆), (25)

𝐶𝑌 = (𝑚𝑎𝑦)/(𝑞𝑆), (26)

𝐶𝑍 = (𝑚𝑎𝑧 + 𝐹eng sin𝜎eng)/(𝑞𝑆). (27)

F
eng

a a a p rx y z, , , ,

q q q

C C CD L m, ,

q

V

图 3 气动力建模流程与数据流向图

而相对质心的俯仰力矩系数为

𝐶𝐶𝐺
𝑚 =

[𝐼𝑦𝑞 + 𝐼𝑥𝑧(𝑝
2 − 𝑟2)− (𝐼𝑧 − 𝐼𝑥)𝑝𝑟−

𝐹eng(cos𝜎eng𝑧𝐸 + sin𝜎eng𝑥𝐸)]/(𝑞𝑆𝑏). (28)

将式 (25)∼(28)代入下式:

𝐶𝐷 = −𝐶𝑋 cos𝛼− 𝐶𝑍 sin𝛼, (29)

𝐶𝐿 = 𝐶𝑋 sin𝛼− 𝐶𝑍 cos𝛼, (30)

𝐶𝑚 = 𝐶𝐶𝐺
𝑚 − 𝐶𝑋𝑧𝐴/𝑙 + 𝐶𝑍𝑥𝐴/𝑙. (31)
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其中: 𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧为加速度体轴分量; 𝑝, 𝑟为倾斜角和偏

航角速率; 𝑚为飞机质量; 𝐹eng为推力; 𝜎eng为引擎倾

角; 𝑆为参考面积; 𝑞为动压测量值; 𝐼𝑥, 𝐼𝑦, 𝐼𝑧为惯性矩

体轴分量; 𝐼𝑥𝑧为交叉惯性矩; 𝑥𝐸 , 𝑧𝐸为引擎沿𝑥, 𝑦轴

坐标; 𝑥𝐴, 𝑧𝐴为气动中心坐标; 𝑏, 𝑙分别为横侧向和纵

向气动系数参考长度.

5.2 实实实验验验分分分析析析

为了验证本文算法,实验分别用BP-WNN, EKF-

WNN, UKF-WNN和 SSUKF-WNN算法建立了HFB-

320纵向气动力模型. 隐节点个数取 15, 激励函数选

择Morlet小波函数,训练次数 200,网络参数初始值取

[−1, 1]内随机数, 过程噪声方差矩阵对角初始值取

10−8,测量噪声方差矩阵对角初始值取 10−2. 为了消

除输入变量量纲的影响, 建模前对式 (24)中的输入

输出数据进行了标准化处理. 表 1为各算法建模后

输出估计与计算值的均方根误差 (MSE)对比. 图 4为

SSUKF-WNN模型估计值与气动力系数计算值的对

比结果.图 5为 4种算法的训练收敛曲线.

通过实验可得到如下结论:

1) EKF-WNN, UKF-WNN和 SSUKF-WNN的精

度和收敛性都比BP-WNN有了显著提高,这说明基于
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图 4 纵向气动力模型的预测结果
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图 5 算法训练收敛曲线

表 1 各算法仿真结果对比

算 法
参数

BP-WNN EKF-WNN UKF-WNN SSUKF-WNN

𝐶𝐷 0.010 1 0.008 2 0.003 0 0.002 1

𝐶𝐿 0.014 5 0.009 3 0.004 7 0.005 8

𝐶𝑚 0.023 5 0.010 4 0.002 0 0.002 6

Kalman滤波的建模方法, 能有效提高模型的整体性

能.

2)相比之下, UKF-WNN和SSUKF-WNN的整体

性能优于EKF-WNN, 表明UKF比EKF具有更强的

非线性处理能力.

3) UKF-WNN和 SSUKF-WNN的性能相当,但后

者是在较少 Sigma点情况下获得的,这对于解决大样

本问题非常重要,也说明采用 SSUKF训练WNN是有

效的. 另外,仿真过程中发现过程噪声矩阵的选取对

估计结果影响很小,放宽了WNN建模的要求.

4)使用SSUKF-WNN进行飞行实测数据的纵向

气动力建模是有效可行的. 另外,对HFB-320方向舵

和副翼输入的横侧向气动力建模也得到了相同的结

论.这表明 SSUKF-WNN的气动力建模方法值得推广

应用.

6 结结结 论论论

针对小波网络的训练问题, 提出了一种基于

SSUKF的小波网络参数估计算法. 在该算法中,首先,

在Kalman滤波算法框架内应用一种简化球形分布

Sigma点的UT变换, 即SSUKF算法. 该算法不仅继

承了UKF无需计算 Jacobian矩阵的优点,而且计算的

Sigma点个数也由 (2𝑛 + 1)降为 (𝑛 + 2). 然后, 利用

SSUKF算法对小波网络的参数进行估计, 完成小波

网络训练. 最后,通过飞行器气动力建模应用实例对

算法进行了验证. 仿真结果表明,该方法能较好地改

善小波网络的收敛性能,提高模型精度,减小计算量.

同时,也为飞行实测数据的气动力建模问题提供了一

条行之有效的解决途径.
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