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具有执行器饱和特性的不确定系统预测控制器设计
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摘　要 : 针对具有执行器饱和特征的不确定系统 ,提出了一种带有状态观测器的新型预测控制器设计方法.该方法

在滚动优化的每一步 ,采用带有饱和特性的反馈控制结构得到一个最优控制律 ,使无穷时域性能指标最小.考虑在状

态不完全已知的情况下 ,设计了带有状态观测器的预测控制器 ,并通过观测器参数调整使闭环系统渐近稳定 .通过仿

真实验验证了所设计控制器的有效性.
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Abstract : The design of novel model p redictive controller with state observer is proposed for uncertain systems with

actuator saturation. At each time step , the optimal control law that minimizes a infinite horizon objective function is

obtained by applying a saturated feedback control st ructure. Then the observer is used when unknown state exist s ,

and the model predictive controller with state observer is designed. The stability of close system is satisfied by

adjusting the observer parameters. Finally , Simulation result s show the effectiveness of model p redictive controller

with state observer.
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1　引　　言
预测控制作为一种面向实际工业生产过程发展

起来的先进控制技术 ,具有控制性能好、鲁棒性强、

能方便有效地处理输入输出约束等特点[1 ,2 ] ,正是

这些特点使预测控制成为工程界广泛应用的一种先

进控制方法.但是在预测控制中用来描述被控系统

动态特性的模型往往具有某种不确定性 ,要保证实

际控制效果 ,处理模型不确定性问题便成为预测控

制必须面对的一个现实问题.为此 ,国内外学者对预

测控制理论和算法进行了深入的研究.文献[ 3 ]提出

了一种以若干个顶点矩阵的凸组合来描述不确定性

的模型 ,与范数有界描述不确定性相比 ,用这种凸多

面体描述不确定性是一种更为自然的描述方法 ,具

有更少的保守性[4 ] . [5 ]采用这种凸多面体不确定模

型研究了一种基于 L MI的鲁棒预测控制算法 ,选择

单个 L yap unov函数给出了一个系统鲁棒稳定的充

分条件 ,得到相应的控制律. [ 6 ]使用参数 L yap unov

函数改进了 [ 5 ]的方法.在此基础上 , [ 7 ,8 ]引入 N

个自由控制变量 ,得到更加优化的控制律.然而 ,对

于状态不完全已知情况的执行器饱和系统预测控制

的研究尚未见报道.

本文针对一类具有执行器饱和特性的凸多面体

不确定系统 ,提出了带有状态观测器的预测控制器

设计方法.在滚动优化的每一步采用带有饱和特性

的反馈控制结构得到一个最优的控制律 ,使无穷时

域性能指标最小 ,从而将预测控制器设计问题转化
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为线性矩阵不等式的求解问题.进一步考虑在状态

不完全已知的情况下 ,将状态观测器引入控制系统

来观测系统的状态 ,并通过调整观测器参数使闭环

系统渐近稳定 ,设计了带有状态观测器的新型预测

控制器.

2　问题描述
考虑如下凸多面体不确定系统 :

x k+1 = A k x k + B k u k ,

y k = Cx k ,

[ A k 　B k ] ∈Ω. (1)

其中 : A k 和 B k 为凸多面体不确定系数矩阵 , u ∈Rm

为控制变量 , x ∈Rn为状态变量 , y ∈Rp为系统的输

出.Ω为凸多面体集合 ,满足

Co{ [ A 1 　B1 ] , [ A 2 　B2 ] , ⋯, [ A L 　B L ]} . (2)

其中 :[ A i 　B i ]是凸多面体Ω的顶点 , Co 是其中元

素形成的凸包.如果存在标量αi > 0 ,则有 [ A 　B ]

= ∑
L

i = 1

αi [ A i 　B i ] ,∑
L

i = 1

αi = 1 ,0 ≤αi ≤1 .

考虑饱和反馈控制律

uk+i| k = sat ( Fx k+ i| k ) , i ≥0 , (3)

使不确定系统 (1) 渐近稳定.其中 sat (·) 是幅值为 1

的饱和函数.

sat (·) =

1 , uk > 1 ;

uk , - 1 ≤uk ≤1 ;

- 1 , uk < - 1 .

(4)

无穷时域性能指标函数

min
uk+i| k

max
[ A k B k ]∈Ω, i≥0

J k∞ ,

J k∞ = ∑
∞

i = 0

x k+ i| k

uk+ i| k

T Q1 0

0 R

x k+ i| k

uk+ i| k

, (5)

其中 Q1 > 0 , R > 0 .假设在每一个采样时刻 k ,预测

控制算法在线计算一个优化问题 ,得到状态反馈控

制律 uk+ i| k = sat ( Fx k+i| k ) , i ≥0 ,使性能指标 J k∞最

小.并根据预测控制的特点 ,将控制输入 uk| k 施加到

被控对象中 ,然后到下一时刻重新计算优化问题 ,得

到不同的控制输入 ,这即是滚动优化[9 ,10 ] .

3　具有执行器饱和特性的预测控制器设计
3 . 1　基于饱和状态反馈的控制器设计

引理 1[5 ] 　 考虑二次型函数 V ( x k| k ) =

x T
k| k Px k| k , P > 0 ,满足如下条件 :

V ( x k+ i+1| k ) - V ( x k+i| k ) ≤

- ( x T
k+ i| k Q1 x k+ i| k + uT

k+ i| k R u k+ i| k ) , (6)

则对于式 (1) 所描述的不确定系统 ,存在

max
[ A k B k ]∈Ω, i≥0

J k∞ ≤V ( x k| k ) . (7)

由引理1可知 ,V ( x k| k ) 是 J k∞的上界 ,则最小化

性能指标 J k∞可转化为对 V ( x k| k ) 求最小.

令 D是 m ×m维对角元素为 1或 0的对角矩阵

的集合 ,其中每一个元素表示为 D j , j = 1 ,2 , ⋯,2m .

令 D -
j = I - D j ,那么 ,如果 D j ∈D ,则 D -

j 也是 D的

元素.

引理 2[11 ] 　令 u , v ∈Rm 且 u = [ u1 , u2 , ⋯,

um ]T , v = [ v1 , v2 , ⋯, vm ]T ,假设 | vi | ≤1 , Πi = 1 ,

⋯, m ,则有

sat ( u) ∈Co{ D j u + D -
j v | j ∈[1 ,2m ]} . (8)

由引理 2 ,假设反馈增益矩阵 F, H ∈Rm×n ,那么

对于 Π x ∈{ x | | Hx | ≤1} ,存在ηj > 0 , j = 1 ,2 ,

⋯,2m 和矩阵 H ∈Rm×n ,使得

sat ( Fx ) = ∑
2 m

j = 1

ηj ( D j F + D -
j H) x. (9)

定理 1　在每一个采样时刻 k ,考虑具有执行器

饱和特性的不确定系统 (1) ,如果存在一个常数γ >

0 ,矩阵 U ,V 及对称正定矩阵 Q和 G满足下式 :

min
γ, Q ,U ,V
γ,

s. t .
1 x T

k| k

x k| k Q
≥0 ; (10)

G + GT - Q 3 3 3
A i G + B i ( D j U + D -

j V ) Q 3 3

Q
1
21 G 0 γI 3

R
1
2 ( D j U + D -

j V ) 0 0 γI

≥0 ,

　　i = 1 ,2 , ⋯, L , j = 1 ,2 , ⋯,2m ; (11)

1 V l

V T
l G + GT - Q

≥0 , l = 1 ,2 , ⋯, m ; (12)

则有控制量 uk = Sat (U G- 1 x k ) 使得 V ( x k| k ) 最小.

证明 　由于V ( x k| k ) 是性能指标 (5) 的上界 ,最

小化 V ( x k| k ) 可表示为

min
γ, Q ,U ,V
γ,

s. t . x T
k| k Px k| k ≤γ. (13)

令 Q =γP - 1 > 0 ,式 (13) 可写为

1 x T
k| k

x k| k Q
≥0 . (14)

对于二次型函数 V ( x k ) 满足

V ( x k+ i+1| k ) - V ( x k+i| k ) ≤

- [ x T
k+ i| k Q1 x k+ i| k + Sat ( Fx k+ i| k ) T RSat ( Fx k+ i| k ) ].

(15)

由引理 2知 ,如果存在矩阵 H ∈Rm×n 使得

| Hx k+ i| k | ≤1 , (16)

那么 ,饱和控制律可用式 (9) 描述 ,则式 (15) 化为

x T
k| k [ A k+i + B k+ i ( D j F + D -

j H) ]T ×

P[ A k+ i + B k+ i ( D j F + D -
j H) ] x k| k - x T

k| k Px k| k ≤

　 - [ x T
k| k Q1 x k| k + x T

k| k ( D j F +

812
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　D -
j H) T R ( D j F + D -

j H) x k| k ] ,

　i = 1 ,2 , ⋯, L , j = 1 ,2 , ⋯,2m . (17)

对于式 (17) 的系数矩阵[ A k B k ] ∈Ω满足Ω =

Co{ [ A 1 B1 ] , [ A 2 B2 ] , ⋯, [ A L B L ]} ,如果存在 Q >

0 ,由 Schur补性质 ,得

Q- 1 3 3 3
A i + B i ( D j F + D -

j H) Q 3 3

Q
1
21 0 γI 3

R
1
2 ( D j F + D -

j H) 0 0 γI

≥0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, L , j = 1 ,2 , ⋯,2m . (18)

将式 (18) 分别左右乘以 T = diag{ Q , I , I , I} ,得

Q 3 3 3
A i Q + B i ( D j F + D -

j H) Q Q 3 3

Q
1
21 Q 0 γI 3

R
1
2 ( D j F + D -

j H) Q 0 0 γI

≥0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, L , j = 1 ,2 , ⋯,2m . (19)

将式 (19) 左右两边乘以 diag{ GQ - 1 , I , I , I} ,又因为

0 < G + GT - Q ≤GT Q- 1 G成立[6 ] ,令 F = U G- 1 , H

= V G- 1 , 有

G + GT - Q 3 3 3
A i G + B i ( D j U + D -

j V ) Q 3 3

Q
1
21 G 0 γI 3

R
1
2 ( D j U + D -

j V ) 0 0 γI

≥0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, L , j = 1 ,2 , ⋯,2m . (20)

因为不确定系统 (1) 的状态变量满足椭圆不变

集ε( P ,γ) = { x ∈Rn | x T Px ≤γ} [12 ] ,即 x k+ i| k ∈ε,

那么 | Hx k+ i| k | ≤1等价于

hl Qh T
l ≤1 , l = 1 ,2 , ⋯, m , (21)

即

1 hl

hT
l Q - 1
≥0 , l = 1 ,2 , ⋯, m. (22)

又因为 V = HG ,则有

1 V l

V T
l G + GT - Q

≥0 , l = 1 ,2 , ⋯, m ,

其中 V l 是 V 的第 l 行. □

3 . 2　带有观测器的新型预测控制器设计

考虑系统的状态不完全已知的情况 ,构造状态

观测器对系统的状态进行观测 ,设计带有状态观测

器的预测控制器.这里假设标称系统的状态收敛于

稳态状态时 ,模型 [ A k 　B k ] 收敛于标称系数矩阵

[ A 0 　B0 ] ,观测器在稳态附近无模型失配.从而 ,可

通过状态观测器对实际系统进行重构 ,提高反馈控

制性能.

设状态观测器具有如下形式 :

x̂ k+1 = A 0 x̂ k + B0 uk + L 0 ( y k - Cx̂ k ) . (23)

其中 :状态观测器的初始状态 x̂0 = 0 , L 0 为观测器

增益矩阵.

定义观测器动态误差为 ek = x k - x̂ k ,由不确定

系统 (1) 和状态观测器 (23) ,可得

ek+1 = x k+1 - x̂ k+1 =

A k x k + B k u k - A 0 x̂ k -

B0 uk - L 0 ( Cx k - Cx̂ k ) =

( A0 - L 0 C) ek + f ( x k , uk ) . (24)

这里把 f ( x k , uk ) = ( A k - A 0 ) x̂ k + ( B k - B0 ) uk 视

为外部扰动信号.

定理 2　对于不确定系统 (1) 和状态观测器

(23) ,如果存在常数 0 <ρ< 1 ,矩阵 W 和对称正定

矩阵 Q ,使得

Q QA 0 - W C

A T
0 Q - CT W T Q

≥0 , (25)

则 L 0 = Q- 1 W 是状态观测器 (23) 的一个增益矩阵.

证明 　考虑闭环系统响应速度的影响 ,引入状

态变量的最小衰减律ρ满足 ‖x k ‖≤cρk ‖x0 ‖,0

<ρ< 1 .对于观测器的动态误差 ek = x k - x̂ k ,存在

矩阵 P > 0满足

ρ2 eT
k Pe k ≥eT

k+1 Pe k+1 . (26)

将式 (24) 代入 (26) 得

ρ2 P - ( A 0 - L 0 C) P( A 0 - L 0 C) T ≥0 , (27)

令ρ= 1 , Q =γP - 1 ,式 (27) 可化为

Q QA 0 - W C

A T
0 Q - CT W T Q

≥0 ,

其中 W = QL 0 . □

由不确定系统 (1) 和状态观测器 (23) 构造如下

闭环系统 :

ξk+1 = �A kξk . (28)

其中

ξk =
x k

x̂ k

,

�A k =
A k B k ( D j F + D -

j H)

L 0 C A 0 + B0 ( D j F + D -
j H) - L 0 C

.

则闭环系统 (28) 的稳定性可以通过如下定理进行

检验 :

　定理3　对于闭环系统 (28) ,如果存在矩阵 Q > 0

满足线性矩阵不等式

Q Q T �A T
i

�A i Q Q
> 0 , i = 1 ,2 , ⋯, L , (29)

则闭环系统是稳定的.

证明 　对于闭环系统 (28) ,令二次函数 V (ξk )

=ξT
k Pξk ,如果闭环系统是稳定的 ,必存在

912
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ξT
k Pξk - ξT

k+1 Pξk+1 > 0 . (30)

将式 (28) 代入 (30) ,则有

P - �A T
i P�A i > 0 , i = 1 ,2 , ⋯, L . (31)

由 Schur补性质 ,有

Q Q T �A T
i

�A i Q Q
> 0 , i = 1 ,2 , ⋯, L . □

下面给出带有状态观测器的预测控制器设计步

骤 :

Step1 : 给定初始的可行状态变量 x0 ;

Step2 : 给定无穷时域性能指标加权系数 Q1 和

R ,根据定理 1得到矩阵 U 和对称正定矩阵 G ,计算

控制量 uk = Sat (U G- 1 x k) ;

Step3 : 根据定理 2求得观测器增益矩阵 L 0 =

Q- 1 W ;

Step4 : 根据定理 3 ,验证闭环系统的稳定条件 ;

如果不满足 ,则返回 Step2 .

4　仿真研究
这里以一个角度定位系统为例来证明本文提出

的带有观测器的预测控制器设计的有效性.

角度定位系统的离散模型为

x k+1 =
1 0 . 1

0 1 - 0 . 1αk

x k +
0

0 . 1 r
u k =

　　　A k x k + B k u k , (32)

y k = [1　0 ] x k = Cx k ,

其中 r = 0 . 787 .这里参数αk是天线绕固定轴旋转的

粘滞摩擦系数 ,其变化在 0 . 1 ≤α≤10范围.

角度定位系统可视为一个凸多面体不确定系

统 ,满足Ω = Co{ [ A 1 　B1 ] , [ A 2 　B2 ]} ,其中

A 1 =
1 0 . 1

0 0 . 99
, A 2 =

1 0 . 1

0 0
,

B1 = B2 =
0

0 . 078 7
.

给定初始状态 x0 = [1　0 ]T ,无穷时域性能指

标为式 (5) , 选择加权系数 Q1 = diag{ 1 ,0} , R =

0 . 000 2 . 采用本文设计的带有状态观测器的预测控

制器进行仿真 ,将粘滞摩擦参数αk在 0 . 1～ 10之间

随机变化 ,得到状态变量 x k ,输出变量 y k 和控制量

u k的变化曲线如图 1～图 3所示.经过反复优化 ,控

制量满足执行器饱和约束 | uk | ≤1 ,并且系统状态

变量快速收敛.仿真算例表明 ,对于具有执行器饱和

特性的不确定系统 ,本文所设计的带有观测器的新

型预测控制器是有效的.

5　结 　　论
本文针对具有执行器饱和特性的凸多面体不确

定系统提出了带有状态观测器的预测控制器设计方

图 1　状态变量响应曲线

图 2　输出变量响应曲线

图 3　控制量作用曲线

法.该方法基于 L yap unov稳定性和饱和特性的反

馈控制结构 ,在滚动优化的每一步得到一个最优的

控制律 ,使性能指标最小 ,从而将预测控制器设计问

题转化为线性矩阵不等式组的可行解求解问题.考

虑了状态不完全已知的情况 ,从而将观测器引入控

制系统来观测系统的状态 ,通过调整观测器参数使

闭环系统渐近稳定.仿真研究验证了所设计的带有

状态观测器的新型预测控制器是有效的.
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差收敛于任意设定的滑模面饱和层内.仿真结果进

一步说明了理论分析的有效性.
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