
第 24卷 第 2期
Vol. 24 No. 2

控　制　与　决　策
Cont rol and Decision

　2009年 2月
　　Feb. 2009

收稿日期 : 2007211226 ; 修回日期 : 2008203223.

基金项目 : 国家自然科学基金项目 (10571036) ; 北京市教育委员会重点学科共建项目 (xk100080537) .

作者简介 : 郝智红 (1980—) ,女 ,内蒙古赤峰人 ,助教 ,博士生 ,从事延时控制理论的研究 ; 胡广大 (1962—) ,男 ,黑

龙江佳木斯人 ,教授 ,博士生导师 ,从事延时控制理论等研究.

　　文章编号 : 100120920 (2009) 0220244205

一种新的中立型延时系统不稳定特征根的数值方法

郝智红1 , 胡广大1 , 李华德1 , 梁建坤2

(1.北京科技大学 信息工程学院 , 北京 100083 ; 2.沈阳药科大学 计算中心 , 沈阳 110016)

摘　要 : 针对中立型延时系统超越特征方程的特点 ,提出了计算其不稳定特征根的数值方法.首先分析了系统具有

有限个不稳定特征根的条件及其在复平面上的范围 ,并结合特征根的对称性 ,缩小计算范围 ;然后对缩小后的区域进

行网格划分 ,根据函数局部极小值原理并结合几何搜索的方式得到不稳定特征根的近似值 ,作为非线性无约束优化

方法 f solve的初值 ,进而得到不稳定特征根的数值解 ;最后通过计算实例验证了所提方法的有效性.
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Abstract : Based on the properties of characteristic equation for neutral delay systems , a numerical method for unstable

characteristic roots of systems is proposed. Firstly , the condition of characteristic equation with finite unstable

characteristic root s are analyzed , so does the region of them in the complex plane. Owing to the symmetry of unstable

characteristic root s , the region is narrowed. Based on the principle of local minimum value , the shrink bounded closed

region is divided into different grid. Then approximation value of unstable characteristic root s is obtained by using

geometric search manner. The calculation result is t reated as the initial value of unconst rained nonlinear optimization

method (f solve) , and the accurate numerical solutions of unstable characteristic root s are derived. Finally , simulation

result s show the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
在工程实际中 ,自动控制、电力网络等总是存在

滞后现象 ,这些系统的数学模型多为中立型延时微

分方程.一直以来 ,国内外主要集中于研究标准时滞

系统的稳定性 ,如文献[ 1 ]利用凸方向概念边界理论

构造了时滞系统的特征多项式的测试集 ;文献[ 2 ]利

用频域法研究了使系统稳定的最大滞后量的界.然

而当前对于中立型延时系统的研究较少 ,这是由于

这类方程性态更加复杂 ,系统中差分算子较难处理 ,

其超越特征方程具有无穷根 ,给研究带来很大难度.

文献[ 3 ]研究了这类系统的稳定性 ,并指出了使系统

具有有限个不稳定特征根的条件 ,但没有指出这些

特征根的求解方法.

在求解非线性方程的方法中 ,能够直接求解中

立型延时系统超越特征方程的不多[428 ] .牛顿迭代法

虽然具有二阶收敛速度 ,但每步迭代都要计算导数

值 ,并要求初值在收敛域之内 ,否则会影响迭代速度

和精度 ,尤其是针对超越方程的多根性的情况 ,对初

值的依赖性更显突出 ;魏尔 ( Weyl)方法对含有特征

根的子区间继续进行划分 ,最后搜索逼近至一个很

小区域 ,则近似认为是特征根.这种方法虽实用 ,但

搜索过程复杂、计算缓慢.
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针对以上描述 ,本文给出一种新的中立型延时

系统不稳定特征根的数值计算方法.

2　系统描述
考虑中立型延时系统

[ x ( t) - ∑
m

i = 1
Ci x ( t - τi ) ]′=

A x ( t) + ∑
n

j = 1
B j x ( t - σj ) . (1)

式中 :A , B j ( j = 1 ,2 , ⋯, n) 和 Ci ( i = 1 ,2 , ⋯, m) 是

具有相应维数的常数矩阵 ;τi > 0 ( i = 1 ,2 , ⋯, m) 和

σj > 0 ( j = 1 ,2 , ⋯, n) 是常数延时.

对于系统 (1) ,其特征方程为

P( s) = det [ s ( I - C( s) ) - A - B ( s) ] = 0 . (2)

其中

B ( s) = ∑
n

j = 1
B j exp ( - sσj ) ,

C( s) = ∑
m

i = 1

Ci exp ( - sτi ) .

可以看出 ,该特征方程是超越方程 ,具有无穷个

根 ,因此给研究带来一定的难度.但是当条件

∑
m

i = 1
‖Ci ‖ < 1 (3)

成立时 ,系统具有有限个不稳定特征根 ,并且一定包

含在一个有界闭区域内 (复平面) .

3　中立型延时系统的谱分解理论
引理 1[9 ] 　假设中立型延时系统的不稳定特征

根Λ = {λ1 ,λ2 , ⋯,λs} , Re (λi ) ≥0 ( i = 1 ,2 , ⋯, s) 所

对应的广义特征子空间为 C+ ,那么存在子空间 C+

的补子空间 C- ,使得整个特征空间被Λ分解为

Cn,τ = C+ Ý C- , (4)

其中 C( [ -τ,0 ] , Rn) 表示将区间[ -τ,0 ]映入 Rn中

的连续函数所组成的 Banach空间 ,简记为 Cn,τ.

根据中立型延时系统的谱理论 ,将其分解为稳

定特征根和不稳定特征根 ,进而通过传统方法来控

制系统的不稳定解 ,这样便用一个有限维的方法实

现了无限维的控制问题.因此 ,不稳定特征根的计算

是谱分解理论在中立型延时系统中应用的研究基

础.

4　确定不稳定特征根的数值方法
4 . 1　不稳定特征根范围的确定

当式 (3) 成立时 ,系统的有限个不稳定特征根

包含在有界闭区域 D = [0 , E] ×[ - F , F]内[10 ] ,其

中

　　　　E =μ[ A ] + ∑
n

j = 1
‖B j ‖+ X , (5)

　　F =μ[ - i A ] + ∑
n

j = 1
‖B j ‖+ X , (6)

　　X =
∑
m

i = 1

‖Ci A ‖+ ∑
m

i = 1
(∑

n

j = 1

‖Ci B j ‖)

1 - ∑
m

i = 1
‖Ci ‖

, (7)

　　μ[ A ] = lim
Δ→0 +

‖I +ΔA ‖ - 1
Δ . (8)

这里 i2 = - 1 ,μ[·]代表矩阵的测度 , ‖·‖代表矩

阵的范数.

考虑到系统特征根关于实轴的对称性 ,将特征

根的求取范围减少至复平面第一象限有界闭区域 �D
= [0 , E] ×[0 , F]上的运算 ,进而缩小计算范围 ,提

高运算速度.不稳定特征根所在的有界闭区域如图

1所示.

图 1　不稳定特征根所在的有界闭区域

4 . 2　函数局部极值原理结合几何搜索计算特征根

4 . 2 . 1　特征函数模值局部极值原理

算法从特征方程的角度出发 ,当特征方程具有

实根时 ,计算相对容易 ,但在很大程度上 ,即便矩阵

是实矩阵 ,也有可能具有复特征根 ,因此会给计算带

来较大难度. 如从复平面的角度考虑 ,特征多项式

P( s) 看作是复变量 s = x + i y的函数 ,该函数分解

为实部和虚部 ,如下 :

P( s) = P( x + i y) = Re ( x , y) + i Im ( x , y) .

(9)

其中

Re ( x , y) = Re{ P( x + i y) } ,

Im ( x , y) = - Im{ P( x + i y) } .

进而可得到特征多项式的模值 M为

M ( x , y) = Re ( x , y) 2 + Im ( x , y) 2 , (10)

当且仅当

M ( x , y) = 0 (11)

成立时 ,式 (2) 成立.因此本文以特征多项式的模值

作为出发点 ,研究特征根的数值计算方法.

首先用网格线法将有界闭区域 �D = [0 , E] ×

[0 , F]划分 ,其中步长Δs 的选取决定了特征根的准

542
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确度 ,所以Δs 应足够小以保证等高面的平滑.但步

长太小会导致求根过程的大滞后产生 ,Δs 很大又会

遗漏一些特征根的信息.为了解决两者之间的矛盾 ,

并根据多次试验得出步长的计算公式如下 :

Δs = (10 - 4 ～ 10 - 2 ) min ( E , F) ,

并计算各个网格点上的特征函数值的模值

M ( x , y) =

M ( x1 , y1 ) M ( x2 , y1 ) ⋯ M ( x n , y1 )

M ( x1 , y2 ) M ( x2 , y2 ) ⋯ M ( x n , y2 )

… … ω …

M ( x1 , ym ) M ( x2 , ym ) ⋯ M ( x n , ym )

.

其中 :网格步长为Δs (如图1所示) ,划分后的各个点

坐标分别为 ( x k , y l ) , k = 1 ,2 , ⋯, n , l = 1 ,2 , ⋯, m ;

n = int (| E | /Δs + 1) , m = int (| F | /Δs + 1) ;

x k = kΔs ,

y l = lΔs .

则可得出函数 M ( x , y) 所确定的曲面 ,如图 2所示.

图 2　模值曲面

因为首先是在划分网格上的运算 ,即用所有网

格点的集合来近似模拟整个有界闭区域的信息 ,但

是步长的选取会导致网格点的稀疏程度不同 ,从而

影响近似程度.在网格点上的运算不能严格保证式
(11) 的成立 ,因此将式 (11) 的求解转化成求模函数

极小值的问题.但由于系统不稳定特征根的多根性 ,

可得出此问题是函数局部极小值问题 ,即求解满足

下述条件的点 ( x , y) :

ϖε> 0 ,ε→0 , 使得 0 ≤M ( x , y) ≤ε成立.

4 . 2 . 2　特征函数模值局部极值点的几何搜索

根据多变量函数求极值理论 ,同时为了避免求

解复杂函数导数 ,这里采用了简单实用的变量轮换

法进行求解.在迭代求解过程中 ,沿着不同的坐标方

向轮流进行搜索 ,即先改变一个变量而保持其他变

量为常数 ,得到一系列最优点 ,然后换成另一变量 ,

再次得到一系列最优点 ,直到变量轮换结束.根据所

限定的ε值和所得到的最优点系列确定初值范围 ,

如图 3所示.从几何角度考虑 , 特征函数模值的局

部极小值即为网格点上满足以下条件的点 :网格点

的特征函数模值是所在的行和列的局部极小值.

图 3　模值曲面局部极小值分布

4 . 3　优化方法求解非线性特征方程的精确值

因为网格步长的选取影响近似不稳定特征根的

计算精度 ,所以通过几何搜索得到的近似不稳定特

征根必须要作进一步处理 ,以提高计算精度.

首先将问题转化为非线性无约束优化形式 ,即

min f ( x , y) ,

x ∈[0 , E] , y ∈[0 , F]. (12)

目标函数取 f ( x , y) = ∑
k

i = 1
M2 ( x , y) ,其中 k为非线

性方程的个数 ,在这里 k = 1 .显然 f ( x , y) ≥0 ,当

( x 3 , y 3 ) 是非线性特征方程 (2) 的解时 ,目标函数

f ( x 3 , y 3 ) 达到极小值.

4 . 4　不稳定特征根数值计算步骤

总结以上提出的不稳定特征根数值计算步骤如

下 :

1) 通过式 (5) 和 (6) 计算不稳定特征根所在的

有界闭区域 D = [0 , E] ×[ - F , F].进而根据系统

特征根关于实轴的对称性 ,将计算范围减小至复平

面第一象限有界闭区域 �D = [0 , E] ×[0 , F]上.

2) 步长Δs的选取 ,将有界闭区域 �D用网格线进
行划分.

3) 对每个网格点进行特征函数模值运算 ,即

M ( x , y) .

4) 计算特征函数模值的局部极小值 ,进而确定

不稳定特征根的近似值.

5) 为了更形象直观 ,得出特征函数模值的ε等

高线 ,验证不稳定特征根在复平面的分布图.

6) 上一步得到的近似不稳定特征根作为非线

性无约束优化方法的初值进行寻优 ,达到误差要求

时寻优停止 ,进而得到修正后的不稳定特征根.

5　计算实例
考虑具有多延时的中立型系统

[ x ( t) - ∑
2

i = 1
Ci x ( t - τi ) ]′=

642
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　　　　　 A x ( t) + ∑
3

j = 1
B j x ( t - σj ) ,

其中系数矩阵

A =

0 . 2 - 1 . 5 0 . 18 0

0 0 . 15 0 . 09 0

- 0 . 02 0 0 0 . 26

- 0 . 06 0 . 07 0 0 . 11

,

B1 =

0 . 1 0 0 . 8 0

0 . 2 0 0 0

0 0 . 19 0 . 07 0

0 1 . 8 0 0 . 01

,

B2 =

0 . 2 0 . 05 0 . 12 0 . 5

0 0 . 22 0 0 . 08

0 . 2 0 . 15 0 0 . 1

0 . 07 0 0 0 . 2

,

B3 =

0 . 19 0 0 0 . 12

0 0 0 0 . 15

0 0 . 16 0 . 55 0

0 . 8 0 . 5 0 . 06 0

,

C1 =

0 . 04 - 0 . 11 0 0

0 0 . 1 0 . 18 0 . 1

0 0 . 05 0 . 11 - 0 . 3

0 . 2 - 0 . 02 0 . 03 - 0 . 17

,

C2 =

- 0 . 1 0 0 0 . 06

0 0 . 2 0 - 0 . 26

0 0 . 21 0 . 03 0

0 0 0 . 15 0 . 14

.

延时τ1 = 1 . 6 ,τ2 = 1 . 2 ,σ1 = 1 ,σ2 = 2 . 8 ,σ3 =

6 . 6 ,通过式 (8) 可得出

∑
2

i = 1
‖Ci ‖ = 0 . 756 116 841 083 37 < 1 ,

μ[ A ] = 0 . 928 386 899 011 00 ,

μ[ - i A ] = 0 . 760 734 614 608 25 .

将以上结果代入式 (7) ,得

X = 10 . 262 280 343 294 86 ,

进而根据式 (5) 和 (6) 得出

E = 14 . 599 512 705 566 64 ,

F = 14 . 431 860 421 163 89 ,

因此不稳定特征根所在的有界闭区域为
D = [0 ,14 . 599 512 705 566 64 ] ×

[ - 14 . 431 860 421 163 89 ,14 . 431 860 421 163 89 ].

根据本文提出的函数局部极小值并结合几何搜

索的方法 ,得到复平面第一象限有界闭区域 �D =

[0 , E] ×[0 , F]内不稳定特征根的近似值如下 :

λ10 = 0 . 590 000 000 000 00 ,

λ20 = 0 . 130 000 000 000 00 + 0 . 070 000 000 000 00i

λ40 = 0 . 360 000 000 000 00 + 0 . 550 000 000 000 00i .

以上近似值分别作为非线性无约束优化 f solve

方法的初值 ,经计算得到精确的不稳定特征根 ,并结

合特征根的对称性可得知该中立型延时系统是不稳

定的 ,因为该系统在有界闭区域 D内具有一个实特

征根和两对复共轭特征根 ,即
λ1 = 0 . 548 039 811 822 01 ,

λ2 ,3 = 0. 086 697 777 156 74 ±0 . 069 007 908 218 02i ,

λ4 ,5 = 0. 324 330 658 162 38 ±0 . 547 113 838 310 13i .

不稳定特征根的计算结果如图 4所示.

图 4　多延时中立型系统不稳定特征根分布图

当初始值为λ40 = 0 . 36 + 0 . 55i时的寻优过程如

表 1所示.

表 1　非线性无约束优化过程

k 目标函数值 P( s)

1 - 0. 018 139 363 179 51 - 0. 021 407 186 471 13i

2 - 0. 018 139 372 098 38 - 0. 021 407 194 014 21i

3 - 0. 001 998 644 564 25 + 0. 001 313 009 775 17i

4 - 0. 001 998 652 062 36 + 0. 001 313 000 888 59i

5 1. 220 057 292 732 431e - 5 - 1. 072 255 315 748 470e - 5i

6 1. 219 295 749 815 822e - 5 - 1. 073 154 512 801 831e - 5i

7 (最优值) 3. 974 155 133 126 302e - 10 - 6. 064 717 086 175 068e - 10 i

8 - 7. 217 144 758 213 970e - 9 - 9. 597 848 997 512 277e - 9i

通过表 1 可以看出 ,非线性无约束优化 f solve

方法在 k = 7时寻到满足误差要求的最优解为

λ4 = 0 . 324 330 658 162 38 + 0 . 547 113 838 310 13i ,

此时目标函数值为

p ( s) = e - 10 (3 . 974 155 133 126 302 -

6 . 064 717 086 175 068i) ≈ 0 .

6　结 　　论
本文利用函数局部极值原理、几何搜索以及非

线性无约束优化方法 ,为中立型延时系统不稳定特

征根的求取提供了一种有效的途径 ,理论分析和计

算实例表明了该数值计算方法的有效性和实用性.
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