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一种基于佳点集原理的约束优化进化算法
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摘　要 : 提出一种基于佳点集理论解决约束优化问题的进化算法.它将实分圆域中均匀分布的佳点映射到求解问题

的搜索空间 ,使得所构造的个体能在搜索空间内分布比采用随机方式更加均匀 ,并引进预交叉机制来平衡佳点取点

个数与算法搜索能力之间的矛盾.新算法的遗传算子基于佳点技术构造 ,精度不受空间维数的限制 ,有利于高维优化

问题.对 6个标准测试函数的数值实验结果验证了新算法的通用性、有效性和稳健性.
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Abstract : An approach is p roposed to handle const rained optimization problems by using evolutionary algorithm. It

map s the good lattice point s ( GL P) f rom S2dimensional unit hypercube to the S2dimensional search space , which

makes the individuals in search space dist ribute more evenly than the random methods do . In order to balance the

quantity of GL P and the exploitive capability of proposed algorithm , a new pre2crossover operator is p roposed. The

gene operators of the new method are const ructed according to GL P principle whose precision is not be confined to the

dimension of the search space , which is benefit for some high dimensional optimization problems. The new approach is

compared with other evolutionary optimization techniques by six benchmark functions. The result s obtained show that

the new approach is general , effective and robust .
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1　引　　言
约束优化问题[1 ] ( COPs)是科学和工程应用领

域经常遇到的一类数学规划问题.进化算法 ( EAs)

是一种模拟自然进化过程的全局优化方法 ,同传统

优化方法相比 ,进化算法更适合求解约束优化问

题[1 ] .近年来 ,作为进化算法的一个重要部分 ,进化

策略在处理约束优化问题时受到了极大的重视.对

此有以下两个原因 :1)具有理论背景支持进化策略

收敛 ;2)进化策略的自适应机制对其处理约束搜索

空间有一定的帮助[2 ,3 ] .在相同的约束处理技术下 ,

采用进化策略时算法的整体性能明显优于遗传算

法[4 ] .通过融合 3 个简单的个体比较准则 , Mezura

和 Coello [ 2 ]对几种不同的进化策略进行了实验比

较.结果表明对于具有高维搜索空间、非线性等式约

束条件的测试函数 ,利用进化策略不能得到很好的

结果.在进化策略中交叉操作往往被忽略.然而 ,就

约束优化问题而言 ,可行解与不可行解在一些重要

的区域进行交叉 ,对于找到全局最优解很有帮助 ,特

别是当全局最优解位于可行域边界上时.尽管在进

化策略中也可加入传统的交叉操作[5 ] ,但其搜索能

力十分有限.运用正交表技术来指导交叉操作取得

了许多成果[628 ] .但是 ,为了达到精度 ,当正交表因素
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个数和等级增多时 ,不但实验的规模迅速增加 ,而且

构造对应的正交表也很麻烦 ,这些给正交交叉法的

运用带来了一定的困难.

本文引进佳点集技术[9211 ]重新设计交叉算子和

变异算子[12214 ] ,在保持收敛速度的同时利用佳点集

技术使个体在搜索空间中分布比采用随机方法更均

匀.数值实验验证了新算法的有效性和可行性.

2 　基于佳点集原理的约束优化进化算法

( GLPES)
一个非线性规划问题可描述为

min f ( x) = ( x1 , x2 , ⋯, x n) ∈Rn .

s. t . g j ( x) ≤0 , j = 1 ,2 , ⋯, l ;

　　 hj ( x) = 0 , j = l + 1 , l + 2 , ⋯, m.

这里 : x为决策向量 ,Ω为可行域 , S为决策空间Ω Α
S .一般地 , S 为 Rn 中的 n 维长方体 : l ( i) ≤ x i ≤

u( i) , l ( i) , u( i) 为常数 , i = 1 ,2 , ⋯, n. f ( x) , g j ( x) ,

hj ( x) 均为 Rn 上的 n 元函数 , f ( x) 为目标函数 ,

g j ( x) ≤0为第 j个不等式约束条件 , hj ( x) = 0为第

j个等式约束条件. l表示不等式约束条件的个数 , m

- l表示等式约束条件的个数.

2 . 1　佳点集交叉算子

用任意给定 n个点的函数值构成的任何加权和

来近似计算函数在 S 维欧式空间单位立方体 GS 上

的积分时 ,取 n个佳点[9211 ] 所得的误差最小 ,即 En

=μ- Qn ,这里 u =∫x∈GS

f ( x) d x , Qn =Σf ( pn ( i) )
n

,

Pn ( k) (1 ≤k ≤n) 是一个含 n个点的点集.也就是

说 ,在相同取点个数的条件下 ,佳点序列要比其他方

式选取的点序列更均匀 ,更逼近被积函数曲线.如果

将 GS 上的佳点映射到求解空间 ,便得到一种很好的

均匀取点方法. 另外 ,佳点集的构造与空间维数无

关 ,克服了正交表设计法的不足 ,也为高维近似计算

提供了一个非常好的算法.下面构造一种适合进化

策略的实数编码交叉算子.

佳点集的构造 :如果 r ∈ GS , 形为 Pn ( k) =

{ ({ r{ n}
1 3 k} , ⋯, { r{ n}

i 3 k} , ⋯, { r{ n}
s 3 k} ) } , k = 1 ,2 ,

⋯, n ,其偏差φ( n) 满足φ( n) = C( r ,ε) n
( - 1 +ε) ,其中

C( r ,ε) 是只与 r ,ε(ε> 0) 有关的常数 ,则称 Pn ( k)

为佳点集 , r称为佳点.取 ri = { 2cos 2πi
p } ,1 ≤i ≤s ,

p是满足p - 3
2
≥s的最小素数 ;也可取 ri = { e i } ,1

≤ i ≤s. { r3
i k} 表示 r3

i k 取 1的模.

构造一个包含 100个二维佳点的佳点集 ,同时

用随机方法在二维单位空间内取 100 个点 ,图 1 分

别给出了它们的分布效果.显然佳点集的分布均匀 ,

且只要取点个数一定 ,每次所得分布效果是一致的 ,

由此可知佳点集方法稳定性很好.

图 1　100个佳点与 100个随机点在二维空间分布的对比

在交叉操作中 ,每随机选取两个个体 (不妨设为

X1 = ( x1
1 , x1

2 , ⋯, x1
n) , X2 = ( x2

1 , x2
2 , ⋯, x2

n) ) ,便确

定了一个局部搜索空间[ x X1 , X2 , �x X1 , X2 ] ,其中

x X1 , X2 = ( min ( x1
1 , x2

1 ) , min ( x1
2 , x2

2 ) ,

　　　　⋯, min ( x1
n , x2

n) ) ,

�x X1 , X2 = ( max ( x1
1 , x2

1 ) , max ( x1
2 , x2

2 ) ,

　　　　⋯, max ( x1
n , x2

n) ) .

(1)

令

J = { i| x1
i notδ- similar wit h x2

i ,1 ≤ i ≤n} .

当 d ( x1
i , x2

i ) ≡| x1
i - x2

i | ≤δ,称两个个体第 i维分

量δ- similar ,δ是一个相对于变量取值范围非常小

的常数 ,实验中δ0 初值为 0 . 000 1 3Δx i ,Δx i 为决策

变量 x i的上下界之差.另外对δ还引进了动态机制 ,

它将随着进化代数 t的增加不断缩小.δi
t+1 =δi

t / C , C

为收敛系数.不妨设 X1 和 X2 前 t个分量δ- similar

不成立 ,后 n - t个分量δ - similar成立.

在 t维空间中取佳点的方法如下 :

t维空间 H 中作含 m 个点的佳点集 P n ( k) =

{ ({ r1 3 k} , ⋯, { ri 3 k} , ⋯, { rt 3 k} ) , k = 1 ,2 , ⋯,

m} ,其中 ri = { 2 co s 2πi
p } ,1 ≤i ≤t. p是满足 p ≥2 t

+ 3的最小素数 ,或者取 ri = e i ,1 ≤i ≤t , { ri 3 k}表

示 ri 3 k的小数部分.

佳点集原理是基于实分圆域提出的 ,佳点的每

个分量均在 [0 ,1 ] 内. 为了将单位立方体中的点映
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射到局部搜索空间 , [ xL , M , �xL , M ]不妨用 T表示.定

义如下映射 f : H → T ,有

f ( ri 3 k) = min ( x1
i , x2

i ) + { ri 3 k} 3
( max ( x1

i , x2
i ) - min ( x1

i , x2
i ) ) . (2)

其中 :1 ≤i ≤t ,1 ≤k ≤m , t是空间的维数 , m是取

点的个数 , { ri 3 k} 意义同上.运用佳点集原理 ,构造

进化算法的佳点集交叉算子 ( GL P crossover) ,每运

行一次该算子将产生λ/μ个新个体 ,并加入子代中 ,

μ为父代个体数 ,λ为子代个体数.算子描述如下 :

　　f unction GL P2crossover ()

　　设 X1 = { x1
1 , x1

2 , ⋯, x1
n) , X2 = ( x2

1 , x2
2 , ⋯, x2

n)

是两个个体 ;

　　For k = 1 to 每对个体交叉将产生新个体的个

数λ/μDo

　　　If ( i | J )

　　　　　If (flip (50 %) )

　　　　　　xnew
ki = x1

i ;

　　　　　　Else

　　　　　　xnew
ki = x2

i ;

　　　　　　End If

　　　　Else

　　　　　xnew
ki = f ( ri 3 k) ;

　　　　End If

　　　End For

　　End For

　　End

其中 : J 是上面的定义的集合 ;flip ( P) 函数的功能

是 ,如果随机获得的概率大于或等于 P , 则返回

t rue .

2 . 2　预交叉策略

佳点集交叉算子能使产生的新个体在局部搜索

空间内均匀分布.但如果单位空间内的个体太稀疏 ,

搜索效果便不会明显.实验证明 ,单纯采用佳点集交

叉算子在搜索空间较大 ,而个体较稀疏的情况下效

果并不理想.为了克服这个问题可以适当增大λ/μ,

而λ/μ的变化又会引起进化代数的变化和早熟收敛

等问题.为了让佳点集交叉算子产生最好的效果 ,同

时均衡算法的整体稳定 ,需在佳点集交叉算子之前

加入一个预交叉算子 ,目的在于迅速收敛搜索空间.

因为每次产生个体的数目一定 ,要快速增加个体分

布密度的最好办法便是采用一种有效机制使搜索空

间迅速缩小.本文希望用这样的机制来达到局部空

间个体密度和整个算法搜索能力的平衡 (本文中

λ/μ = 4 ,μ = 100 ,λ = 400) . 预 交 叉 算 子

(pre2crossover operator) 对从父代种群中随机抽取

的个体 P1 , P2 进行预交叉 ,并产生两个中间个体 X1

= ( x1
1 , x1

2 , ⋯, x1
n) , X2 = ( x2

1 , x2
2 , ⋯, x2

n) 作为佳点

集交叉算子的输入.此时两个中间个体 X1 和 X2 之

间的相同维决策变量所确定的长度空间是原个体

P1 和 P2 所确定空间的 1/ 2 .该算子描述如下 :

　　f unction Pre2crp sspver ()

　　设 P1 , P2 是μ个父代中随机选取的两个个体 ,

相应的 X分量为

　　( x p1
1 , x p1

2 , ⋯, x p1
n ) , ( x p2

1 , x p2
2 , ⋯, x p2

n ) ;

　　For i = 1 to 个体的维数 n Do

　　　　xnew
1 i = r 3 x p1

i + (1 - r) 3 x p2
i ;

　　　　If (flip (50 %) )

　　　　　　　　xnew
2 i = x p1

i ;

　　　　Else

　　　　　　　　xnew
2 i = x p2

i ;

　　　　End If

　　　End For

　　End

其中 flip ( P) 定义同前所述 , r = 0 . 5 .也就是说在局

部空间加入预交叉算子后 ,个体的密度较单纯采用

佳点集交叉增加一倍.因为在后续迭代中 ,被抛弃的

空间是可能重现的 ,所以不必担心抛弃空间带来的

弊端.这样既保证了取点的均匀 ,又使算法的搜索能

力大大提高.

2 . 3　变 　　异

在μ个个体组成的初始种群中 ,每个个体代表

一个实值向量集合 ( x i ,σi ) , i = 1 ,2 , ⋯,μ, x i和σi有

n个独立分量. x i = { x i (1) , x i (2) , ⋯, x i ( n) } ,σi =

{σi (1) ,σi (2) , ⋯,σi ( n) } , i = 1 ,2 , ⋯,μ.新算法采用

高斯变异算子[10 ] .实验验证 ,在产生λ个子种群时用

上述佳点集交叉算子来产生子代个体的策略参数

σ,会使σ的值分布过于均匀 ,达不到变异效果. 此

外 ,作者认为σ的变化还应具有一定的继承性.设每

对父代个体 P1 和 P2 会产生λ/μ个后代 ,对于每个

后代 ,新算法分别以 50 %的概率选取 P1 或 P2 的σ

分量作为交叉操作的个体之一σ1 ,另一个交叉参与

个体σ2 在每一维交叉时从父代群体中随机选取.交

叉方式如下 :

　　f unction Sigma2cro ssover ()

　　设 P1 , P2 是输出 Pre2crossover 算子的两个个

体 ,对应的σ分量设为

　　σP1 = (σp1
1 , ⋯,σp1

n ) ,σP2 = (σp2
1 , ⋯,σp2

n )

　　For j = 1 to每对个体交叉将产生新个体的个

数λ/μDo

　　If (flip (50 %) )σ1 =σP1 ;

　　Elseσ1 =σP2 ;

　　End If
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　　For i = 1 to个体的维数 n Do

　　随机地μ个父代个体中选择一个个体设为 T ,

σ2 =σT ;

　　　　If (flip (50 %) )

　　　　　　If (flip (50 %) )σnew
ji =σ1i ;

　　　　　　Elseσnew
ji =σ2i ;

　　　　　　End If

　　　　Else

　　　　　　σnew
ji = (σ1i +σ2i ) / 2 ;

　　　　End If

　　End For

　　End

其中 flip ( P) 定义同前所述 , r = 0 . 5 .这样做保证了

σ值的多样性和一定的代间继承性 ,实验证明了它

的有效性.变异算子的参数τ和τ′定义如下 ( n为个

体的维数) :τ′= 1/ 2 n ,τ= 1/ 2 n.初始化σ0i (0)

= 0 . 4 3 (
Δx i

n
) ,这里Δx i 为决策变量 x i 的上下界之

差.

2 . 4　初始化种群的佳点集方法

由图 1 不难理解 ,要使固定数目的个体在空间

中可靠地均匀分布 ,佳点集方法是一个很好的选择.

所以对于某些初始种群数目一定而搜索空间的范围

较大 ,即个体浓度相对稀疏的问题 ,可用佳点集方法

代替随机选种 ,使个体在初始种群中尽量均匀分布 ,

从而提高算法的稳定性.初始化的具体做法类似于

在 t维空间中取佳点的方法 ,如 2 . 1节式 (2) .实验分

析中 ,在初始种群数为μ = 100的前提下 ,对 6个测

试问题[2 ,15 ,16 ] 采用了这种方法 ,对问题 g10 效果尤

为明显.

2 . 5　选择下一代种群

在基于佳点集技术的约束优化进化算法

( GL PES) 中 ,本文采用 Deb 的比较机制[17 ] 以及

Mezura和 Coello [2 ] 的多样性机制 ,并采用 (μ+λ) -

ES 策略.如果选择概率为 0 . 97 ,则在μ个父代个体

与λ个子代群体中 ,按照 Deb的个体比较机制选择

最好的个体进入下一代种群 ;如果选择概率为0 . 03 ,

则分别以二分之一的概率在μ个父代种群或者λ个

子代种群中选择最好的不可行解进入下一代种群.

直到选满μ个新个体为止.

2 . 6　佳点集进化算法流程

1) 用佳点集方法构造初始种群 p (0) ,种群数μ

= 100 ;

2) 是否达到最大进化代数 Tmax (设为 600) ,是

则结束算法 ;否则转下一步 ;

3) 从父代中随机选择两个个体 P1 , P2 进行预

交叉得两个中间个体 X1 , X2 ;

4) 由佳点集交叉算子对 X1 和 X2 进行交叉 ,产

生λ/μ个新的后代个体 ;

5) 用σ的交叉算子为各个λ/μ后代产生变异参

数σ的值 ;

6) 对新产生的λ/μ个体进行高斯变异 ,并加入

子种群 (子种群数λ = 400) ;

7) 循环次数是否达到μ= 100次 ,是转下一步 ;

否则转 3) ;

8) 从父代和子代群体共μ+λ个体中选出新一

代μ = 100个新个体 ,转 2) .

3　实验结果与分析
在通用的 24 个标准测试函数 ( benchmark) [16 ]

中选取 6个高维优化问题测试新算法的性能 ,并与

其他几种已有算法的试验结果进行比较.实验中 ,对

于每个问题 ,取父代种群数μ = 100 ,子代种群数λ

= 400 ,运行代数 t = 600 ,共产生 240 000个新个

体.

对于等式约束优化问题 , 采用 Hamida [18 ] 在

ASCH EA算法中提出的方法.偏差值ε随着种群的

代数的递增逐渐下降 ,其表达式如下 :

εj ( t + 1) =εj ( t) / C ,

其中 C是常数 ,问题 g03中的值设为 1 . 001 95 ,问题

g13中的值设为 1 . 014 5 .

对于每一个问题在相同的条件下独立运行了

30次 ,记录其最好结果、平均结果和最差结果.为了

对比实验结果 ,将新算法 ( GL PES) 与其他 4种有代

表性的算法 ———SM ES[ 5 ] ,A SC H EA [ 18 ] , SR[15 ]和

CW[19 ] 进行比较.表 1分别列出了实验中 5种算法

在 6个测试问题上的最好值、最坏值、平均值以及方

差结果.

从表 1可以看出 ,新算法在 6 个测试问题中全

部达到了全局最优解.其中问题 g13中 ,找到一个解

x = ( - 1 . 689 588 ,1 . 564 713 ,1 . 877 753 ,0 . 758 274 ,

0 . 776 972) , f ( x) = 0 . 053 679 2 ,优于目前已知的最

优解.对于问题 g02 ,新算法独立运行 30次 ,10次接

近最优解 ,且所找到的最优解优于文献 [5 ,15 ,18 ] ;

g10的搜索空间较大 ,按 2 . 4节方法对种群进行初始

化 ,并对δ- similary动态机制中的δ收缩力度相对

加强δi
t+1 =δi

t / C ,收敛系数 C设为 1 . 125 ;如果强度

不够 ,佳点集交叉算子将在后期退化为直接交叉 ,整

个交叉过程退化成只有预交叉在起作用 ,大大降低

了搜索效率.对于其他问题 ,可让δ的收缩强度相对

弱一些 ,实验中设为 1 . 016 5 ,这样更容易继承父代

的优秀基因.从方差分析来看 ,新算法优于 SM ES ,

SR和 ASCH EA ,说明该算法稳定.新算法的结果稍
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表 1　5个算法 SMES[ 5] , ASCHEA[ 18] ,SR[ 15] ,CW[ 19] , GLPES在 6个标准测试函数上的实验结果比较

Fcn/ optimal status
met hods

SMES ASCHEA SR CW GL PES

g02/

- 0. 803 619

best - 0 . 803 601 - 0. 785 - 0. 803 515 - 0 . 803 619 - 0 . 803 619

mean - 0. 785 238 - 0. 788 950 - 0. 781 975 - 0. 803 220 - 0. 799 84

worst - 0. 751 322 NA - 0. 726 288 - 0. 792 608 - 0. 784 106

st . dev 1. 7E202 7. 0E202 2. 0 E203 0. 010 254

g03/

- 1. 000

best - 1 . 000 - 1 . 000 - 1 . 000 - 1 . 000 - 1 . 000 023

mean - 1. 000 - 0. 999 89 - 1. 000 - 1. 000 - 1. 000 031

worst - 1. 000 NA - 1. 000 - 1. 000 - 1. 000 051

st . dev 2. 1E204 1. 9E204 2. 8 E216 3. 29 E208

g07/

24. 306

best 24. 327 24. 332 30 24 . 307 24 . 306 24 . 306 46

mean 24. 475 24. 663 60 24. 374 24. 306 24. 399 19

worst 24. 843 24. 642 24. 306 24. 458 59

st . dev 1. 3E201 6. 6E202 5. 7 E212 0. 047 817

g10/

7 049. 248

best 7 051 . 903 7 061. 13 7 054. 316 7 049 . 248 7 049 . 652 632

mean 7 253. 047 7 193. 11 7 559. 192 7 049. 248 7 108. 625

worst 7 638. 366 NA 8 835. 655 7 049. 248 7 208. 321

st . dev 1. 4E + 02 5. 3E + 02 4. 0 E209 0. 509 0E + 02

g12/

- 1. 000

best - 1 . 000 NA - 1 . 000 - 1 . 000 - 1 . 000

mean - 1. 000 NA - 1. 000 - 1. 000 - 1. 000

worst - 1. 000 NA - 1. 000 - 1. 000 - 1. 000

st . dev 0 0 0. 0 E + 00 0

g13/

0. 053 949 8

best 0. 053 986 NA 0 . 053 957 0 . 053 949 8 0 . 053 914 718

mean 0. 166 385 NA 0. 067 543 0. 053 949 8 0. 108 915 872

worst 0. 468 294 NA 0. 216 915 0. 053 949 8 0. 467 101 246

st . dev 1. 8E201 3. 1E202 6. 5 E217 0. 110 1

　　　注 : NA表示原文中没有提供实验结果.

逊于 CW算法 ,但它的进化机制要简单得多 ,这使得

算法复杂度相对较小.本文使用 C + + 编写程序代

码 ,VC + + 6. 0环境编译 , Intel Celeron2. 67 ,256 M

内存的机器以及 WinXP平台独立运行 30次的速度

最长不超过 6 min (g12除外) .

4　结 　　论
新算法引进佳点集技术使空间采样点可靠地均

匀分布 ,使采样点更具代表性 ,从而克服传统交叉算

子搜索能力不足的缺点.同时由于佳点集方法可以

不受搜索空间维数的限制 ,从而给出了一种替代正

交方法解决高维优化问题的思想.实验结果表明了

本文结论与设计方案的有效性.在今后的工作中 ,将

用大量的实际问题进一步检验新方法 ,更深入地研

究佳点集技术 ,继续对算法加以改进 ,并将其应用于

神经网络结构和权值的优化.
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