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一类混杂系统的生存控制设计
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摘　要 : 研究了混杂系统关于由不等式表示的区域的生存控制设计问题.首先基于非光滑分析理论给出了系统关于

所给区域生存的一个充分条件 ;然后给出相应的生存控制设计方法 .该方法将系统的生存控制输入的选择问题转化

为求解非光滑优化问题和二次规划问题.
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Abstract : This paper studied viable control design for a class of hybrid systems on a region which is expressed by

inequalities. Based on nonsmooth analysis , a sufficient viability condition for the systems on a given region is provided

and the viable control design method is also given. The choice of the viable control input is t ransformed into solving an

optimization problem and a quadratic program problem.
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1　引　　言
混杂系统定义为连续变量子系统和离散事件子

系统相互作用而构成的一类动态系统.连续子系统

的动态特征随时间发展不断演化 ,离散子系统的动

态演化受事件的驱动 ,二者相互作用 ,使系统的运动

轨迹整体上呈现离散位置的迁移 ,局部上呈现连续

状态的渐近演化.在综合了连续变量动态系统和离

散事件动态系统演化特征的基础上 ,混杂系统表现

出更加复杂的动态行为.

生存性是控制理论中的一个重要研究领域 ,控

制理论中许多问题本质上都可以利用生存理论这一

工具刻画并加以解决 ,例如系统的可达性 (可控

性) [1 ] ,李雅普诺夫稳定性[2 ,3 ] ,微分对策等[4 ] .关于

生存性的研究主要集中在给定一个区域 ,如何判断

其是否为生存的和如何对生存域进行生存控制 ,即

设计一个生存解.所谓控制系统在一个区域上是生

存的是指对于该域内任何初始条件 ,系统的运动都

不离开此区域.已有许多文献研究了控制系统的生

存性问题[527 ] .文献 [ 2 ]给出了混杂系统关于任意集

合的生存性判别准则.本文给出混杂系统在不等式

表示区域上生存的充分条件 ;然后从数值计算的角

度来讨论如何设计生存控制器使系统在所给的区域

上是生存的.

2　基于微分包含的生存理论
考虑一般形式的微分包含

x′( t) ∈ F( x) , x ∈Rn , (1)

其中 F( x) 为 Rn 到 Rn 中子集的映射 ,当 F( x) =

{ f ( x , u) | u ∈U}时 ,微分包含 (1) 为通常的非线性

系统.如果任给 x ∈Rn ,对任意ε> 0都存在δ> 0 ,

使得对所有 x′当 | x - x′| <δ时 , F( x′) Α F( x) +

εB ( B表示 Rn中以原点为球心的闭单位球) ,则称集

值映射 F(·) : Rn →R2 n

是上半连续的.如果 F(·) :

Rn →R2 n

是上半连续的 ,且函数 F( x) 对所有 x ∈Rn

是凸紧非空的 ,则称 F(·) 为 Marchaud的.如果 ϖ l

> 0 ,使 Π x , x′∈Rn , F( x) Α F( x′) + l | x - x′|

B ,则称 F(·) 为 Lip schitz的.

定义 1[8 ,9 ] 　设 W < Rn ,如果对任意初始状态

x0 ∈W ,存在解 x ( t) 使得 x ( t) ∈W , Π t ≥0 ,则称
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集合 W 关于微分包含 (1) 是生存的 ,这样的解 x ( t)

称为生存解.

定义 2[8 ,9 ] 　设 W < Rn非空 ,集合 W 在点 x ∈

W 的切锥定义为

TW ( x) = { v ∈Rn | lim
t→0 +

inf 1
t

dW ( x + tv) = 0} ,

其中 dW ( y) 为点 y ∈Rn到集合W的距离 ,即 dW ( y)

= inf
s∈W
‖y - s‖.

定义3[8 ] 　设W < Rn非空 ,集合W在点 x ∈W

的法锥定义为

N PW ( x) = { p | Πv ∈ TW ( x) ,〈p , v〉≤0} .

命题 1[8 ,9 ] 　闭集 W < Rn关于微分包含 (1) 是

生存的充要条件为

F( x) ∩ TW ( x) ≠ § , Π x ∈W , (2)

其中 §表示空集.对于集合 W 的内点 x 有 T W ( x)

= Rn ,这时式 (2) 总成立 ,于是要判别式 (2) 是否成

立 ,只需考虑边界点.

引理 1[8 ] 　设集值映射 F( x) 为 Rn中凸紧集且

上半连续 ,则下面两个条件等价 :

1) Π x ∈W , F( x) ∩ TW ( x) ≠ § ;

2) Π x ∈W , Π p ∈N PW ( x) ,inf〈F( x) , p〉≤

0 .

定义 4[10 ] 　设 f ( x) 为 Rn 上的凸函数 ,则存在

凸紧集 5 f ( x) < Rn 使得其方向导数可表示为

f′( x ; d) = max
ξ∈5 f ( x)
〈ξ, d〉, Π d ∈Rn ,

5 f ( x) 称为 f ( x) 的次微分.

3　混杂系统的基本概念
考虑混杂系统如下 :

Ûx = f ( x , u) , u ∈U C ,

x | → r( x , u) , x ∈J , u ∈U D .
(3)

其中 : x ∈Rn 为状态变量 ,U = U C ∪U D , u ∈U Α
Rm 为控制输入 ,U C 为连续控制输入集 ,U D 为离散

控制输入集 , f : Rn ×U C →Rn 为向量场 , r : Rn ×U D

→Rn 为变迁映射 , J Α Rn 为变迁集.系统的连续变

化由方程Ûx = f ( x , u) 决定 ,连续演化被离散变迁打

断 ,而离散变迁的发生取决于当前状态 :离散变迁发

生当且仅当 x ∈ J ,变迁到什么状态取决于当前状

态和控制输入 ,即 x | → r( x , u) .

定义 5 (混杂时间集) 　一个混杂时间集τ =

{ I i }
N
i = 0 是实轴上的有限或无限的区间列 ,满足 :

1) Π i < N , I i = [τi ,τ′i ] ;

2) 如果 N < ∞,则 IN = [τN ,τ′N ]或者 I N =

[τN ,τ′N ) ,可能有τ′N = ∞;

3) Π i ,τi ≤τ′i =τi+1 .

不失一般性 ,假设τ0 = 0 .

定义 6 (混杂系统的解) 　设τ= { I i }
N
i = 0 是个混

杂时间集 , x = { x i (·) } N
i = 0 是函数序列 , x i (·) : I i →

X ; u = { ui (·) } N
i = 0 是个函数序列 , ui (·) : I i →U ;则

系统 (3) 的解记为 (τ, x , u) ,其满足 :

1) 离散演化. Πi < N , x i (τ′i ) ∈J 且

x i+1 (τi+1 ) = r( x i (τ′i ) , ui (τ′i ) ) .

2) 连续演化. Πi ,τi <τ′i ,有 :

① ui (·) 是勒贝格可测的 ;

② x i (·) 是微分方程Ûx i ( t) = f ( x i ( t) , ui ( t) ) 在

区间 I i 上始于 x i (τi ) 的解 ;

③ Πt ∈[τi ,τ′i ) ,有 x i ( t) | J .

4　生存性判别
假设 1　设 f : Rn ×U →Rn连续且关于 x 是线

性增长的 ,即 ϖλ≥0 , Π ( x , u) ∈Rn ×U 都有

| f ( x , u) | ≤λ(1 +| x | ) .

集值映射 x →{ f ( x , u) | u ∈U} 是 Marchaud 和

Lip schitz的 ,其中 U 为紧集 , J 为闭集.

引理 2[2 ] 　考虑系统 (3) , K Α Rn 是个非空闭

集 ,时间区间 T ≥0和一个精度参数ε> 0 ,除了假

设 1成立外 ,下列条件也成立 :

1) 存在 c ∈[0 ,1) 使得对任意 x ∈J 都有

inf
u∈U

d K ( r( x , u) ) ≤cd K ( x) ;

2) 对于任意 x ∈ K\ J , p ∈N P K ( x) 有

inf
u∈U
〈 f ( x , u) , p〉≤0 .

则集合 K关于系统 (3) 是近似生存的 ,即闭环系统

的所有始于 x0 ∈ K的有限解 (τ, x , u) 都满足

x i ( t) ∈ K +εB , Π I i ∈τ, t ∈ I i , |τ| ≤ T.

引理 2给出了任意非空闭集关于混杂系统近似

生存的判别准则.注意 :第 2个条件不需要在集合 K

外验证 ,此条件足以确保当状态离开 K时 ,选择 K

上最近的点 ,并指向该方向将状态控制回 K内.

考虑非空闭集

　K = { x ∈Rn | gi ( x) ≤0 , i = 1 ,2 , ⋯, m} , (4)

其中 gi ( x) 为 Rn上的连续可微函数.集合U Α Rn且

U = U C ∪U D ,U D = { u1 , u2 , ⋯, us} 为离散控制输

入集 ,凸集 U C = { u ∈Rm | hj ( u) ≤0 , j = 1 ,2 , ⋯,

q}为连续控制输入集 ,其中 hj ( u) ( j = 1 ,2 , ⋯, q) 是

Rm 上的凸函数.

以下验证闭集 (4) 关于系统 (3) 的生存性 ,首先

给出集合 K在 x点处的约束品性.给定点 x ∈Rn ,定

义指标集 I ( x) = { 1 ≤i ≤m | gi ( x) = 0 , i = 1 ,2 ,

⋯, m} ,若 I ( x) = § ,则 x为 K的内点.因为判别生

存性只需考虑边界点 ,因此只需考虑 I ( x) ≠ §的
情况.下面给出集合 K在 x 点的约束品性.

约束品性 1[8 ] 　存在 y0 ∈Rn ,使得

552
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〈¨ gi ( x) , y0〉< 0 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

约束品性 2[11 ] 　clγ( x) =Γ( x) 成立 ,其中 cl为

闭包 ,有

γ( x) = { y ∈Rn |〈¨ gi ( x) , y〉< 0 , i ∈ I ( x) } .

Γ( x) = { y ∈Rn |〈¨ gi ( x) , y〉≤0 , i ∈ I ( x) } .

以上两个约束品性是最优性条件研究中广为使

用的约束品性 ,通常的集合都会满足这些假设.

命题 2[8 ,11 ] 　如果集合 K在 x 点满足约束品性

1和 2 ,则有 T K ( x) =Γ( x) .

定理 1　考虑系统 (3) 和集合 (4) .集合 (4) 在 x

点处满足约束品性 1和约束品性 2 ,时间区间 T ≥0

和精度参数ε> 0 ,除了假设 1成立外 ,下列条件也

成立 :

1) 存在 c ∈[0 ,1) 使得对任意 x ∈J 都有

inf
u∈U D

d K ( r( x , u) ) ≤cd K ( x) ;

2) 对于任意 x ∈ K\ J ,有

inf
u∈U C

〈¨ gi ( x) , f ( x , u)〉≤0 , i ∈ I ( x) .

则集合 (4) 关于系统 (3) 是近似生存的 ,即闭环系统

的所有始于 x0 ∈ K的有限解 (τ, x , u) 都满足

x i ( t) ∈ K +εB , Π I i ∈τ, t ∈ I i , |τ| ≤ T.

证明 　比较引理 2和定理 1的条件可知 ,要证

明定理 1成立只需证明定理 1的条件 2与引理 2的

条件 2等价.取集值映射 F1 ( x) = { f ( x , u) | u ∈

U C} , x ∈ K\ J ,则微分包含 x′( t) ∈ F1 ( t) ,即为非

线性系统 Ûx = f ( x , u) .由命题 2知

T K ( x) = { y ∈Rn |〈¨ gi ( x) , y〉≤0 , i ∈ I ( x) } ,

于是由命题 1 ,集合 (4) 关于系统 Ûx = f ( x , u) 生存

的充要条件是对固定的 x ∈ K\ J ,有

{ f ( x , u) | u ∈U C} ∩

{ y ∈Rn |〈¨ gi ( x) , y〉≤0 , i ∈ I ( x) } ≠ §.

(5)

显然式 (5) 等价于〈¨ gi ( x) , f ( x , u)〉≤0 . 又由引

理 1知条件 (5) 等价于条件

Π x ∈ K\ J , Π p ∈N P K ( x) ,〈 f ( x , u) , p〉≤0 .

因此 ,定理 1的条件 2与引理 2的条件 2等价. □

定理 1实际上给出了系统生存解存在的一个充

分条件 ,即如果系统的当前状态和生存控制 u满足

定理的条件 1) 和 2) ,则集合 (4) 关于系统 (3) 是近

似生存的.

5　控制设计及仿真
对于一个系统 ,如何确定生存控制输入 u使得

该系统在给定集合上是生存的 ,这就是生存控制设

计问题.由定理 1可知 ,要保证集合 K关于系统 (3)

的近似生存性 ,必须选择合适的生存控制 u满足定

理的判别条件 1) 和 2) .下面便利用定理 1的这两个

条件来确定生存控制 u.以下分两个部分讨论 :

1) 设系统 (3) 的离散跳跃点只有有限个 ,记为

x (τ′0 ) , x (τ′1 ) , ⋯, x (τ′n) ( n < N) ,即 J = { x (τ′0 ) ,

x (τ′1 ) , ⋯, x (τ′n) } .当系统状态 x ∈J ,也就是系统

进行离散演化时 ,令 g ( x) = max
1≤i≤m

{ gi ( x) } ,则 K =

{ x ∈Rn | gi ( x) ≤0 , i = 1 ,2 , ⋯, m}等价于 K = { x

∈Rn | g ( x) ≤0} ,故状态 x到集合 K的距离为

d K ( x) = min
y∈K
‖x - g ( y) ‖ =

min
y∈K
‖x - max

1≤i≤m
gi ( y) ‖.

于是求解 d K ( x) 只需求解优化问题

( P1 ) 　min‖x - max
1≤i≤m

gi ( y) ‖,

s. t . gi ( y) ≤0 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

显然问题 ( P1 ) 等价于

( P2 ) 　min G( y) = min‖x - max
1≤i≤m

gi ( y) ‖2 ,

s. t . gi ( y) ≤0 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

问题 ( P2 ) 是个约束极大极小优化问题 ,将其中

的 x换成 r ( x , u) 即可求出 d K ( r( x , u) ) ,因此当系

统进行离散演化时 ,生存控制可取为使不等式

d K ( r( x , u) ) ≤cd K ( x) , u ∈U D

成立的 u.下面来求解问题 ( P2 ) , ( P2 ) 的 KKT最优

性条件为[9 ]

0 ∈5 G( y) + ∑
m

i = 1

γi ¨ gi ( y) ,

γi g i ( y) = 0 , i = 1 ,2 , ⋯m ,

γi ≥0 , gi ( y) ≤0 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

(6)

显然方程组 (6) 等价于下面的系统 :

2 ( x - max
1≤i≤m

gi ( y) ) ∑
m

i = 1

λi ¨ gi ( y) +

∑
m

i = 1

γi ¨ gi ( y) = 0 ;

λj ( max
1≤i≤m

gi ( y) - g j ( y) ) = 0 , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

∑
m

j = 1

λj = 1 ,λj ≥0 , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

γi g i ( y) = 0 , i = 1 ,2 , ⋯, m ;

γi ≥0 , gi ( y) ≤0 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

(7)

其中 y ,λi ,γi 为变量 ,问题 ( P2 ) 的 KKT点为不等式

系统 (7) 的解.

为将系统 (7) 转化为一个非光滑方程组 ,定义

非线性互补函数

<( a , b) = a + b - a2 + b2 .

其中 : a , b ∈R , <( a , b) 有性质[12 ]

<( a , b) = 0 Ζ a ≥0 , b ≥0 , ab = 0 .
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利用非线性互补函数 <( a , b) 可将系统 (7) 转化

为如下非光滑方程组 :

2 ( x - max
1≤i≤m

gi ( y) ) ∑
m

i = 1

λi ¨ gi ( y) +

∑
m

i = 1

γi ¨ gi ( y) = 0 ;

<( max
1≤i≤m

gi ( y) - g j ( y) ,λj ) = 0 , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

∑
m

j = 1

λj = 1 ,

<( - gi ( y) ,γi ) = 0 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

(8)

方程组 (8) 是个非光滑方程组 ,不能用经典的牛顿

法求解 ,下面将其光滑化后再求解.定义

<ε1 ( a , b) = a + b - a2 + b2 +ε1 ,

gε2 ( y) =ε2 ln (∑
m

i = 1

e gi
( y) /ε2 ) .

其中 :ε1 ,ε2 > 0 , <ε1 ( a , b) 和 gε2 ( y) 是连续可微的 ,

且当ε1 →0时 <ε1 ( a , b) →<( a , b) ;当ε2 →0时 gε2 ( y)

→ g ( y) .在方程组 (8) 中分别用 <ε1 和 gε2 代替 <和

g ,得

2 ( x - ε2 ln (∑
m

i = 1
e gi

( y) /ε2 ) ) ∑
m

i = 1

λi ¨ gi ( y) +

∑
m

i = 1

γi ¨ gi ( y) = 0 ;

ε2 ln (∑
m

i = 1
e gi

( y) /ε2 ) - g j ( y) +λj -

(ε2 ln (∑
m

i = 1
e gi

( y) /ε2 ) - g j ( y) )
2

+λ2
j +ε1 = 0 ;

　　j = 1 ,2 , ⋯, m ;

- gi ( y) +γi - g2
i ( y) +γ2

i +ε1 = 0 ,

　　i = 1 ,2 , ⋯, m ;

∑
m

j = 1

λj = 1 .

(9)

方程组 (9) 连续可微 ,可用经典的牛顿法求解.

2) 当 x ∈ K\ J ,即系统进行连续演化时 ,考虑

定理 1条件 2) 的不等式组

〈¨ gi ( x) , f ( x , u)〉≤0 , i ∈ I ( x) ;

hj ( u) ≤0 , j = 1 ,2 , ⋯, q.
(10)

其中〈¨ gi ( x) , f ( x , u)〉, i ∈ I ( x) 和 hj ( u) , j = 1 ,

2 , ⋯, q关于 u均为 Rm上的凸函数 ,因此不等式系统

(10) 为凸不等式组.下面利用解凸不等式组的投影

方法[13 ] 来求解不等式系统 (10) .任给初始点 u0 ∈

U ,对于当前迭代点 uk ∈Rm ,求它到下述线性不等

式组构成集合上的投影 :

〈¨ gi ( x) , f ( x , uk )〉+

〈ζi , ( v - uk )〉≤0 , i ∈ I ( x) ;

hj ( uk ) +〈ξj , ( v - uk )〉≤0 , j = 1 ,2 , ⋯, q.

其中 :ζi ∈5 (〈¨ gi ( x) , f ( x , uk )〉) , i ∈ I ( x) ;ξj ∈

5 ( hj ( uk) ) , j = 1 ,2 , ⋯, q.

对于可微点 ,ζi 可取 〈̈¨ gi ( x) ¨ f ( x , uk )〉,ξj

可取 ¨ hj ( uk ) .即求解下列二次规划问题 :

( P3 ) min‖v - uk ‖2

s. t .

〈¨ gi ( x) , f ( x , uk )〉+

〈ζi , ( v - uk )〉≤0 , i ∈ I ( x) ,

hj ( uk ) +〈ξj , ( v - uk )〉≤0 ,

　j = 1 ,2 , ⋯, q.

记此问题的解为 vk ,则令 uk+1 = uk + w k ( vk - uk ) ,其

中 w k 可取[η,2 - η] (0 ≤η≤1) 中的任意值.点列

{ uk} 收敛到不等式组 (10) 的一个解. 因此当 x ∈

K\ J时系统进行连续演化时取生存控制 u为不等式

系统 (10) 的一个解即可.

例 1　考虑二维混杂系统

Ûx1

Ûx2

=
(1 + x1 ) u1

- x2 u2

, x ∈ K\ J ;

x |→ r( x , u) =
u1

u2

, x ∈J .

(11)

其中

U = { ( u1 , u2 ) ∈R2 | u2
1 + u2

2 ≤100} ,

K = { ( x1 , x2 ) ∈R2 | x2
1 + x2

2 ≤25} ,

J = { (0 ,0) , (0 ,1) , (1 ,0) , (1 ,1) } ,

初值为 ( - 1 ,0) . 利用上述方法对系统进行生存控

制 ,仿真结果如图 1所示.

图 1　系统的相位图

6　结 　　论
本文首先给出混杂系统在由不等式表示的区域

上生存的一个充分条件 ;然后根据此充分条件给出

可在数值上实现的生存控制设计方法.该方法可以

计算出合适的生存控制 ,使得系统在所给不等式表

示的区域上是生存的.另外 ,本文方法还可应用到系

统的稳定性设计中.
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