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基于奇异摄动理论的非仿射系统的输出调节问题
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(东北大学 信息科学与工程学院 , 沈阳 110004)

摘　要 : 基于奇异摄动的时标分解理论和动态逆设计的方法 ,研究了一类非仿射非线性系统的输出调节问题.通过

将控制律定义为一个快动态系统的解 ,得到了指数稳定的误差系统状态方程 ,从而实现了原系统的输出相对于外系

统的参考信号具有零误差的跟踪效果.结果表明在满足标准假设和一组偏微分方程有解的前提下 ,该输出调节问题

是可解的.仿真实例表明了该理论方法的有效性.
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Abstract : Output regulation problem is considered for a class of nonaffine nonlinear systems based on time2scale

separation theory of singular perturbation and inverting design. The resulting control signal is defined as a solution of

“fast”dynamics , by which a state function of error system is obtained whose index is exponentially stable. Then the

control scheme can track the reference signal of the exosystem with zero error. The result s show that , under standard

assumptions , this problem is solvable if and only if a set of first2order nonlinear partial differential equations are

solvable. A simulation example illust rates the effectiveness of the theoretical result s.
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1　引　　言
控制理论的一个经典问题是 ,如何设计一个反

馈控制律 u ,致使一个受控装置的输出 y (·) 渐近地

跟踪由外系统[1 ,2 ] 产生的参考输出 yref (·) ,以及消

除干扰ω(·) 对输出 y (·) 的影响 ,实质上就是强迫

跟踪误差 (即参考输出和实际输出之间的差) 随着

时间无穷衰减为零.目前 ,仿射非线性系统的输出调

节问题已经取得了一些标志性的研究成果[327 ] ,然

而对于非仿射系统而言 ,这些方法不能得到直接的

推广.如文献[8 ,9 ]所述 ,系统 Ûx = u + exp ( u) 是一

个非线性系统 ,给定 v ,无法求解出关于 u的一个显

示表达式 ,能够使得 u + exp ( u) = v.近年来 ,有关非

仿射非线性系统的稳定性问题取得了一定的进展 ,

文献[8211 ]利用动态逆的方法设计了非仿射非线

性系统的状态反馈控制律 ,从而迫使原系统的状态

渐近地跟踪一类指数稳定的线性系统 ,并实现了

o(ε) 的跟踪误差.

本文借助文献[3 ]中奇异摄动的相关理论并结

合微分几何知识 ,研究了非仿射非线性系统的输出

调节问题 ,所得闭环系统的零点是渐近稳定的 ,系统

的输出相对于参考信号实现了零跟踪误差 ,较文献

[4 ]的 o(ε) 结果更为理想.此外 ,利用 L yap unov稳

定性定理[4 ] ,给出了系统吸引区大小的估计 (即一个

正不变子集) ,并证明了系统轨线将在有限时间内进

入该子集并始终保持在该子集内.仿真曲线验证了

理论方法的有效性.
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2　问题陈述及系统模型描述
考虑如下形式的非仿射非线性系统 :

ξ
·

1 ( t) =ξ2 ( t) ,

ξ
·

2 ( t) =ξ3 ( t) ,

…

ξ
·

r- 1 ( t) =ξr ( t) ,

ξ
·

r ( t) = f (ξ( t) , z ( t) , u( t) ,ω( t) ) ,

Ûz ( t) =ζ(ξ( t) , z ( t) , u( t) ) ,

y = <(ξ( t) , z ( t) ) ,

Ûω( t) = Sω( t) . (1)

其中 : [ξT , z T ]T 表示系统的状态向量 ,ξ = [ξ1 , ⋯,

ξr ]T ∈R r ; u是控制输入 , y是系统输出 , r是系统的

相对阶 ; Dξ < R r , D z < Rn- r和 D u < R是中心在原

点的有界闭集.假设 (ξ, z) = (0 ,0) 是一个孤立的平

衡点 ,且 f : Dξ×D z ×Du ×Dω →R ,ζ: Dξ×D z ×Dω

→ Rn- r 在其定义域内是连续可微的函数. 假设

5 f / 5 u在集合 (ξ, z , u ,ω) ∈Ωξ, z , u ,ω < Dξ×D z ×Du

×Dω内除原点外是有界的 ,即存在一个 b0 > 0 ,使得

| 5 f / 5 u | > b0 .Ωξ, z , u ,ω是一个紧集 ,表示系统可能

的初始条件.函数 f 不能求出关于 u 的逆显示表达

式.最后一个方程描述的是一个自治系统 (即外部系

统) ,定义在 Rs 空间包含原点的一个邻域 Dω内 , S :

Dω →Rs 是光滑函数 ,ω = 0是一个稳定平衡点 ,该

系统具有中性稳定的性质.文中用到的向量范数均

为 22范数 ,即 ‖x‖2 .

假设理想的输出轨线 yref ( t) 由中性稳定的自治

系统 (外系统) 所产生 ,即 yref = q(ω) ,令

e( t) = <(ξ( t) , z ( t) ) - q(ω( t) ) , (2)

表示实际输出与参考信号的误差 ,控制律表示为

u( t) =φ(ξ( t) , z ( t) ,ω( t) ) . (3)

系统 (1) 的输出调节问题可以描述如下 :

要求 1　闭环系统

ξ
·

( t) = F(ξ( t) , z ( t) ,φ(ξ( t) , z ( t) ,0) ,0) ,

Ûz ( t) =ζ(ξ( t) , z ( t) , u( t) ) (4)

的平衡点 (ξ, z ,ω) = (0 ,0 ,0) 是渐近稳定的 , F =

[ξ2 ( t) , ⋯,ξr ( t) , f (ξ( t) , z ( t) , u( t) ,0) ]T .

要求 2　对所有 (ξ(0) , z (0) ,ω(0) ) ∈Dξ ×Dz

×Dω ,闭环系统 (1) , (2) 和 (3) 的状态轨线是有界

的 ,且

lim
t→∞

e( t) = 0 . (5)

假设 1　存在流形ξd =π(ω) , z d =χ(ω) , ud =

c(ω) (π(0) = 0 , c(0) = 0 ,χ(0) = 0) ,使得

5π(ω)
5ω Sω = F(ξd , z d , ud ,ω) ,

5χ(ω)
5ω Sω =ζ(ξd , z d , ud ) ,

0 = e(ξd (ω) , z d (ω) , q(ω) ) , (6)

其中ξd = [ξd1 , ⋯,ξdr ]T ∈R r .考虑变量变换

ξ
～

=ξ- ξd , �z = z - z d , �u = u - ud

为跟踪误差信号 ,则系统的误差动态方程表示为

ξ
～
·

= F( (ξ
～

+ξ
～

d ) , (�z + z d ) , u ,ω) -

F(ξd , z d , ud ,ω) ,

z
～
·

=ζ( (ξ
～

+ξ
～

d ) , (�z + z d ) , u) -

ζ(ξd , z d , ud) . (7)

基于文献[8 ]的相关结果 ,动态逆控制通过如

下方程得到 :

f (ξ, z , u ,ω) - f (ξd , z d , ud ,ω) =

- arξ
～

r - ⋯ - a2ξ
～

2 - a1ξ
～

1 , (8)

进而得到指数稳定的闭环系统动态方程

ξ
～
·

( t) = A dξ
～

( t) , (9)

其中矩阵 A d 是 Hurwitz的.

引入下面的快动态方程 :

εÛu ( t) = - sign ( 5 f
5 u) �f ( t ,ξ

～
, �z , u ,ω) , (10)

其中

�f ( t ,ξ
～

, �z , u ,ω) =

f (ξ( t) , z ( t) , u( t) ,ω( t) ) -

f (ξd (ω) , z d (ω) , ud (ω) ,ω) +

arξ
～

r ( t) + ⋯+ a2ξ
～

2 ( t) + a1ξ
～

1 ( t) .

令 u = h( t ,ξ
～

, �z ,ω) 为 �f ( t ,ξ
～

, �z , u ,ω) = 0的一

个孤立根 ,关于式 (7) 的降阶系统 (慢子系统) 的动

态方程为

ξ
～·

( t) = A dξ
～

( t) ,

z
～
·

( t) =ζ
～

(ξ
～

( t) , �z ( t) , u( t) ) . (11)

边界层系统的状态方程为

dv
dτ

= - sign ( 5 f
5 u) �f ( t ,ξ

～
, �z , v +

h( t ,ξ
～

, �z ,ω) ,ω) , (12)

τ= t/ε是系统的快时间刻度.

假设 2　系统 (11) 的零动态

z
～
·

( t) =ζ
～

(0 , �z ( t) , u( t) ) (13)

的原点是一个指数稳定的平衡点 , 且ζ
～
是全局

Lip schitz的 ,关于 t具有一致性.

该假设表明[8 ] ,存在 L yap unov函数 V : [0 , ∞)

×Dξ～ , �z →R使得

5 V
5 t

( t ,ξ
～

, �z ,ω) + χ̈V ·Ψ( t ,ξ
～

, �z ,ω) ≤

- μ‖(ξ
～

, �z) ‖2 ,

062
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其中μ > 0是一个常数 ,且

Ψ( t ,ξ
～

, �z ,ω) =
A dξ
～

ζ
～

(ξ
～

, �z , h( t ,ξ
～

, �z ,ω) )
.

3　主要结果
以下将系统写为更加紧凑的形式 ,即

　Ûχ = Ψ( t ,χ, v + h( t ,χ,ω) ,ω) ,

　εÛv = - sign ( 5 f
5 u)Ψ
～

( t ,χ, v + h( t ,χ,ω) ,ω) , (14)

其中χ = (ξ
～

, �z) .令ε= 0 ,上述系统简化为

Ûχ = Ψ( t ,χ, h (χ,ω) ,ω) . (15)

该系统称作慢子系统或者降阶系统 ,在τ(τ = t/ε)

时间尺度下 ,系统 (14) 具有如下形式 :

χ′=εΨ( t ,χ, v + h( t ,χ,ω) ,ω) ,

v′= - sign ( 5 f
5 u)Ψ
～

( t ,χ, v + h( t ,χ,ω) ,ω) . (16)

同样地 ,令ε= 0 ,系统 (16) 降阶为

　v′= - sign ( 5 f
5 u)Ψ
～

( t ,χ, v + h( t ,χ,ω) ,ω) . (17)

将状态χ, v合并 ,用 x表示所有的状态变量为

x′= �F( t , x ,ε,ω) . (18)

x定义在一个开集 U < Rn+1 上 ,令ε= 0 ,从式

(16) 可以推断出存在 U 的一个 n维子流形 E ,这个

子流形完全由 x′= �F( t , x ,0 ,ω) 的平衡点组成 ,即

对所有 x ∈ E ,都有 �F( t , x ,0 ,ω) = 0 .

设

J x = [
5 �F( t , x ,0 ,ω)

5 x ] ,

表示 x ( x ∈E) 点的雅可比矩阵 ,则对 E在 x的切空

间 T x E包含于这个矩阵的核 ,即 T x E < ker ( J x ) .因

为 E中的每个点 x 可以零化 F (ξ,0 ,θ) ,因此可推断

J x 至少有 n个特征值为零 ,这些特征值称为矩阵的

平凡特征值 ,而余下的一个特征值称为非平凡特征

值.由式 (17) ,该非平凡特征值的表达式为

λ = - sign ( 5 f
5 u) [

5Ψ
～

5v
( t ,χ, v + ( h ,χ,ω) ,ω) ] .

λ满足特征值条件[8 ]

Re (λ) ≤- α0 < 0 .

J x 具有如下形式 :

J x =
λ 0

0 0
.

引理 1[3 ] 　如果对于所有的 x ∈ E , J x 的非平

凡特征值具有负实部 , x0 ∈E是降阶系统 (15) 的一

个平衡点 ,并假设在 x0 点的 J acobian矩阵

A R = [
5Ψ( t , x ,0 ,ω)

5 x ] x = x0

的所有特征值具有负实部 ,则存在ε3
1 > 0 ,使得对任

意的ε∈(0 ,ε3
1 ) ,系统 (18) 在 x0附近有一个平衡点

xε满足以下性质 :

1) xε是系统 (18) 包含点 x0 在内的一个适当邻

域内的唯一平衡点 ;

2) xε是一个渐近稳定的平衡点.

定理 1　存在ε3
1 > 0 ,使得对于任意的ε∈(0 ,

ε3
1 ) ,原点是系统 (11) 和 (12) 的唯一渐近稳定的平

衡点.

证明 　首先 ,矩阵 J x 的非平凡特征值 ,即λ满

足特征值条件 Re (λ) ≤- α0 < 0 ,其中常数α0 > 0 .

其次 ,系统在原点的J acobian矩阵 A R的特征值

具有负实部 ,因此系统 (11) 和 (12) 在原点附近有唯

一渐近稳定的平衡点 xε.

本例中 ,对于任意的ε∈(0 ,ε3
1 ) ,有 �F( t ,0 ,ε,ω)

≡0 ,所以该平衡点就是原点 ,即 xε = 0 .

系统方程 (1) , (10) 有唯一解ξε( t) 和 zε( t) ,且
ξε( t) =ξd ( t) , zε( t) = z d ( t)

对于所有 t ∈[ T , ∞) 是一致成立的.

lim
t→∞

( <(ξ( t) , z ( t) ) - q(ω( t) ) =

( <(ξd ( t) , z d ( t) ) - q(ω( t) ) = 0 . □

引理 2[4 ] 　系统 (17) 的状态在有限时间内收敛

到 o(ε) .

定理 2　对任意的χ(0) ∈Ωb ,其中 0 < b < c ,

存在ε3
2 > 0 ,ε3

2 = min (ε1 ,ε2 ) ,使得对于任意ε∈

(0 ,ε3
2 ) 系统 (14) 的轨线将在有限时间内进入集合

Λ并最终渐近收敛为零.Λ是吸引区内的一个正不

变子集.

证明 　这里定义集合Ωc ,Σ,Λ =Ωc ×Σ.由降

阶系统 (15) 的渐近稳定特性 ,可以定义 R为系统的

吸引区.选择 c( c > 0) 使得Ωc在系统 (15) 的吸引区

内 ,即Ωc < R,Ωc 是一个紧集 ,ρ> 0是常数.

计算 V (χ) 沿系统轨线 (14) 的导数 ,得到

ÛV (χ) =
5V
5 t

( t ,χ,ω) +
5V
5χ
Ψ(χ, h( t ,χ,ω) ,ω) +

5V
5χ

(Ψ(χ, v + h( t ,χ,ω) ,ω) -

Ψ(χ, h( t ,χ,ω) ,ω) ) .

由函数 f 的连续可微性 ,存在一个与ε无关的常数

L 1 ,使得对任意 (χ, v) ∈Λ,有

‖Ψ(χ, v + h( t ,χ,ω) ,ω) -

Ψ(χ, h( t ,χ,ω) ,ω) ‖≤L 1 ‖v‖,

ÛV (χ) ≤- μ‖χ‖2 + L 1 L 2 ‖v‖,

其中 L 2 是 ‖5V / 5χ‖在Ωc 中的上界.

由均值定理[4 ] ,边界层系统可写为如下形式 :

Ûv =λv +σ( v ,ω) , (19)

其中λ= - sign (5 f / 5 u) [5Ψ
～

/ 5v ] v = 0 ,σ( v ,ω) 满足[4 ]

162
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‖σ( v ,ω) ‖
‖v‖

→0 as ‖v‖→0 ,

则对任意的 k > 0存在 l > 0 ,使得

‖σ( v ,ω) ‖ < k‖v‖, Π‖v‖ < l.

选择边界层系统的 L yap unov函数为

W ( v) = -
1
2λ

v2 ,

ρ满足ρ≤- l2 / 2λε2 ,保证Σ在集合{ ‖v‖< l}内对

于任意 v ∈Σ,有

W ( v) ≤ρε2 ] ‖v‖≤ε - 2λρ.

代入慢系统的 Lyap unov函数表达式 ,得到

ÛV ≤- μ‖χ‖2 +εL 1 L 2 - 2λρ.

选择ε1 ≤β/ L 1 L 2 - 2λρ,β = min
χ∈5Ωc

(μ‖χ‖2 ) ,5Ωc

表示集合Ωc 的边界 ,则对于任意的 0 <ε<ε1 , (χ,

v) ∈{ V (χ) = c} ×Σ,有 ÛV < 0 .

计算 W ( v) 沿系统轨线 (19) 的导数 ,有

ÛW ( v) ≤ 1
ε( - ‖v‖2 -

k
ω‖v‖2 ) ≤0 .

选择 k满足 k > -λ,从而保证 ÛW ≤0 ,当且仅当 v =

0时 , ÛW ( v) = 0 .由 LaSalle’s不变原理 ,对任意的ε

∈ (0 ,ε1 ) ,Λ是吸引区内的一个正不变子集.

现在考虑系统的初始状态为χ0 ∈Ωb <Ωc , b <

c , v0 | Σ(符合一般的情况) ,可以验证边界层的初

始状态满足 ‖v0 ‖≤a/ε,其中 a是某个非负常数 ,

与χ0 和 v0有关.由于χ0 在Ωb内 ,存在一个有限时间

T0与ε无关 ,使得初始于Ωb内的χ轨线在 T 0时间内

一直保持在Ωc内 ,即对所有 t ∈[0 , T0 ] ,χ( t) ∈Ωc ,

且在此段时间区间内 ,有

W ( v) ≥ρε2 , ‖v‖≥ε - 2λρ,

ÛW ( v) ≤ 1
ε( - ‖v‖2 -

k
λ ‖v‖2 ) < 0 .

选择 l可以使得 v0 ∈{ ‖v‖ < l} ,利用 v比指

数模型 (1/ε) e - a0 t/ε衰减快的结论[4 ] ,可以得到

W ( v ( t) ) ≤ - a2

2λε2 exp (λt /ε) ,

进而令 W ( v) =ρε2 ,求出

T (ε) =
ε
- λ

ln ( - a2

2λρε4 ) .

其中 :lim
ε→0

T (ε) = 0 ,当 t > T (ε) 时 ,有 W ( v) <ρε2 .

取ε2 足够小 ,使得对于所有ε∈(0 ,ε2 ) , T (ε) < T0 ,

系统的状态轨线将在有限时间间隔 [0 , T (ε) ] 内进

入集合Ωc ×Σ. □

4　仿真例子
考虑如下系统 :

ξ
·

1 ( t) =ξ2 ( t) ,

ξ
·

2 ( t) = z ( t) +ξ1 ( t) + u( t) + exp ( u( t) ) ,

Ûz ( t) = - z ( t) +ξ2 ( t) ,

y ( t) =ξ1 ( t) . (20)

外系统为正弦曲线

S =
0 d

- d 0
, y d (ω) =ω1 ,ω∈R2 , d > 0 ,

满足假设 1的输出调零流形的解为

ξd1 =ω2
1 ,ξd2 = 2ω1 , z d = cos (ω2 ) +ω2

1 ,

ud + exp ( ud ) = 2 - 2ω2
1 - cos (ω2 ) .

设计控制律 u使得ξ
～

= [ξ
～

1 ,ξ
～

2 ]T跟踪线性系统

ξ
～
·

( t) =
0 1

- 2 - 2
ξ
～

( t)

的状态 ,ξd0 = [1 ,0 . 5 ]T , z d0 = 0 . 1 ,ε= 0 . 1 , h为映

射

( t ,ξ
～

, �z ,ω) |→Ψ- 1 ( - �z - ξ
～

1 ) - 2ξ
～

1 - 2ξ
～

2 .

Ψ表示微分同胚变换 u |→u + exp ( u) ,有

�f ( t ,ξ
～

, �z , u ,ω) =

�z ( t) +ξ
～

1 ( t) - 2 + 2ω2
1 ( t) +

cos (ω2 ( t) ) + u + exp ( u) .

图 1　输出量 y的跟踪效果

图 2　状态向量 (ξ1 ,ξ2 ) 的跟踪误差

图 3　状态 ( z) 和控制量 ( u) 的跟踪误差
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图 1显示了 y ( t) 相对于参考输出 y d ( t) 的跟踪

效果 ,图 2和图 3显示了状态向量和控制量的跟踪

误差.

5　向多输入系统的推广
对于多输入非仿射非线性系统 ,降阶系统为

ξ
～
·

( t) = A dξ
～

( t) ,ξ
～

(0) =ξ
～

0 ,

z
～
·

( t) =ζ
～

(ξ
～

( t) , �z ( t) , u( t) ) , �z (0) = �z0 . (21)

边界层系统为

dv/ dτ= PΨ
～

( t ,ξ
～

, �z , v + h( t ,ξ
～

, �z ,ω) ,ω) . (22)

定理 3　对任意的ε∈(0 ,ε3
11 ) ,ε3

11 > 0 ,原点是

唯一渐近稳定的平衡点 ,且ξε( t) =ξd ( t) , zε( t) =

z d ( t) ,对所有 t ∈[ T , ∞) 一致成立.

定理 4　对任意的χ(0) ∈Ω0 ,其中 0 < b < c ,

存在ε3
22 > 0 ,ε3

22 = min (ε11 ,ε22 ) ,使得对每个ε∈(0 ,

ε3
22 ) ,系统状态轨线将在有限时间内进入集合Λ,并

最终实现渐近稳定.

证明 　矩阵 J x 的非平凡特征值 ,即满足特征

值条件

λi = Pλ[
5Ψ
～

5v
( t ,χ, v + h( t ,χ,ω) ,ω) ] ,

Re (λi ) ≤- α1 < 0 ,α1 > 0 .

选择 L yap unov函数为 W ( v) = vT Pv ,其中 P

是 L yap unov方程λT PT + Pλ= - I的解 ,选择ρ使得

Σ在集合 ‖v‖ < l 内 ,即ρ≤ l2 ‖P‖/ε2 . 计算

W ( v) 沿系统轨线 (22) 的导数

ÛW ( v) ≤ 1
ε

( - ‖v‖2 + 2 k‖P‖‖v‖2 ) ,

选择 k为 k < 1/ 2‖P‖使得 ÛW ≤0 ,当且仅当 v =

0时 , ÛW ( v) = 0 .因此Λ是一个正不变子集.

W ( v ( t) ) ≤

a2λmax ( P)
ε2 exp ( - t/ 2λmax ( P)ε) ,

T (ε) = 2λmax ( P)εln ( a2λmax ( P)
ρε4 ) .

选择ε22 ,使得对任意的ε∈ (0 ,ε22 ) , T (ε) < T0 .定

理成立. □

6　结 　　论
　　本文基于奇异摄动理论提出了一种解决非仿

射系统输出调节问题的新方法 ,该方法将原始系统

输出调节问题转化为标准的奇异摄动系统的求解问

题.有关稳定性的证明表明了闭环系统的所有信号

都是最终一致有界的 ,且跟踪误差为指数收敛.以上

结果均在多输入系统中得到了推广.仿真结果表明

了所提出方法在处理该问题时的有效性.
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