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基于分片线性函数逼近的非线性观测器设计
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摘　要 : 综合分片线性函数模型辨识/逼近和鲁棒观测器设计方法 ,研究了一大类非线性鲁棒观测器设计方法.所提

出的算法能有效解决非线性系统的辨识/建模问题 ,并保证在一定的逼近精度下观测误差可以控制在一定的范围内 ,

且观测误差随着逼近精度的提高而减小.
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Abstract : This paper studies the observer design problem for a large set of nonlinear systems using pievewise2linear

functions based approximations and robust observer design techniques. The proposed algorithm can effectively solve

the nonlinear systems identification/ modeling problems , and also show that the observer error is bounded if certain

approximation preciseness is guaranteed. Moreover , the observer error will decrease when the approximation

preciseness increases.
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1　引　　言
非线性系统观测器设计是控制领域的一个重要

问题 ,所考虑的问题是如何从可测的系统输出中提

取信息进而提供状态估计.其难点主要有 :

1) 如何利用获得的若干样本数据为非线性系

统建立数学模型.一个有效的数学模型应尽量逼近

原非线性系统 ,同时具有描述直观 ,分析较为方便等

特点[ 1211 ] .例如近年来倍受瞩目的模糊辨识方法 (尤

其是 T2S 型模糊系统) [1 ,2 ]和局部分片线性化系

统[3211 ]较好地体现了这一要求.

2) 如何对非线性系统 ,特别是辨识而得的含有

误差的标称非线性系统构造观测器[12218 ] .一般都会

将观测器性能指标转化为使滤波误差系统闭环传递

函数的加权范数最小等期望的性能指标 ,进行优化

设计 ,如常见的 H∞滤波、l1 滤波等.

T2S模糊模型[1 ]辨识非线性系统取得了较好的

效果 ,但是它的权函数通常比较复杂 ,而且引入权函

数后会显著增加模型的复杂性.此外 ,如何优化选择

权函数的参数本身也是一件十分困难的事情 ,目前

并没有很好的方法.分片线性函数的研究 ,为解决上

述问题开辟了一条新的途径[426 ] .

用分片线性函数模型辨识近非线性系统的一个

关键问题是如何紧凑表示分片线性函数. Chua提出

了第一个紧凑表示的典范分片表示模型[27 ] ,但它只

能表示一维空间的全体连续分片线性函数 ,在二维

空间就存在大量不能用这种形式表示的连续分片线

性函数. Breiman在 1993年提出另一个分片线性紧

凑表示模型 ,被称为链接超平面模型[28 ] .这两个紧

凑表示模型本质上是等价的 ,所以链接超平面模型

同样不能表示全体连续分片线性函数. 1994年 ,Lin

和 Unvehauen 提出了一种广义的典范表示[29 ] :多

层嵌套绝对值模型 ,并证明最多不超过 n层的嵌套
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绝对值函数模型可以表示 n维空间的任意连续分片

线性函数.但是由于嵌套绝对值模型不仅有显式的

函数表达式且它的各子模型的定义域过于复杂 ,使

得相应的辨识算法效率低 ,计算复杂.

2007年 ,Wang提出了一种连续分片线性神经

网络模型[26 ] ,它是一些线性函数的加权和 ,且权为

常数.基于该模型 ,本文给出了相应的辨识算法 ,与

已有的分片线性函数的辨识算法相比 ,它具有计算

速度快 ,片数相同的情况下逼近误差小等特点.其

次 ,在已有逼近系统的基础上 ,本文研究了如何构造

相应的鲁棒观测器 ,并且证明 :给定一定的逼近精

度 ,观测误差可以控制在一定的范围内 ,且观测误差

随着逼近精度的提高而减小.仿真计算表明此滤波

设计方法是有效的.

2　问题描述
考虑如下的连续时间仿射非线性系统 :

ÛX ( t) = A X ( t) + f ( X ( t) ) + BU ( t) ,

Y ( t) = CX ( t) .
(1)

其中 : X ( t) ∈Rn为系统状态 , Y ( t) ∈R l为系统观测

输出 ,U ( t) ∈R l为系统控制 , A ∈Rn×n为系统矩阵 ,

B ∈Rn×m为反馈传递矩阵 , C ∈R l×n为输出矩阵.而

f (·) 为 f (·) : Rn →Rn 中的光滑非线性映射 ,且在

感兴趣的系统状态空间内 ,点 X1 , X2 ∈Rn满足如下

的 Lip schitz条件 :

‖f ( X1 ) - f ( X2 ) ‖2 ≤τ·‖X1 - X2 ‖2 . (2)

其中 :τ> 0 , f (·) 未知 , ‖·‖2 为 Rn空间中向量的

2范数.

假定基于分片线性函数可以构造出如下的全阶

分片线型观测器 :

X̂

·

( t) = A X̂ ( t) + f̂ ( X ( t) ) -

　　　L [ Y ( t) - Ŷ ( t) ] + BU ( t) ,

Ŷ ( t) = CX̂ ( t) .

(3)

其中 : f̂ ( X ( t) ) ∈Rn×n为 f ( X ( t) ) 分片线性逼近 , L

∈Rn×l 为需要设计的观测矩阵 ,且 ( A , C) 为可观测

对.

定义系统误差为

e( t) = X ( t) - X̂ ( t) , (4)

则根据式 (1) 和 (3) 有相应的系统误差动态方程为

Ûe( t) = A′e ( t) + [ f ( X ( t) ) - f̂ ( X ( t) ) ] , (5)

其中 A′= [ A + L C ].

如果能保证线性分片函数满足 :对于感兴趣的

系统状态空间内任意点 X0 ∈ Rn ,存在如下的逼近

效果 :

‖f ( X0 ) - f̂ ( X0 ) ‖L ∞ ≤δ. (6)

其中 :‖·‖L ∞为 Rn空间中向量的 L ∞范数 ,δ> 0

为预先估计出的逼近误差上界.同时定义ζ( t) 为

ζ( t) = [ f ( X ( t) ) - f̂ ( X ( t) ) ] ,

其应满足

‖ζ( t) ‖L ∞ ≤δ, (7)

则系统误差动态方程 (5) 可改写为

Ûe ( t) = A′e ( t) +└f ( X ( t) ) - f ( X̂ ( t) ) ┘+ζ( t) ,

(8)

ζ( t) 视为幅值有界的系统干扰输入.

显然此时的研究问题转化为 :

1) 如何在线辨识原有非线性系统满足逼近效

果 (5) .

2) 如何求得 L 使观测误差系统 (8) 稳定 ,且使

得干扰传递通道ζ( t) →e( t) 的滤波误差峰 2峰值增
益上界尽可能的小.即通常所指的 l1 滤波设计

min‖T ( s) ‖L1 , (9)

其中干扰传递函数 ‖T (s) ‖的范数定义为

‖T ( s) ‖L1 = sup
ξ≠0 ,ξ∈L ∞

‖e‖L ∞

‖ξ‖L ∞

=

sup
ξ≠0 ,ξ∈L ∞

sup
t
‖e( t) ‖2

sup
t
‖ξ( t) ‖2

. (10)

3　逼近系统和观测器的设计
为了解决上面提出的设计问题 ,本节将分别讨

论模型辨识和观测器的设计 ,并指出观测误差与逼

近精度的关系.

3 . 1　逼近模型的在线辨识

3 . 1 . 1　连续分片神经网络模型及其辨识

设 D是 n维空间中的任一凸区域 , D < Rn ,如果

将 D划分为 M 个不相互重叠的子区域 X k , K = 1 ,

⋯, M ,且∑
M

i = 1
X i = D ,则定义在这种区域划分上的

任一连续分片线性函数 p ( y , z) , y ∈Rn- 1 , z ∈R ,都

可写成如下形式[4 ] :

p ( y , z) = p ( y ,α0 ( y) ) + ∑
M

k = 1

bkσ(0 , z -

αk ( y) ,βk ( y) - αk ( y) ) . (11)

其中 : Π ( y , z) ∈D ;σ(0 , z - αk ( y) ,βk ( y) - αk ( y) )

为 SCPLNN模型的基函数 ,它是子区域 X k (1 ≤k ≤

M) 的边界函数的下述线性组合 :

σ( a , b , c) = max{ a , min{ b , c} } . (12)

式 (11) 也常被称为标准连续分片线性神经网络模

型 ( SCPLNN) .本文以平面中三角形子区域为例来

说明如何确定式 (4) 中的σk .

根据图 1 ,对于第 k个三角形子区域有

　　　　　αk ( z) = ey + f , (13)

　　　　　βk ( z) = min{ ay + b, cy + d} , (14)
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图 1　第 k个三角形子区域示意图

对应于第 k个子区域的基函数为

　　σk ( y , z) = max{ 0 , min{ z , min{ ay + b,

　　　　　　　cy + d} } - ey + f } , (15)

常系数 bk ( k = 1 , ⋯, M) 可由最小二乘得到 ,计算十

分方便.

3 . 1 . 2　区域划分

由上述可知 ,对于系统的非线性部分 f ( X ( t) ) ,

不同的子区域划分得到其不同的 SCPLNN模型 ,从

而得到的模型逼近精度 (对应式 (6) 中的δ) 也不同.

为满足在线辨识的需要 ,本文给出一种 SCPLNN模

型的自适应辨识算法 ,它的子区域划分与δ有关.

这种区域划分方法首先得到一初始区域划分 ,

然后用迭代的方法得到最终的各子区域. 假设由

Rn+1 空间的非线性函数 f ( x) ,其中 X ∈Rn ,得到一

组采样点集 P = { p i = ( x i1 , x i2 , ⋯, x in ) ∈D} , i =

1 ,2 , ⋯, N .对于采样点集 P的某一确定的区域划分

可以得到一个相应的 SCPLNN函数 f′( X) ,假设它

的第 k个子区域 Y k 内有 m k 个采样点 p ki
, i = 1 ,2 ,

⋯, m ,则子区域 Y k 的 L ∞误差定义为

dk = max
i = 1 ,2 , ⋯, mk

| f′( x ki1 , x ki2 , ⋯, x kin ) -

f ( x ki1 , x ki2 , ⋯, x ki n ) | =

| f′( x kik
1 , x kik

2 , ⋯x kik
n ) -

f ( x kik
1 , x kik

2 , ⋯x kik
n ) | ,

点 p ik
= ( x ik1 , x ik2 , ⋯, x ik n ) 称为子区域 Y k 的特征

点.

为了求得较好的逼近误差 ,子区域的划分可采

用如下步骤 :

Step1 : 对采样点集 P进行最小二乘拟合 ,得到

一线性函数 f 1 ( X) ,计算 D上的 L ∞误差及特征点

P1 .

d1 = max
i = 1 ,2 , ⋯, N

| f′( x i1 , x i2 , ⋯, x in ) -

f ( x i1 , x i2 , ⋯, x in ) | .

如果 d1 <δ,则结束 ,取当前的逼近模型 f 1 ( X) 为系

统非线性部分的逼近模型 ;如果 d1 >δ,则转 Step2 .

Step2 : 将特征点 p1与定义域 D的各顶点相连 ,

得到子区域划分 ,见图 2 (a) . 递归计算定义在该区

域划分上的 SCPL NN模型.

图 2　二维空间的子区域分割方法

Step3 : 计算各个子区域的 L ∞误差.对于误差

大于δ的子区域分别进行分割 :首先找到该子区域

的最大 L ∞误差点 p ik
,然后将该点与子区域的各顶

点相连 ,得到新的区域划分 ,以二维子区域为例 ,见

图 2 ( b) .重复进行 Step3 ,计算定义在新区域划分上

的 SCPL NN模型 ,直到某一区域划分所有子区域上

的 L ∞误差都小于δ结束 ,定义在这个区域划分上的

SCPL NN模型即为系统非线性部分可以接受的逼

近模型.

3 . 2　鲁棒观测器设计

根据上述逼近结果 ,并结合 l1 滤波理论 ,不难

得到以下的结论.

引理 1[19225 ] 　给定具有适当维数的矩阵 P , H

和向量 Z1 , Z2 ,对于任意γ > 0 ,应满足

ZT
1 P H Z2 + Z1 P H Z T

2 ≤

γ- 1 ZT
1 P H H T PZ1 +γZ T

2 Z2 . (16)

定理 1　对于上述系统 (16) ,如果存在对称正

定阵 P ∈Rn×n及实数α > 0 , r > 0 ,η> 0 ,满足如下

的 L MI约束条件 :

　
He ( PA′) +γ- 1τ2 I 1 +λ+γP

1 +λ+γP - I
< 0 , (17)

　
- ηP I

I - I
< 0 , (18)

则观测矩阵 L 能使观测误差系统 (8) 内在稳定 ,且

椭球ΩP = { e :eT Pe ≤δ2 } 构成一个鲁棒吸引域.同

时系统观测稳态误差被约束在

‖e( t) ‖L ∞ ≤η·δ. (19)

其中 : He (·) 为矩阵转置和 ,对于任意矩阵 M ,有

He ( M) = M + M T .

证明 　考虑如下的 Lyap unov函数 :

V ( e( t) , t) = eT ( t) Pe ( t) ,

考虑其对时间的导数

ÛV ( e( t) , t) = He{ eT ( t) PA′e ( t) + eT ( t) Pζ( t) +

eT ( t) P[ f ( X ( t) ) - f ( X̂ ( t) ) ]} .

根据引理 1和 Lip schitz条件 ,有

eT P[ f ( X) - f ( X̂) ] + [ f ( X) - f ( X̂) ]T Pe ≤

γeT PT Pe +γ- 1 [ f ( X) - f ( X̂) ]T [ f ( X) - f ( X̂) ] ≤

γeT P2 e +γ- 1τ2 eT e ,

和
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　　　　　　eT Pζ( t) +ζT ( t) Pe ≤

　　　　　　λe T PT Pe +λ- 1ζ( t) Tζ( t) ≤

　　　　　　λe T P2 e +λ- 1δ2 .

考虑到在椭球ΩP = { e :eT Pe ≤δ2 } 之外 ,皆存

在δ2 ≤eT Pe ,则可得到如下的 L MI条件 :

He ( PA′) +γ- 1τ2 I 1 +λ+γP

1 +λ+γP - I
< 0 ,

即条件 (17) .

进一步考虑系统的集元不变性 ,根据 Schur 引

理 ,可以直接由式 (14) 得到

eT e - ηe T Pe ≤0 .

注意到鲁棒吸引域边界为 eT Pe ≤δ,则有

eT e ≤ηeT Pe ≤η·δ,

因此结论 (19) 成立. □

由上述定理不难知道 :逼近误差上界δ愈小 ,则

观测器观测误差愈小.而在给定的逼近模型 / 误差

下 ,观测器的设计目标为

Minη

Withα > 0 ,γ > 0 ,η > 0 ,

　　 P = P > 0 , P ∈Rn×n , R ∈R l×n ,

　　

He ( PA + RC) +

λ- 1 P +γ- 1τ2 I
λ+γP

λ+γP - I

< 0 , (20)

　　
- ηP I

I - I
< 0 , (21)

且相应观测矩阵为

L = P- 1 R. (22)

4　仿真结果
为了验证提出的观测器设计方法 ,本文用下面

的系统进行测试.

对于一个二阶非线性系统

Ûx1 = x2 ,

Ûx2 = x2 - x1 - x2
1 x2 + u ,

(23)

其对应 (1) 的系统参数为

A =
0 1

- 1 1
, B =

0

1
,

C = [1　0 ] , f ( X) = - x2
1 x2 .

δ分别取为 3 ,1 . 5 , 采用上文给出的自适应算

法 ,得到非线性部分的两个 SCPLNN 逼近模型 ,称

为逼近模型 1和逼近模型 2 .取γ= 1 ,λ= 1 ,可以分

别求得满足式 (20) , (21) 的 P , R为

R =
- 118 09

- 6
, P =

1 692 . 27 - 0 . 17

- 0 . 17 0 . 003
,

L = P- 1 R =
- 7

- 211 . 46
,η = 0 . 202 7 .

由式 (19) 知 , 这两个模型的观测稳态误差

e′( t) , e″( t) 应分别满足

‖e′( t) ‖L ∞ ≤0 . 608 0 , (24)

‖e″( t) ‖L ∞ ≤0 . 304 0 . (25)

为了说明本文给出的 SCPLNN 模型辨识算法

的效果 ,同时用基于链接超平面算法的典范分片线

性表示模型逼近非线性部分 ,它的子区域的个数取

为与模型 2相同 ,称为逼近模型 3 .

图 3 和图 4 给出了仿真结果.系统输入为 sin t ,

原始系统初始状态定为 x (0) = [1 . 2　0 . 5 ]T , 观测

系统初始状态定为 x̂ (0) = [1 . 5　0 . 7 ]T .从仿真曲

线可以看出 ,本文给出的综合分片线性函数模型辨

识 / 逼近和鲁棒观测器设计方法得到的状态跟踪效

果及观测稳态误差是令人满意的.从图 3 和图 4 上

还可看出 ,无论是状态跟踪效果还是观测稳态误差 ,

模型 2都要好于模型 3 ,这也说明在使用片数相同的

情况下 ,本文提出的非线性部分的分片线性逼近方

法比基于链接超平面的典范分片线性表示模型逼近

的精度高.

图 3　状态 x2 的响应

图 4　状态 x3 的观测稳态误差及比较

5　结 　　论
本文在已有非线性系统逼近和观测器设计研究

的基础上 ,提出了对于一大类非线性系统的鲁棒观

测器设计方法.该方法有着表述直观、计算量较小等
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优点.仿真计算表明此设计方法是有效的.
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4 . 3　结果分析

系统正常工作时 ,从图 4可见 ,系统状态的真实

值和估计值吻合很好 ,系统故障预测概率虽然有小

的突起 ,但都远远小于 0 . 5 ,可见 ,基于随机摄动粒

子滤波器的故障预报算法能对正常工作的系统进行

准确的预测.

当 az2 随时间变化时 ,状态值 x的 h2 分量逐渐

偏离正常值 ,即系统发生故障.从图 5 (a) 可见 ,基于

随机摄动粒子滤波器的故障预测算法能很好地跟踪

系统状态的变化情况.在图 5 (b) 中 ,SIR故障预报

算法预测的概率具有较大的振荡 ,不能准确地估计

系统将要发生的故障.根据式 (18) 可知 ,在 t = 69Δt

时 ,系统已经进入故障状态.结合表 4和图 5 ,基于随

机摄动粒子滤波器的故障预报算法在 t = 64Δt时 ,

预测概率超过0 . 5 ,且逐渐增加.直到 t = 70Δt时 ,故

障预测概率增加至 1 .可见 ,基于随机摄动粒子滤波

器的故障预报算法能及时准确地预测系统即将发生

的故障.

5　结 　　论
将粒子滤波器应用于故障预报首先要解决的问

题就是提高算法的跟踪能力 ,而影响算法跟踪能力

的主要因素是粒子退化和粒子耗尽.对于估计那些

较长时间维持不变的量时 ,粒子耗尽的影响尤为严

重 ,而故障预测概率正是属于这种类型.对此 ,本文

提出了一种基于随机摄动粒子滤波器的故障预报算

法.仿真结果表明 ,随机摄动粒子滤波算法是有效

的 ,且在跟踪能力、运行时间、计算精度、抑制退化和

改善粒子多样性等方面均优于 SIR粒子滤波算法 ;

基于随机摄动粒子滤波器的故障预报算法对于系统

状态具有很强的跟踪能力 ,与 SIR故障预报算法相

比 ,能更及时准确地对系统故障进行预报.
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