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Delta 算子不确定系统扩展参数依赖 H∞控制
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摘　要 : 研究了含有多面体参数摄动 Delta算子系统的参数依赖 H∞控制问题.基于 Delta算子系统有界实引理 ,提

出了扩展参数依赖 H∞性能准则.利用该准则 ,以参数化的线性矩阵不等式形式给出了参数依赖 H∞控制器存在的

充分条件 ,并通过求解优化问题设计控制器.研究结果表明该方法保守性较低 ,且物理概念清晰.数值示例验证了所

提方法的有效性.
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Abstract : The problem of parameter2dependent H∞ control for polytopic Delta operator systems is investigated. Based

on bounded real lemma , extended H∞ performance criterion by means of parameter2dependent Lyapunov function is

presented. A sufficient condition for H∞ controller is derived in terms of parameterized linear matrix inequalities. The

designed controller can be obtained f rom the solution of an optimization problem. The proposed controller design

procedure is less conservative , and has clear physical meanings. A numerical example shows the effectiveness of the

proposed approach.
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1　引　　言
最优控制理论一直是控制科学研究中非常活跃

的课题 ,在航空、航天等重要领域获得了广泛的应

用 ,它的一个显著特点是对于数学模型存在严格要

求.然而在实际应用中 ,由于对象存在不确定性 ,基

于该方法设计的控制系统往往不能获得令人满意的

效果.为此 ,国内外学者针对这个问题进行了大量研

究 ,使得鲁棒 H∞控制理论有了深入的发展[123 ] .鲁

棒 H∞控制是一种综合考虑了系统模型不确定性和

外部扰动的控制器设计方法 ,其设计控制器的主要

依据是使得闭环系统从扰动输入到输出信号传递函

数的 H∞范数小于给定值.

Delta算子或变换作为一种新离散化方法[4 ] ,在

控制领域取得了许多研究成果[5 ] .基于Delta算子的

结果 ,理论上可将连续和离散系统的许多结果纳入

到一个统一框架中 ,工程实现时也具有良好的数值

特性. Delta算子系统鲁棒 H∞控制理论所取得的成

果 ,仅是保证控制器存在的充分性 ,即解法不成功并

不能说明该系统不存在满足要求的控制器.因此寻

找保守性更弱的充分解法仍是控制理论界研究的热

门课题.许多学者进行了参数依赖L yap unov函数的

研究 ,试图寻找和系统不确定性相关联的 L yap unov

函数 ,以减小设计的保守性[6210 ] .

本文针对含有多面体不确定性的 Delta算子描

述的系统 ,讨论了参数依赖 H∞控制问题.设计方法

是基于 Delta算子有界实引理推导扩展 H∞性能准

则 ,在此基础上 ,利用参数依赖型 L yap unov函数思

想 ,以参数化线性矩阵不等式形式给出此类不确定

系统的参数依赖 H∞控制器存在的充分条件 ,通过

求解优化问题设计控制器.最后通过数值示例验证
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了该控制器设计方案的有效性.

2　问题描述
考虑如下的 Delta算子描述的线性系统 :

δx ( k) = A (τ) x ( k) + B1 (τ) u( k) + B2 (τ) w ( k) ,

z ( k) = C(τ) x ( k) + D (τ) u( k) .

(1)

式中 : x ( k) ∈Rn 为状态变量 , u( k) ∈Rm 为控制输

入 , w ( k) ∈Rq为外部扰动 , z ( k) ∈Rr为被调输出.

A (τ) , B1 (τ) , B2 (τ) , C(τ) , D (τ) 均为不确定性矩

阵 ,属于多面体集合

M (τ) = ( A (τ) , B1 (τ) , B2 (τ) , C(τ) , D (τ) ) ∈R,

(2)

R = { M (τ) | M (τ) = ∑
N

i = 1

τi M i ;τi ≥0 ;∑
N

i = 1

τi = 1} .

式中 M i Χ ( A i , B1 i , B2 i , Ci , D i ) 称为此多面体系统

的顶点矩阵.

考虑如下状态反馈控制器 :

u( k) = K(τ) x ( k) , (3)

式中 K(τ) 为待求反馈增益矩阵.由系统 (1) 和控制

器 (3) 构成如下闭环系统 :

δx ( k) = �A (τ) x ( k) + B2 (τ) w ( k) ,

z ( k) = �C(τ) x ( k) .
(4)

式中

�A (τ) = A (τ) + B1 (τ) K(τ) ,

�C(τ) = C(τ) + D (τ) K(τ) . (5)

将系统 (4) 中扰动信号 w ( k) 到输出信号 z ( k)

的传递函数表示为

T (τ,γ) = �C(τ) [γI - �A (τ) ] - 1 �B 2 (τ) . (6)

为叙述方便 ,给出如下定义 :

定义 1　式 (6) 中传递函数 T (τ,γ) 的 H∞范数

定义为

‖T (τ,γ) ‖∞ = sup
0≠w∈L2

‖z‖L2

‖w ‖L2

. (7)

式中

‖z‖L2 = [∑
∞

k = 0
z T ( k) z ( k) h]

1/ 2
,

‖w ‖L2 = [∑
∞

k = 0
w T ( k) w ( k) h]

1/ 2
,

h为采样周期.

有了上述准备工作 ,本文所要研究的问题可归

纳为 :对于系统 (1) ,设计形如式 (3) 的控制器 ,使得

闭环系统 (4) 稳定 ,并使扰动信号 w ( k) 到输出信号

z ( k) 的传递函数满足 ‖T (τ,γ) ‖∞ <α,α > 0 .

3　主要结果
3 . 1　扩展 H∞性能

在给出本文主要结果前引入如下引理 :

引理 1[11 ] 　多面体系统 (4) 稳定且 ‖T (τ,

γ) ‖∞ <α的充要条件为存在矩阵函数 P (τ) > 0满

足
�A T (τ) P(τ) +

P(τ) �A (τ) 3 3 3
B T

2 (τ) P(τ) - αI 3 3
�C(τ) 0 - αI 3

h P (τ) �A (τ) h P (τ) B2 (τ) 0 - P(τ)

< 0 ,

(8)

式中 3 号为对应块的转置.

定理 1　多面体系统 (4) 稳定且 ‖T (τ,γ) ‖∞
<α的充分条件为存在矩阵 P i > 0 , Fi , Gi 和Θij 满
足
Ξij +Ξji - Θij - ΘT

ij ≤0 , 1 ≤ i < j ≤N , (9)

Θ =

Ξ11 3 3 3
Θ21 Ξ22 3 3
… … ω 3
ΘN1 ΘN2 ⋯ ΞN N

< 0 . (10)

式中
Ξij =

�A T
i F j + FT

j �A i 3
Pj - Fj + GT

j �A i - GT
j - Gj

B T
2 i F j B T

2 i G j

�Ci 0

h FT
j �A i 0

→

←

3 3 3
3 3 3

- αI 3 3
0 - αI 3

h FT
j B 2 i 0 Pj - FT

j - Fj

.

证明 　首先 ,选取θ = [τ1 I ,τ2 I , ⋯,τN I ]T ,考

虑到τi ≥0和∑
N

i = 1

τi = 1得θ≠0 .若式 (10) 成立 ,则

有θTΘθ < 0 ,进一步可写为

∑
N

i = 1

τ2iΞii + ∑
N - 1

i = 1
∑
N

j = i+1

τiτj (Θij +ΘT
ij ) < 0 . (11)

另一方面 ,由式 (9) 有
Ξij +Ξji ≤Θij +ΘT

ij , (12)

则由式 (11) 和 (12) 得

∑
N

i = 1

τ2iΞii + ∑
N - 1

i = 1
∑
N

j = i+1

τiτj (Ξij +Ξji ) < 0 . (13)

式 (13) 可写为
�A T (τ) F(τ) + FT (τ) �A (τ) 3

P(τ) - F(τ) + GT (τ) �A (τ) - GT (τ) - G(τ)

B T
2 (τ) F(τ) B T

2 (τ) G(τ)

�C(τ) 0

hF T (τ) �A (τ) 0

→

←

3 3 3
3 3 3

- αI 3 3
0 - αI 3

hF T (τ) B2 (τ) 0 P(τ) - FT (τ) - F(τ)

< 0 .

(14)
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其次 ,若式 (14) 成立 , 则有 P(τ) - FT (τ) -

F(τ) < 0 ,考虑到 P(τ) > 0 ,可知 F(τ) 可逆.进而由
[ F(τ) - P(τ) ]T P- 1 (τ) [ F(τ) - P(τ) ] ≥0 ,

可得
- FT (τ) P- 1 (τ) F(τ) ≤ P(τ) - FT (τ) - F(τ) .

则由式 (14) 可推出
�A T (τ) F(τ) + FT (τ) �A (τ) 3

P(τ) - F(τ) + GT (τ) �A (τ) - GT (τ) - G(τ)

B T
2 (τ) F(τ) B T

2 (τ) G(τ)

�C(τ) 0

hF T (τ) �A (τ) 0

→

←

3 3 3
3 3 3

- αI 3 3
0 - αI 3

hF T (τ) B2 (τ) 0 - FT (τ) P- 1 (τ) F(τ)

< 0.

(15)

最后 ,使用

J 1 (τ) =

I 0 0 0

�A (τ) B2 (τ) 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 F- 1 (τ) P(τ)

对式 (15) 进行变换 ,可得式 (8) ,说明由式 (9) 和

(10) 可推出式 (8) .定理得证. □

值得注意的是 ,从定理 1的证明过程可以看出 ,

整个多面体中的 L yap unov矩阵函数 P(τ) ( P(τ) =

∑
N

i = 1

τi P i) 随τ的不同而变化 ,而二次稳定方法为所有

顶点共用一个固定 Lyap unov矩阵.另一方面 ,当采

样周期减小时 ,定理 1描述的离散系统 H∞性能准

则 ,趋近于连续系统 H∞性能准则 ,具有明显的物理

意义.

3 . 2　参数依赖 H∞控制

定理 1中同时存在 �A i 和 F j 与 �A i 和 G j 的乘积

项 ,不能直接用于控制器设计.为此令 Gj =λF j ,λ为

实标量.这样定理 1的条件可写为

　Ξij +Ξji +Θij +ΘT
ij ≤0 ,1 ≤ i < j ≤N , (16)

　Θ =

Ξ11 3 3 3
Θ21 Ξ22 3 3
… … ω 3
ΘN1 ΘN2 ⋯ ΞN N

< 0 . (17)

式中

Ξij =

�A T
i F j + FT

j �A i 3
Pj - Fj +λFT

j �A i - λFT
j - λF j

B T
2 i F j λB T

2 i F j

�Ci 0

h FT
j �A i 0

→

←

3 3 3
3 3 3

- αI 3 3
0 - αI 3

h FT
j B 2 i 0 Pj - FT

j - Fj

.

以下给出参数依赖 H∞控制器设计方法.

定理 2　对于多面体系统 (1) ,存在如式 (3) 的

参数依赖 H∞控制器的充分条件为存在矩阵 Pi >

0 , R i , �Ki ,Θij 和实标量λ满足

Φij +Φji - Ψij - ΨT
ij ≤0 , 1 ≤ i < j ≤N ,

(18)

Ψ =

Φ11 3 3 3
Ψ21 Φ22 3 3
… … ω 3
ΨN1 ΨN2 ⋯ ΦN N

< 0 . (19)

式中

Φij =

A i R j + RT
j A T

i +

B1 i �K j + �KT
j B T

1 i

3

Pj - RT
j +

λA i R j +λB 1 i �K j

- λR T
j - λR j

B2 i λB T
2 i

Ci R j + D i �K j 0

hA i R j + hB 1 i �K j 0

→

←

3 3 3
3 3 3

- αI 3 3
0 - αI 3

hB 2 i 0 Pj - RT
j - R j

,

且所设计的控制器 (3) 的参数矩阵可由下式构造 :

K(τ) = (∑
N

i = 1

τi �K i) (∑
N

i = 1

τi R i)
- 1

. (20)

证明 　定义

�K(τ) = K(τ) R (τ) , (21)

采用与定理 1类似的证明思路 ,可得定理成立. □

定理 2将系统 (1) 的参数依赖 H∞控制器存在

的充分条件 ,转化为一个矩阵不等式组的可行性问

题 ,可通过求解如下的优化问题来设计系统 (1) 的

参数依赖 H∞控制器 :

minα, s. t .式 (18) , (19) , (22)

满足要求的控制器 (3) 的参数矩阵可由式 (20) 构

造.

对于给定参数λ,不等式 (18) 和 (19) 是关于矩

阵变量的线性矩阵不等式 ,可通过标准数值软件优

化参数λ.
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4　数值示例
考虑如下 Delta算子不确定系统 :

δx ( k) =
- 1 . 998 0 0 . 999 5

0 1 . 000 5 +τ
x ( k) +

　　　　
- 0 . 998 5

1 . 000 5
u( k) +

0 . 999 0

0
w ( k) ,

z ( k) = [ - 5 . 500　 - 0 . 400 ] x ( k) + [1 . 000 ] u( k) ,

式中τ为不确定参数且满足 - 1 ≤τ≤1 .

若给定参数λ= 0 . 000 5时 ,通过求解式 (22) 所

示的优化问题设计该系统的参数依赖 H∞控制器 ,

可得 H∞性能指标 1 . 112 7 ,设计控制器所需矩阵为

�K1 = [11 . 416 3　 - 6 . 138 7 ] ,

�K2 = [15 . 694 2　 - 8 . 470 0 ]

R1 =
3 . 568 4 - 1 . 743 5

- 1 . 728 9 - 0 . 845 7
,

R2 =
5 . 245 1 - 2 . 645 9

- 2 . 654 5 1 . 339 2
.

由式 (20) 求得参数依赖 H∞控制器为

K(τ) = (∑
2

i = 1

τi �K i) (∑
2

i = 1

τi R i)
- 1

,

式中

τ1 = (1 +τ) / 2 ,τ2 = (1 - τ) / 2 .

进一步对所得 H∞控制器进行验证.图 1 给出

了由参数依赖 H∞控制器构成的闭环系统在区间τ

∈[ - 1 1 ]上的 H∞性能指标.由图可见 ,所得控制

器可保证闭环系统的 H∞范数小于所设计的指标.

图 1　闭环系统 H∞性能指标

另一方面 ,若采用基于引理 1的二次稳定方法

进行控制器设计 ,可得 H∞性能指标 1 . 143 9 ,以及

相应的控制器为

K = [ - 1 477 . 469 8　 - 2 990 . 363 9 ].

由此可见 ,本文所提方法具有较低的保守性.

5　结 　　论
本文在扩展参数依赖 Delta算子系统 H∞性能

准则基础上 ,成功地给出了参数依赖 H∞控制器存

在的充分条件 .利用参数依赖L yap unov函数思想 ,

使得该条件具有较低的保守性. 采用 Delta 算子描

述 ,所得结果能够揭示连续系统与离散系统结果的

内在联系 ,具有明显的物理意义.数值示例说明了本

文方法的有效性.
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