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基于反馈线性化的 MIMO非最小相位系统指数镇定

张绍杰 , 胡寿松
(南京航空航天大学 自动化学院 , 南京 210016)

摘　要 :针对仿射多输入多输出非线性非最小相位系统 ,提出了一种新的镇定方案.用反馈线性化解耦系统输入输

出关系 ,通过高增益状态反馈镇定系统外部动态 ,用模型预测控制镇定内部动态 ,所设计控制器能保证闭环系统的指

数稳定性.仿真结果表明了所提出方法的有效性和优越性.
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Abstract : A novel stabilization scheme is presented for affine multi2input multi2output ( MIMO ) nonlinear non2
minimum phase systems. The input s2output s of the system are decoupled by feedback linearization , and system

external dynamics are stabilized by high2gain state feedback. Then model p redictive control is used to stabilize internal

dynamics. The proposed controller can guarantee that the closed2loop system is exponential stable. Simulation result s

demonst rate the effectiveness and superiority of the proposed method.
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1　引　　言
非线性非最小相位系统因其零动态不稳定 ,成

为控制理论和应用研究具有挑战性的问题 ,而反馈

线性化作为研究非线性控制系统最常用和有效的方

法之一 ,在非最小相位系统的研究中得到了广泛的

应用[ 124 ] .文献 [ 2 ]通过近似反馈线性化解决了一类

非最小相位系统的全局渐近稳定问题 ,但只适用于

弱非最小相位系统.文献[ 3 ]通过反馈线性化和稳定

系统内部动态 ,实现了一类单输入单输出 ( SISO)系

统的镇定 ,但由于非线性系统的输入、输出耦合 ,大

部分基于 SISO系统的控制方法不能或不能直接应

用于多输入多输出 (MIMO)系统.文献[ 4 ]利用输出

重定义解决了一类非最小相位系统的渐近稳定问

题 ,但同现有的大多数非最小相位系统控制器的设

计一样 ,是基于系统精确的数学模型的 ,如果系统存

在扰动或数学模型不准确 ,控制效果会变差 ,甚至导

致系统不稳定.

针对上述研究成果的不足 ,本文结合反馈线性

化和模型预测控制 ,研究了一类仿射 MIMO非线性

非最小相位系统的指数镇定问题.本文提出的方法

适用于最小相位和非最小相位系统 ,而且因为指数

稳定性[5 ]使系统参数即使在一定范围内变化时 ,仍

能保持稳定 ,提高了系统的鲁棒性.

2　问题描述
考虑如下仿射 MIMO非线性系统 :

Ûx = f ( x) + ∑
m

i = 1
gi ( x) ui ,

y i = hi ( x) , i = 1 ,2 , ⋯, m.

(1)

其中 : x ∈Rn为系统状态向量 , u = [ u1 , ⋯, um ]T 为

系统输入 , y = [ y1 , ⋯, ym ]T 为系统输出 ; f ( x) ∈
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Rn , gi ( x) ∈Rn , hi ( x) ∈R ( i = 1 ,2 , ⋯, m) 为关于

系统状态 x的充分光滑的非线性函数.记 g = [ g1 ,

⋯, gm ] , h = [ h1 , ⋯, hm ]T ,不失一般性 ,设 x = 0 , u

= 0是系统 (1) 的平衡点 ,且 h(0) = 0 .假设系统相

对阶[6 ] r = r1 + ⋯+ rm < n ,且矩阵

β( x) =

L g1 L
r1 - 1
f h1 ( x) ⋯ L gm

L
r1 - 1
f h1 ( x)

… ω …

L g1 L
rm - 1
f hm ( x) ⋯ L gm

L
rm - 1
f hm ( x)

在原点的某一邻域非奇异.

选取微分同胚映射 T ( x) = [ξT ,ηT ]T ,其中ξ=

[ξT
1 , ⋯,ξT

m ]T ∈R r ,ξi = [ξi1 , ⋯,ξir i
]T = [ hi ( x) , ⋯,

L
ri - 1

f h i ( x) ]T , i = 1 ,2 , ⋯, m ,η = [η1 , ⋯,ηn- r ]T ,则

系统 (1) 可变换为

Ûξi1 =ξi2 ,

…

ξ
·

ir i
= L

ri
f h i ( x) + ∑

m

j = 1
L g j

L
ri - 1

f h i ( x) uj ,

Ûn =Φ( n ,ξ) ,

y i =ξi1 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

(2)

假设系统 (2) 零动态Ûη =Φ(η,0) 不稳定 ,则原

系统 (1) 为非最小相位系统.

3　控制器设计
取控制律

u =β- 1 ( x)

v1 - L
r1
f h1 ( x)

…

vm - L
rm
f h m ( x)

, (3)

则系统 (2) 可记为

ξ
·

= Aξ+ Bv ,

Ûη =Φ(η,ξ) ,

y = Cξ.

(4)

其中 : v = [ v1 , ⋯, vm ]T , A = diag[ A 1 , ⋯, A m ] , B =

diag[ B1 , ⋯, B m ] , C = diag[ C1 , ⋯, Cm ] , A i , B i , Ci

为 r i阶积分器链的标准形式[5 ] , i = 1 ,2 , ⋯, m.引入

高增益反馈

v i =
Ki1

εri
( y ri - y i ) - ∑

ri - 1

j = 1

Ki ( j +1)

εri - j y
( j)
i ,

i = 1 ,2 , ⋯, m , (5)

其中 y r = [ y r1 , ⋯, y rm ]T ∈Rm是系统输出 y的参考

信号 ,由模型预测控制器 (下文详述) 产生.由于 y r

由离散信号经过零阶保持器获得 ,所以控制律 (5)

中不包含 y r的导数 ;ε是一个小的正参数 ,并选择反

馈矩阵 K = diag[ K1 , ⋯, Km ] , Ki = [ Ki1 , ⋯, Kir i
] ,

i = 1 ,2 , ⋯, m. A - B K为 Hurwitz矩阵.

定义 z = [ z T
1 , ⋯, z T

m ]T , z i = [ z i1 , ⋯, z ir i
]T , z ij

=εj - 1 y
( j - 1)
i , i = 1 ,2 , ⋯, m , j = 1 ,2 , ⋯, ri .则系统

(4) 的状态方程可表示为如下奇异摄动形式 :

εÛz = A c z + B K Y r , (6)

Ûη =Φ(η, z ,ε) . (7)

其中 : A c = A - B K , Y r = [ Y T
r1 , ⋯, Y T

rm ] , Y ri = [ y ri ,

0 , ⋯,0 ]T ∈R ri .当ε→0时 ,状态 z的变化速度会趋

于无穷 ,这导致了时间尺度的分离 , z 和η分别代表

了系统的快变和慢变状态. 此时 , 解方程 A c z +

B K Y r = 0可得到 z的准稳态解[5 ] �z = [ �z T
1 , ⋯, �z T

m ] ,

�z i = Y ri , i = 1 ,2 , ⋯, m.于是 ,系统的降阶模型可表

示为

Ûη =Φ(η, y r ,0) ≡�Φ(η, y r) . (8)

取 �z = z - �z将准稳态移至原点 ,并记Γ = t/ε,

则快变状态 (6) 可表示为

d�z/ dΓ = A c z + B K Y r -εz
-
·

. (9)

注意到 z
-
·

= 0 , B K Y r = - A c�z ,则边界层模型为

d�z/ dΓ = A c�z . (10)

系统 (1) 的降阶子系统 (8) 由模型预测控制器

产生的控制信号 y r镇定 ,同时 y r作为边界层子系统
(10) 的参考输出.对于降阶子系统 (8) ,设其模型预

测控制[7 ] 的预测时域为 T ,η(·) ∈ N , y r (·) ∈ Y ,

η( t + T) ∈N f ,其中紧集 N f < N且包含原点.在 t

时刻模型预测控制器产生的最优参考信号 y 3
r 由如

下性能指标确定 :

min
y r

( [ t , t+ T])
J ( t ,η, y r) =

1
2
η( t + T) T Pη( t + T) +

1
2∫

t+ T

t
(η(τ) T Qη(τ) + y r (τ) T Ry r (τ) ) dτ, (11)

其中 P , Q , R为正定对称矩阵.模型预测控制器 (11)

在预测时域 T内产生最优控制序列 y 3
r ( [ t , t + T) ] ,

其中只有 y 3
r ( [ t , t +δ]) 的控制信号作用于控制系

统中 ,本文中δ取为采样周期.

下面证明闭环控制系统的稳定性.

定理 1　对于系统 (1) 的边界层子系统 (10) ,如

果选择反馈矩阵 K使 A c 为 Hurwitz矩阵 ,则系统
(10) 的原点指数稳定.

证明略.

定理 2　假设降阶子系统 (8) 满足如下条件 :

1) 原点η= 0 , y r = 0是降阶子系统的平衡点.

2) 函数 �Φ(η, y r) 满足 ‖�Φ(η, y r) ‖≤L ‖η‖,

L 为一正数.

3) 在τ∈ [ t + T , ∞) 上 ,记系统控制信号为

y k
r (η,τ) ,η∈N f ,且对于任 y k

r (·) , N f 为正不变集.

记 F(η) =
1
2
ηT Pη, G(η, y k

r ) =
1
2

(ηT Qη+ y kT

r R y k
r )
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满足

ÛF(η) + G(η, y k
r ) =

ηT P�Φ(η, y r) +
1
2

(ηT Qη+ y kT

r R y k
r ) ≤0 .

4) 选择合适的预测时域 T以使η3 ( t + T) ∈

N f ,其中η3 (·) 为由模型预测控制器获得的状态.

则模型预测控制器 (11) 能指数镇定降阶子系

统 (8) .

证明 　考虑如下 L yap unov函数 :

V ( t ,η) = min
y r

( [ t , t+ T])
J ( t ,η, y r) .

因

y r ( t) T Ry r ( t) ≥0 ,

1
2
η( t + T) T Pη( t + T) ≥0 ,

故

V ( t ,η) ≥ 1
2∫

t+ T

t
η(τ) T Qη(τ) dτ.

由假设条件 2) 知 �Φ(η, y r) 是 Lip schitz 的 , 故

‖η(τ) ‖≥‖η( t) ‖e - L (τ- t) ,于是

V ( t ,η) ≥

1
2
‖η( t) ‖2 ‖Q‖∫

t+ T

t
e - 2L (τ- t) dτ=

1 - e - 2L T

4L
‖η( t) ‖2 ‖Q‖. (12)

取 y r = 0 ,由 V ( t ,η) = min
y r

( [ t , t+ T])
J ( t ,η, y r) ,所以

V ( t ,η) ≤ J ( t ,η,0) ; 又由假设条件 2) 知 ‖�Φ(η,

0) ‖≤L ‖η‖,于是 ‖η(τ) ‖≤‖η( t) ‖eL (τ- t) ,则

V ( t ,η) ≤

1
2
η( t + T) T Pη( t + T) +

1
2∫

t+ T

t
η(τ) T Qη(τ) dτ≤

1
2

e2L T ‖P‖‖η( t) ‖2 +

1
2
‖Q‖‖η( t) ‖2∫

t+ T

t
e2L (τ- t) dτ=

1
2 (e2L T ‖P‖+

e2L T - 1
2L
‖Q‖) ‖η( t) ‖2 . (13)

在τ∈[ t , ∞) 上 ,设 �y r (τ) 表示系统 (8) 的控制

信号 ,则在区间τ∈[ t , t + T) , �y r (τ) 为 y 3
r (τ) ;在区

间τ∈[ t + T , ∞) , �y r (τ) 为 y k
r (τ) .在时间 t后很短

的时刻 t +Δt开始的性能指标函数可表示为

J ( t +Δt ,η( t +Δt) , �y r) =

F(η( t +Δt + T) ) +∫
t+Δt+ T

t+Δt
G (η, �y r) dτ.

由于

V ( t +Δt ,η( t +Δt) ) ≤J ( t +Δt ,η( t +Δt) , �y r) ,

则有

ÛV = lim
Δt→0

V ( t +Δt ,η( t +Δt) ) - V ( t ,η( t) )
Δt

≤

lim
Δt→0

J ( t +Δt ,η( t +Δt) , �y r) - V ( t ,η( t) )
Δt

.

又由

J ( t +Δt ,η, �y r) - V ( t ,η) =

F(η( t +Δt + T) ) +∫
t+Δt+ T

t+ T
G (η, y k

r ) dτ-

F(η( t + T) ) -∫
t+Δt

t
G(η, y 3

r ) dτ,

且 ÛF(η) + G(η, y k
r ) ≤0 ,则对 ÛF(η) + G(η, y k

r ) 在区

间 ( t + T , t +Δt + T) 积分有

F(η( t +Δt + T) ) - F(η( t + T) ) +

∫
t+Δt+ T

t+ T
G (η, y k

r ) dτ≤0 , (14)

故有

ÛV ≤lim
Δt→0

-
1
Δt∫

t+Δt

t
G (η, y 3

r ) dτ=

- G(η, y 3
r ) ≤-

1
2
ηT Qη.

由式 (12) ～ (14) 知 ,系统 (8) 指数稳定[5 ] ,定理得

证. □

由文献[5 ]知 :组成奇异摄动系统的边界层和

降阶子系统指数稳定 ,则奇异摄动系统指数稳定.故

有 :

定理 3　对于由控制器 (3) , (5) 和 (11) 确定的

闭环控制系统 (4) ,若系统满足定理 2 的假设条件 ,

且 ‖Φ(η, z ,ε) - �Φ(η, �z) ‖≤α1 ‖�z ‖,其中α1 为一

正数 ,则存在ε3 > 0 ,使得对于所有 0 <ε<ε3 ,系

统 (4) 的原点指数稳定.

证明略.

4　仿真算例
考虑一个两输入两输出系统 ,其中

f ( x) =

sin x1 - x1 + x3

x1 - sin2 x2

2 x3 + x1

, g ( x) =

1 0

0 1

1 0

,

h ( x) =
x1

x2

, u =
u1

u2

.

则

5 h( x)
5 x

=
1 0 0

0 1 0
,

L g h ( x) =
1 0

0 1
,

系统相对阶为 r = r1 + r2 = 2 .内部动态为Ûx3 = 2 x3

+ x1 + u1 ,令 x1 = 0 , u1 = 0 ,则系统零动态为Ûx3 =

2 x3 ,不稳定 ,系统为非最小相位系统.

取 K =
K1 0

0 K2

=
2 0

0 3
,ε= 0 . 1 ,则根据

前文的分析 ,系统外部动态稳定.系统模型预测控制
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器参数取为 Q = 1 , R = 20 , P = 40 . 5 ,预测时域 T

= 0 . 5 s ,采样周期δ= 0 . 1 s.系统初始条件为 x1 (0)

= 1 , x2 (0) = 0 . 5 , x3 (0) = 0 . 8 ,假设系统存在模型

失配 , Ûx1 变为Ûx1 = sin x1 - x1 + 3 x2 + x3 + u1 .采用

上述控制器参数 ,状态 x3 响应曲线如图 1所示.

图 1　状态 x3 的响应曲线

由仿真结果可看出 ,系统数学模型虽然存在失

配 ,但控制器仍能保持系统内部动态的稳定.

5　结 　　论
本文针对仿射非线性 MIMO非最小相位系统 ,

提出了一种输入输出反馈线性化和模型预测控制结

合的控制方案.首先通过反馈线性化将系统分解为

外部动态和内部动态 ,对外部动态用极点配置保证

其稳定性 ,针对零动态不稳定的非最小相位系统 ,用

模型预测控制镇定系统内部动态 ,并将模型预测控

制信号作为系统的参考输出 ,实现闭环控制系统的

指数稳定.能够很好地解决存在模型失配时非最小

相位系统的镇定问题.仿真算例说明了控制器的设

计过程和性能.
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