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面向冗余机器人实时控制的逆运动学求解有效方法

潘  博, 付宜利, 杨宗鹏, 王树国
(哈尔滨工业大学 先进机器人及系统国家重点实验室, 哈尔滨 150080)

摘  要: 针对 7 自由度冗余机器人实时运动控制,对机器人逆运动学提出了一种新的求解方法. 采用位姿分解方式,

使 7 自由度冗余机器人逆运动学简化为 4自由度位置逆运动学求解.在梯度投影法得到位置优化解的基础上, 利用

机器人封闭解公式求得一组优化解.通过对 7 自由度机器人仿真分析, 表明了该方法的有效性.
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Abstra ct: A new inverse kinematics control scheme for a 72DOF redundant robot is presented. Based on the geometr ic

feature of redundant robots, inverse kinemat ics of 72DOF robot is r educed to kinematics of 42DOF position. Gradient

projection method is used to opt imize position for the robot. Then a group of opt imized solut ion can be obtained based

on optimizing position solution and close2form solution gotten by analytic met hod. Results of simulation on a 72DOF

robot show the effectiveness of the scheme.
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1  引   言
冗余机器人是指含有自由度数多于完成某一作

业所需要最少自由度数的一类机器人. 利用该冗余

特性,可以完成诸多的灵活操作,如避开机器人内部

奇异构型、躲避操作空间障碍、克服关节极限和改善

动态性能等[ 1, 2] .因此, 冗余机器人受到了人们广泛

的重视和深入的研究.

Dubey[ 3]研究了关节坐标空间分解法, 将雅可

比矩阵分解为一个方形子阵和一个长方形子阵, 通

过寻求关节速度的特解得到关节速度, 从而无需计

算伪逆,提高了运算效率.由于梯度投影法在求逆时

存在误差, 因此祖迪提出了二次计算的方法[ 4] ,即首

先用梯度投影法得到优化不精确解,再根据系统结

构特点用固定关节法进行二次计算,最终得到一组

精确的优化解. 这种二次计算法被陈伟海等人用在

BUAA2RR 冗余机器人的控制中[ 5] . Kwang2Kyu

Lee 对冗余机器人多性能指标进行研究, 给出的算

法不需要建立综合的多性能指标函数, 最后应用于

双臂机器人的实时控制[ 6] .陈奎应用模糊算法对冗

余机器人多性能指标融合算法展开了研究,并成功

应用于卫星在轨自维护系统控制[ 7] .王连圭研究冗

余机器人的自运动控制问题,给出了一种可以跳出

局部最小点的非连续切换控制算法[ 8] . 赵建文等对

P2S5型冗余机器人的自运动流形进行研究, 给出了

基于向量代数自运动流形解析表达式
[ 9]
.

本文针对具有球形手腕的 7 自由度机器人结

构,提出一种适用于实时控制的高效逆运动学求解

方法.

2  梯度投影法
设X, ÛX I Rm为机器人末端位姿和速度; H,ÛHI

R
n
为机器人关节角坐标和角速度; J I R

m@n
为机器

人雅可比矩阵.机器人末端点速度正运动学表示为

ÛX = JÛH. (1)

当 J 为方阵( m = n) 且满秩情况下,取得期望机器
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人末端速度所需要的关节速度具有唯一解

ÛH= J - 1ÛX. ( 2)

如果 J 奇异或为非方阵( m< n) ,则关节速度表示为

   ÛH= ÛH
*
P -

ÛH
* T
P ÛH

*
h

ÛH* T
h ÛH*

h
ÛH

*
h + Ḧ, ( 3)

   ÛH*P =
0

J
- 1
m ( ÛX - kJ Ḧ

, ( 4)

   ÛH*h =
1

- J 1
mA

. ( 5)

式中: J m 为 J 去掉一列后得到的 6 @6满秩方阵, A

为去除的列向量, Ḧ ( H) 为优化指标H(H)的梯度.

式(3) 可通过适当的优化指标来寻找机器人执

行任务的最优解,并通过修改系数 k的大小来改变

优化速率.避免求解雅可比矩阵的伪逆,缩短求解运

动学逆解时间. 但当前关节角位置是对关节速度积

分来获得位置上的控制, 速度是实时变化的, 而在计

算中每个采样周期内的速度是假定不变的, 因此机

器人末端会产生累计误差.

3  位姿分解算法
为利于进行机器人实时控制, 减小采用梯度投

影法产生的累计误差, 针对具有球形手腕的 7 自由

度机器人结构特点, 采用位姿分解方法将 7自由度

机器人逆运动学求解,分解为4自由度位置求解和3

自由度姿态求解.进而将 7自由度机器人冗余逆运

动学求解问题转化为 4自由度位置冗余问题. 采用

梯度投影法进行计算, 确定一组优化关节角度并取

出所需关节角度,根据机器人封闭解公式确定其他

关节角度.这样不但减小运动误差,提高了运动规划

准确性,而且提高了冗余逆运动学算法的运算速度.

下面以 7自由度机器人为例, 具体阐述这种算法.

3. 1  7自由度机器人模型

下面以哈尔滨工业大学机器人研究所自行研制

的 7自由度内窥镜操作机器人为研究对象[ 10] . 根据

D2H 法建立机器人各关节参考坐标系如图 1示, 关

节参数如表 1示.关节 1为直线关节,其余关节为转

动关节.

3. 2  基于位姿分解的机器人封闭解

机器人腕部关节 5 ~ 关节 7的轴线相交于点

W, W位置由关节 1 ~ 关节4确定,故采用位姿分解

方法求解机器人位置逆运动学.基于位姿分解思想,

将机器人末端实现给定位姿按照下述步骤完成: 1)

关节1 ~ 关节4运动, 将末端点W调整到目标点; 2)

关节 5 ~ 关节 7运动,使末端点W处姿态满足给定

要求.

W点位置( wx , wy , wz ) 由关节1 ~ 关节4确定,

图 1  机器人模型参考坐标

表 1  机器人运动学参数

关节 Ai/ (b) a i/ mm d i / mm 关节范围

1 0 130 d 1 - 200 ~ 200mm

2 0 400 0 - 90b ~ 90b

3 - 90 110 0 - 140b ~ 140b

4 - 90 0 0 - 45b ~ 45b

5 90 0 429. 6 - 80b ~ 80b

6 90 0 0 - 75b ~ 75b

7 0 0 0 - 360b ~ 360b

由于关节2和关节 3轴线平行绝对 z 轴,则 wz 由关

节 1和关节 4确定.规定角 H的正弦、余弦简化表示

如下: si = sinHi , ci = cosHi , sij = sin(Hi + Hj ) , cij =

cos( Hi + Hj ) .得

d1 = wz + d5 s4 . (6)

r 1 = a2 , r 2 = a3 + d5c4 . 通过几何关系可得

r2 = ( wx - a1) 2 + w2
y ,

r
2

= r
2
1 + r

2
2 + 2r1 r2cosH3 ,

(7)

得

H3 = ar ccos(
r2 - r 2

1 - r 2
2

2r1r 2 ) , (8)

H2 = ar ctan(
wy

wx - a1
) - arcsin(

r2 s3
r ) . (9)

机器人W点处姿态矢量为 n, o, a, 则由 a 矢量

的分量 a x , a y , a z 得

H5 = arcsin(
s23ax - c23 ay

s6 ) , (10)

H6 = arccos( ( c23ax + s23ay ) s4 + c4 az ) . (11)

由矢量 n和 o矢量的分量n z , oz 得

 H7 = A tan 2(
E0oz - E1nz

E
2
0 + E

2
1

,
- E1 oz - E0nz

E
2
0 + E

2
1

) , (12)

 E0 = c6c5 s4 + s6c4 , (13)

 E1 = s4s5 . (14)

通过式(6) ~ ( 14) , d1 , H2 , H3 , H5 , H6 , H7均可由H4

表示.给定机器人末端位姿, 不同的 H4 值可以得到
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无穷多组逆解.

3. 3  基于位姿分解梯度投影法

7自由度机器人雅可比矩阵 J 6@7 可表示为

J = [ J 1  J 2  J 3  J 4  J 5  J 6  J 7] .

利用梯度投影法计算最小范数解的过程中需计

算 J m 的逆矩阵,而在实际应用中很难采用解析方法

求解 J m的逆矩阵,采用数值方法又需要较大的计算

量.因此, 提出基于位姿分解方法将 7自由度机器人

冗余逆运动求解转化为 4自由度位置冗余问题. 利

用矢量积法求出机器人 W点处相对于初始坐标系

的位置雅可比矩阵 J 3@4 .
J = [ J 1  J 2  J 3  J 4 ] =

0 - a2s2 - ( a 3 - d5 s4 ) s23 - ( a3 - d5 s4) s23 - d5c23 c4

0 a2 c2 + ( a3 - d5 s4 ) c23 ( a3 - d5 s4 ) c23 - d5s23 c4

1 0 0 d5 s4

.

(15)

选取 J 4 为 A向量,则

J m =

0 - a 2 s2 - ( a 3 - d5 s4 ) s23 - ( a 3 - d5 s4 ) s23

0 a2 c2 + ( a3 - d5 s4 ) c23 ( a3 - d5 s4 ) c23

1 0 0

,

(16)

易求得 J m 的逆矩阵 J - 1
m 为

J - 1
m =

0 0 1

c23

a2 s3
s23

a 2 s3
0

- a 2c2 - ( a3 - d5 s4 ) c23

a 2 s3 ( a 3 - d5 s4 )
- a 2s2 - ( a 3 - d5 s4) s23

a2 s3 ( a3 - d5 s4 )
0

.

(17)

由式(5) 得

ÛHh =

1

- d5s4

d5 c4
a2 s3

- (
c3d5 c4

s3( a3 - d5s4)
+

d5c4

a2s3 )

. (18)

由给定机器人性能优化函数H( H) , W点线速度

ÛX,结合式(4) , (17) 计算得到ÛHP , 由式(3) 最终得到

优化解ÛH.取出 H4 并代入所求得的封闭解,求出其余

关节角度.由上实例可看出,基于位姿分解梯度投影

法可以给出ÛHh 解析表达式,利用式(17) 减小了计算

ÛHP 数值计算量,为机器人实时控制奠定了基础.

下面给出采用基于位姿分解梯度投影法求解 7

自由度机器人逆解的算法步骤:

Step1: 根据机器人结构特点求解逆运动学封

闭解公式及机器人位置雅可比矩阵 J 3@4 ;

Step2: 根据规划轨迹计算出机器人末端点的

线速度 ÛX 及位姿X;

Step3: 确定系数 K , 并根据优化性能函数

H (H) 计算瞬时梯度▽ H( H) ;

Step4: 计算ÛHP ,ÛHh , 最终得到定位关节的优化

解ÛH;

Step5: 如果ÛH在关节极限之内,则提取任一关

节角用于下一步计算;如ÛH超出关节极限, 则减小系

数 K 的值, 使ÛH在关节极限之内;

Step6: 提取任一关节角, 并根据机器人封闭解

公式计算其余关节角度, 得到用于伺服控制关节角

度值;

Step7: 计算下一时刻线速度 ÛX及位姿 X, 利用

Step2 ~ Step6求解关节角度值,直至规划完成.

4  实验研究
机器人末端姿态 Rt 表示为

Rt = ROT(Z, B)ROT( Y, A) ROT( a, C) .

其中: ROT为机器人旋转矩阵;A为内窥镜绕绝对 Y

轴旋转角度; B为内窥镜绕绝对 Z 轴旋转角度; C为

内窥镜绕相对 a 轴旋转角度.

设定机器人末端运动轨迹为从 P 0 点沿空间直

线轨迹运动到P n 点. P 0点处机器人末端姿态角为 A

= 0b, B= 0b, C= 0b,则机器人齐次变换矩阵为

T0 =

1 0 0 800

0 1 0 200

0 0 1 20

0 0 0 1

.

对应机器人初始关节角为

H0 = (20, - 33. 623b, 84. 986b,

0b, 0b, 0b, - 51. 363b) .

P n 点处机器人末端点姿态角为 A= 30b, B=

45b, C= 0b,对应机器人齐次变换矩阵为

Tn =

0. 6124 - 0. 7071 0. 3536 500

0. 6124 0. 707 1 0. 3536 600

- 0. 5 0 0. 8660 - 80

0 0 0 1

采用梯形速度曲线进行轨迹规划, 速度、加速度、采

样时间、姿态角步长参数如下:

v0 = 0mm/ s, vn = 0mm/ s , a = 2mm
2
/ s ,

t = 0. 1s , T = 66. 5 s, $A= 30/ 10T ,

$B= 45/ 10T , $C= 0.

为避免关节极限, 定义优化函数

H( H) = E
n

i = 1
ki

( Himax - Himin) 2

( Himax - Hi ) ( Hi - Himin)
.

在关节极限附近, H 值较大, 到达关节极限时,

H 值无穷大; ki 为关节权值,梯度给出了关节运动方

向,调整 ki 可以调整关节运动范围, 对避免关节极

限具有一般性. 取k1= 100, k2 = 1, k3 = 3 000, k4 =
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表 2 自运动过程实验误差

次数 Err_ax E rr_ay Er r_az E rr_px Err_p y Err_p z

1 1. 1* 10- 4 - 6* 10- 6 1. 1* 10- 4 0. 2377 0. 0733 - 0. 1993

2 0. 0358 - 9* 10- 6 - 0. 013 0. 2066 0. 0811 - 0. 21

3 0. 0358 - 5. 3* 10- 5 - 0. 0126 0. 2196 0. 085 - 0. 2077

4 0. 0358 - 0. 0011 - 0. 0129 0. 2078 0. 0802 - 0. 2073

5 0. 0358 - 2. 4* 10- 4 - 0. 0127 0. 2081 0. 0836 - 0. 2073

1进行运动规划, 关节角度极限参照表 1, 采用优化

函数 H (H) 得到机器人关节优化速度曲线如图 2所

示.关节 3末时刻的角度为 71. 453b,当 k3 = 1时保

持其他关节权值不变, 得到机器人关节 3末时刻角

度为82. 574b.由于关节3权值减小,致使关节3在此

次运动过程中转动角度产生增大趋势.

图 2 机器人规划运动关节角度变化

由图 3所示, 梯度投影法误差在 X, Y, Z方向随

着步数的增加而逐渐增加, 偏离运动轨迹最大误差

发生在轨迹末端点:

X 轴方向最大误差

E X = ∣ 500- 496. 41 | = 3. 59mm;

Y轴方向最大误差

EY = ∣ 600 - 596. 05 | = 3. 95mm;

Z轴方向最大误差

EZ = ∣ - 80- (- 79. 363) ∣ = 0. 637mm.

而位姿分解法在借助梯度投影法优化基础上, 利用

封闭解公式获得规划轨迹的精确解, 具有较高的运

动精度.

采用位姿分解方法求解 7自由度机器人逆运动

图 3 机器人末端轨迹 XY方向投影视图

学极大地减小了控制系统的运算量, 为验证该方法

适用于 7自由度机器人的实时控制, 应用该方法对

其进行实时控制实验. 实验分为两部分:

1) 设置机器人末端速度为零, 验证机器人自运

动.其中机器人腕点位置 w(600, 500, 60) ,姿态矢量

a( 0. 3536, 0. 353 6, 0. 866 0) .实验数据如表 2所示,

Err 前缀参数表示该项由控制系统产生的最大误差

值.由表 2知,位姿分解算法具有较高的控制精度.

实验照片如图 4所示.

2) 对上述规划的空间直线轨迹进行实验. 实验

过程中控制系统控制周期为 5ms , 实验照片如图 5

所示.由实验结果知,该方法满足实时控制需求.

图 4  机器人自运动组图

图 5  机器人空间直线运动组图

5  结   论
本文针对 7自由度机器人实时逆运动学求解问

题,提出采用位姿分解方法,将 7自由度机器人逆运

动学求解转化为 4自由度位置冗余问题, 并极大地

减小了控制系统的运算量. 通过实验可知,采用位姿

分解法求解冗余机器人逆运动学在充分利用系统冗

余特性的同时,提高了机器人末端的运动精度, 满足
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一般控制系统的实时性要求. 该算法对冗余机器人

逆运动学求解及实时控制具有一定的借鉴作用.
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