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基于多面体不变集的离线鲁棒预测控制器综合
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摘　要 : 提出一种基于多面体不变集的离线鲁棒预测控制器综合算法.该算法离线确定一组反馈控制律及其对应的

不变集 ,在线控制时根据当前状态所处的位置选择相应的控制律 ,不仅扩大了初始可行域 ,还能在一定程度上改善控

制性能.仿真结果表明了采用多面体不变集的优越性.
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Abstract : An off2line synthesis algorithm of robust model predictive control based on polyhedron invariant set is

proposed. This algorithm off2line determines a control2law2sequence with corresponding invariant set s. The control

law is chosen on2line according to the location of the current state , which can not only enlarge the initial feasible

region , but also improve the control performance in some degree. Simulation result illust rates the advantages of

adopting polyhedron invariant set .
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1　引　　言
模型预测控制是一种基于线性或非线性模型进

行预测 ,并对系统动态性能进行优化的控制方法.由

于被控系统的复杂性 ,通常无法获得与系统完全一

致的精确模型 ,而这种模型与系统的失配可能导致

系统的控制性能变差 ,甚至不稳定[ 1 ] .鲁棒预测控制

就是在求解最优控制律的同时考虑模型失配 ,从而

在模型失配的情况下也能保证系统的动态性能.

近年来 ,对鲁棒预测控制器综合的研究主要集

中在保证稳定性的前提下 ,如何降低在线求解量 ,扩

大初始可行域 ,提高控制性能 3个方面[2 ] ,而不变集

的设计在解决这 3个方面的问题上取得了较大的进

展[3 ] .文献[ 4 ]首先将鲁棒预测控制器的设计转化为

在每一采样时刻求解带线性矩阵不等式约束的优化

问题 ,从而得到包含当前状态的最大椭圆不变集和

相应的反馈控制律.对高维系统而言 ,在线计算量很

大 ,难以实用化.文献[5 ,6 ]在[4 ]的基础上提出离线

算法 ,将椭圆不变集设计的计算负担转移到离线计

算 ,从而降低了在线计算量.但文献 [ 426 ]中鲁棒预

测控制器的设计都是建立在椭圆不变集的基础上 ,

而当系统约束是以线性不等式的形式给出时 ,采用

椭圆不变集处理约束有较大的保守性 ,减小了控制

器的初始可行域.采用多面体不变集可望减少这种

保守性 ,特别是在处理不对称约束时优势尤为明显 ,

但是多面体不变集设计的计算量很大 ,难以在线实

现[7210 ] .

本文采用多面体不变集离线设计和在线优化相

结合的策略 ,利用多面体在处理约束时的灵活性来

扩大可行域以改善控制性能 ,同时又可以解决多面

体不变集在线设计计算量过大的问题.

2　问题描述
考虑不确定线性时变系统

x ( k + 1) = A ( k) x ( k) + B ( k) u( k) ,

y ( k) = Cx ( k) .
(1)
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其中 : u( k) ∈Rm , x ( k) ∈Rn , y ( k) ∈Rp分别是系统

的输入、状态和输出 ;变参数 [ A ( k) , B ( k) ] ∈Ω,Ω

= { [ A , B ] | [ A , B ] = ∑
L

i = 1

λi [ A i , B i ] ,∑
L

i = 1

λi = 1} .

系统输入输出约束为

- �u ≤u( k + i) ≤�u ,

- �y ≤ y ( k + i) ≤�y ,
Πi ≥0 . (2)

�u = [ �u1 , ⋯, �um ]T , �y = [ �y1 , ⋯, �y p ]T ,

�u j > 0 , �y i > 0 , j = 1 ,2 , ⋯, m , i = 1 ,2 , ⋯, p.

鲁棒预测控制器设计目标是要针对系统 (1) 和

(2) ,设计预测控制器将系统的状态驱动到原点 ,并

最小化二次型鲁棒性能指标. 文献 [4 ] 中将此类预

测控制器的设计转化为在每个采样时刻 k求解如下

优化问题 :

min
γ, Q , Y , Z ,Γ
γ, (3a)

s. t .
1 3

x ( k | k) Q
≥0 ; (3b)

Q 3 3 3
A i Q + B i Y Q 3 3

Q1/ 2
1 Q 0 γI 3

R1/ 2 Y 0 0 γI

≥0 ,

　　　　　i = 1 ,2 , ⋯, L ; (3c)

Z Y

Y T Q
≥0 , Z = ZT , Zj j ≤�u2

j ,

　　　　　j = 1 ,2 , ⋯, m ; (3d)

Q 3
C( A j Q + B j Y) Γ

≥0 ,Γ =ΓT ,Γss ≤�y2
s ,

　　　s = 1 ,2 , ⋯, p , j = 1 ,2 , ⋯, r. (3e)

其中 :Q =γP - 1 , F = YQ - 1 , Zjj 是矩阵 Z的对角线的

第 j个元素 ,Γss 是矩阵Γ的对角线的第 s个元素.式

(3a) 中优化的性能指标γ是原鲁棒性能指标的一个

上界 ; (3b) 保证当前状态在所求得的椭圆不变集

内 ; (3c) 保证椭圆不变集对应的李雅普诺夫函数递

减 ; (3d) 和 (3e) 由系统输入输出约束 (2) 转化得到.

高维系统在线求解优化问题 (3) 时计算量很

大.在文献[4 ]的基础上 , [5 ,6 ]提出了离线算法 ,将

在线计算量转移到椭圆不变集的离线设计上. [6 ]

中具体做法是 :给定一系列状态点 x i , i = 1 , ⋯, N ,

离线求解式 (3) 得到相应的椭圆不变集Σi = { x |

x T Q- 1
i x ≤1} ,反馈控制律 Fi = Y i Q

- 1
i 以及李雅普诺

夫函数 V i ( x) = x T Pi x ,其中 Pi =γi Q
- 1
i .在线控制

时 ,查找包含当前状态的最大下标椭圆不变集Σj ,

则当前时刻采用的控制律为 Fj 与 F j +1 的最优凸组

合.

系统的物理约束 (2) 是多面体表达形式. 上述

基于椭圆不变集的设计方法必然带来保守性 ,而采

用多面体不变集在处理线性不等式约束时表达形式

比较灵活 ,但多面体不变集设计的计算量很大 ,难以

在线实现.文献[7210 ]中采用先确定反馈控制律再

设计多面体不变集的策略来减少计算量.

对于线性自治系统 x ( k + 1) = A x ( k) ,文献[7 ]

中定义最大允许集 S = { x (0) | x ( i) ∈ X , i ≥0} ,

其中 X 是状态约束集. 当 X 是多面体形式的约束

时 ,最大允许集 S就是一个多面体不变集.非自治系

统可以在固定反馈控制律的条件下转化为自治系

统.在给定反馈控制 u( k) = Fx ( k) 下 ,系统方程 (1)

中的状态方程改写为

x ( k + 1) = ( A ( k) + B ( k) F) x ( k) =Φ( k) x ( k) ,

(4)

Φ( k) = ∑
L

i = 1

λiΦi ,Φi = A i + B i F , i = 1 ,2 , ⋯, L .

约束 (2) 转化为 x ( i) ∈ X = { x | Fx ∈U , Cx

∈Y} , i ≥0 . X写成多面体形式为

X = { x | A x x ≤1 , x ∈Rn} . (5)

文献[7 ]给出了一种求解系统 (4) 和 (5) 最大允

许集 S = { x | A s x ≤1 , x ∈Rn} 的有效算法.

算法 1[7 ] (最大允许集设计算法)

Step1 : 令 A s = A x , i = 1 .

Step2 : 当 i > row2 num ( A s) 时 ,算法停止 ,返回

矩阵 A s ;否则 ,将 A s 的第 i 行赋值给向量 a ,依次判

断约束 aΦj x ≤1 , j = 1 ,2 , ⋯, L ,相对 S是否冗余.

如果对每个 j , Π x ∈S都有max ( aΦj x ) ≤1 ,则约束

相对于 S是冗余的 ;否则 A s = [ A s ; aΦj ] , i = i + 1 ,

返回 Step2 .其中 row2 num ( A s) 表示矩阵 A s的行数.

3　基于多面体不变集的离线算法设计
椭圆不变集的设计过程中 ,式 (3c) 保证控制性

能和稳定性 , (3b) 保证初始状态位于椭圆不变集Σ1

内 , (3d) 和 (3e) 是椭圆不变集条件下保证系统输入

输出约束的条件 ,椭圆不变集与系统约束的关系如

图 1 (a) 所示.显然系统初始状态被限制在椭圆不变

集Σ1 内 ,具有一定的保守性.为了减少保守性 ,可用

多面体处理约束方式取代 (3d) 和 (3e) .同时为了得

到使系统性能较优且稳定的反馈控制律 ,可借鉴椭

圆不变集设计中的条件 (3c) .由此 ,可利用椭圆不变

集设计方法中的 (3c) 和 (3e) 来确定反馈控制律 ,在

此反馈律下再用多面体不变集设计方法来设计最大

允许集.多面体不变集与系统约束的关系如图 1 (b)

所示.图 1中虚线为系统约束.

为了减少在线计算量和改善控制性能 ,可采取

离线设计在线综合的思想[2 ,5 ,6 ,11 ] .首先离线设计椭

圆不变集.在给定性能指标上界γ的条件下 ,为了得
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图 1　不变集与系统约束关系示意图

到性能指标不超过γ且满足约束 (2) 的最大椭圆不

变集Σ = { x | x T Q- 1 x ≤1 , x ∈Rn} ,需求解如下优

化问题 :

min
Q, Y , Z ,Γ

- log (det Q) , (6a)

s. t .式 (3c) , (3d) , (3e) . (6b)

同时 ,为了改善控制性能 ,可设计一组椭圆不变集.

对于给定的两个性能指标上界γi ,γj ,满足条件γj >

γi ,已知γj 对应的椭圆不变集Σj = { x | x T Q- 1
j x ≤

1} 和李雅普诺夫函数 V j ( x) = x T Pj x .为了得到随

性能指标上界递减而递减的李雅普诺夫函数 ,γi 对

应的的李雅普诺夫函数 V i ( x) = x T Pi x必须满足条

件 V j ( x) > V i ( x) ,即

Qi -
γi

γj
Q j > 0 . (6c)

所以在给定单调递减的性能指标上界序列的情况

下 ,便可以通过求解优化问题 (6) 离线设计李雅普

诺夫函数单调递减的椭圆不变集序列 ,进而可以利

用算法 1得到多面体不变集序列.从而得到基于多

面体不变集的离线设计和在线控制算法.

算法 2 (基于多面体不变集的鲁棒预测控制器

设计)

(1) 离线设计多面体不变集

Step1 : 给定单调递减的性能指标上界序列γi , i

= 1 ,2 , ⋯, N ;

Step2 : 当 i = 1时 ,将式 (6b) 中的γ用γi替代 ,

求解优化问题 (6a) 和 (6b) ;当 2 ≤i ≤N时 ,将 (6c)

中的γj 用γi - 1 替代 ,求解优化问题 (6a) ～ (6c) ,从

而得到性能指标上界γi 对应的椭圆不变集Σi = { x

| x T Q- 1
i x ≤1} ,反馈控制律 Fi = Y i Q

- 1
i 以及李雅普

诺夫函数 V i ( x) = x T Pi x ,其中 Pi =γi Q
- 1
i ;

Step3 : 利用算法 1计算系统 (1) 和 (2) 在线性

反馈控制律 Fi下的多面体不变集 S i = { x | A si
x ≤

T , x ∈Rn} .

(2) 在线实时控制

Step1 : 给定初始状态 x (0) ∈∪
N

i = 1
S i ;

Step2 : 根据实测当前时刻的状态 x ( k) ,查找包

含该状态的最大下标多面体不变集 S i ,则 k时刻采

用控制律 F ( k) = Fi .

注 1　算法 2能扩大初始可行域.椭圆不变集

算法的可行域为 ∪
N

i = 1

Σi ,多面体不变集算法的可行

域为 ∪
N

i = 1
S i . S i 是反馈律 F i 下最大的不变集 ,而Σi

是反馈律 F i 下形状限制为椭圆的最大不变集 ,显然

有Σi < S i , i = 1 ,2 , ⋯, N .所以 ∪
N

i = 1

Σi < ∪
N

i = 1
S i .

注 2　算法 2 在一定程度上改善了控制性能.

当 x ∈Σi - 1 , x | Σi 时 ,文献[6 ]中采用组合反馈律

Fellipsoid =αi ( k) Fi - 1 + (1 - αi ( k) ) Fi ,

0 <αi ( k) < 1 .

而采用多面体不变集后 ,即使 x | Σi 也完全有可能

x ∈S i ,这时可直接采用反馈控制律 FAL G2 = Fi ,而

离线设计的反馈律满足 ‖Fi ‖2 > ‖Fi - 1 ‖2 ,很容

易得到 ‖FAL G2 ‖2 > ‖Fellipsoid ‖2 . 因此 ,多面体不

变集的设计有助于在线控制时提前采用高增益反馈

控制律 ,从而在一定程度上改善了控制性能.

4　稳定性分析
为了方便证明由算法 2得到控制器所构成闭环

系统的稳定性 ,先给出如下 3个引理.

引理 1　算法 2离线设计的多面体不变集之间

满足 : S i ∩S j ≠Á ,1 ≤i ≤N - 1 , i + 1 ≤ j ≤N .

引理 2　算法 2离线设计的多面体不变集对应

的李雅普诺夫函数满足 :V j ( x) < V i ( x) ,1 ≤i ≤N

- 1 , i + 1 ≤ j ≤N .

引理 3　对于 Π x ( k) ∈S i ,在反馈控制律 Fi作

用下系统状态演化为 x ( k + 1) ,李雅普诺夫函数

V i ( x) = x T Pi x 满足 :V i ( x ( k + 1) ) ≤V i ( x ( k) ) , i

= 1 ,2 , ⋯, N ,等号当且仅当 x ( k) = 0时成立.

定理 1　对于给定的系统 (1) ,约束 (2) 和初始

状态 x (0) ∈∩
N

i = 1
S i ,算法 2得到的控制器使得闭环

系统渐近稳定.

证明 　闭环系统渐近稳定性的证明是基于李

雅普诺夫函数单调递减. Π x ( k) ∈ S i , x ( k) |

∪
N

j = i+1
S j ,由算法 2得到对应的反馈控制律为 Fi .李雅

普诺夫函数 V ( k) = V i ( x ( k) ) ,在控制律作用下 ,系

统状态演化为 x ( k + 1) .因 S i是不变集 , x ( k + 1) ∈

S i ,而由引理 1知任意两个多面体不变集的交集都

是非空集合 , x ( k + 1) 的位置会有如图 2所示的 3种

情况.根据 x ( k + 1) 所处的位置不同 ,在 k + 1时刻

981



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 24 卷

选择不同的 V ( k + 1) 分两种情况讨论 :

1) x ( k + 1) 没有进入下标比 i大的多面体不变

集 ,如图 2中情况 1和 2所示.由算法 2知 k + 1时刻

仍采用反馈控制律 Fi ,选择 k + 1时刻的李雅普诺夫

函数V ( k + 1) = V i ( x ( k + 1) ) ,而由引理 3有V ( k +

1) ≤V ( k) ,等号当且仅当 x ( k) = 0时成立 ;

2) x ( k + 1) 进入到下标比 i 大的多面体不变

集 ,如图 2中情况 3所示.由算法 2知 k + 1时刻采用

反馈控制律 Fj ,选择 k + 1 时刻的李雅普诺夫函数

V ( k + 1) = V j ( x ( k + 1) ) ,而由引理 2有 V j ( x ( k +

1) ) < V i ( x ( k + 1) ) ,由引理 3可知 V i ( x ( k + 1) ) <

V i ( x ( k) ) ,则 V j ( x ( k + 1) ) < V i ( x ( k) ) ,即 V ( k +

1) < V ( k) .

图 2　状态演化示意图

综合 1) 和 2) 可知 :对于任意初始状态 x (0)

∈∪
N

i = 1
S i ,经过若干步后控制系统状态最终会进入

S N .而系统状态一旦进入 S N 便无需切换控制律 ,在

反馈控制律 FN 作用下最终被驱动到原点. 所以算

法 2得到的控制器使得闭环系统渐近稳定. □

5　仿真验证
采用如下系统[11 ] :

x1 ( k + 1)

x2 ( k + 1)
=

1 0

K( k) 1

x1 ( k)

x2 ( k)
+

1

0
u( k) ,

其中 K( k) ∈[0 . 1 ,2 . 9 ]为不确定参数.取加权矩阵

Q1 = I , R = 1 ,输入约束为 | u | ≤1 .分两种情况分

别考虑算法 2对初始可行域和控制性能的改善 :

1) 扩大初始可行域.给定 10个状态点 x1
i = x2

i

=βi , i = 1 ,2 , ⋯,10 ,利用文献[6 ]中算法 2离线设

计椭圆不变集序列 ,得到对应的性能指标上界为γ1

= 1 . 133 6 ×107 ,γ2 = 3 . 986 6 ×106 ,γ3 = 2 . 15 ×

106 ,γ4 = 1 . 06 ×106 ,γ5 = 464 990 ,γ6 = 172 860 ,γ7

= 50 008 ,γ8 = 23 321 ,γ9 = 9 423 ,γ10 = 3 076 .再利

用算法 2离线设计多面体不变集序列 ,初始可行域

如图 3所示.其中 :虚线、实线分别为文献[6 ]中算法

2和本文算法2的初始可行域.由图 3可知 :算法 2扩

大了初始可行域.

2) 改善控制性能.初始状态为 x (0) = [ - 10 ,

100 ]T ,当不确定性参数 K( k) 生成方式不同时 ,分

图 3　初始可行域比较

别采用文献[ 6 ]中算法 2 ,本文算法 2和文献[4 ]中

的在线算法 ,得到的代价函数如表 1所示.从表中可

以看出 ,即使在“极端”情况 K( k) = 0 . 1和 K( k) =

2 . 9下 ,算法 2依然能改善控制性能.当不确定性参

数 K( k) 生成方式为 K( k) = 0 . 1 + 2 . 8rand (0 ,1)

时 ,采用文献[6 ]中算法 2 ,本文算法 2和文献[4 ]中

的在线算法得到如图 4所示的闭环状态轨迹.其中 :

点线、实线和虚线分别由文献 [6 ] 中算法 2 ,本文算

法 2和文献[4 ]中的在线算法生成 ; rand (0 ,1) 表示

[0 ,1 ]区间的随机数.

表 1　不确定性参数采用不同的生成方式

和使用不同算法得到的代价函数

K( k)
文献[6 ]

算法 2
本文
算法 2

文献[4 ]

算法

1 . 5 + 1 . 4sin k 362 651 287 345 352 027

1 . 5 + ( - 1) k1 . 4 270 012 217 394 262 275

0 . 1 + 2 . 8rand (0 ,1) 377 386 287 441 366 404

0 . 1 652 765 484 068 525 441

2 . 9 453 359 384 782 452 577

图 4　闭环状态轨迹图比较

6　结 　　论
大多数鲁棒预测控制器在线综合算法和半在线

半离线综合算法都是基于椭圆不变集的设计方法 ,

主要原因是采用了二次型性能指标后 ,难以同时计

算出多面体不变集及其对应的最优反馈控制律.本

文提出了一种采用多面体不变集离线设计和在线控

制的算法 ,它可扩大初始可行域并在一定程度上提

高控制性能.由于求取多面体不变集及其反馈控制

律的计算都是离线进行的 ,大大降低了在线计算量.
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5　结 　　论
传感器网络应用中最重要的问题就是如何节约

节点的能量 ,本文提出了自顶向下的过滤算法来有

效地监控网络中的轮廓节点.首先 ,提出了节点感知

数据的建模和维护方案 ;其次 ,设计了详细的过滤器

设置和维护过程 ;最后 ,介绍了如何在基站利用超立

方之间的性质完成对网络内轮廓的有效监控.仿真

结果表明 :本文提出的 TDSM算法能有效地避免不

必要的数据传输 ,进而降低网络能耗 ,延长无线传感

器网络的使用寿命.
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