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一种全局收敛的 PSO算法及其收敛分析
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摘　要 : 在分析了速度因子对微粒群算法影响的基础上 ,针对以往算法的弱点 ,提出了一种基于 Gaussian 变异全局

收敛的粒子群算法.该算法使用全局变异因子使粒子具有了良好的全局搜索能力 ,并证明了它能以概率 1收敛到全

局最优解.同时使用了局部变异因子 ,使算法在局部搜索过程中具有较高的搜索精度.典型函数优化的仿真结果表

明 ,该算法具有寻优能力强、搜索精度高、稳定性好等优点 ,适合于工程应用中的函数优化问题.
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Abstract : Based on the analysis of the mutation operator having impact s on the particle swarm optimization , a global

Gaussian particle swarm optimization ( GGPSO) is proposed to overcome the problem of previous algorithm. A global

mutation operator is used to make the particle have excellent ability of search in a global scope. Meanwhile this

algorithm can converge to the global optimization solution with probability one. Furthermore , for improving the

searching ability in local area , the algorithm uses the local mutation operator to make the algorithm behave well in

local searching. Experiment simulations show that the proposed algorithm has powerful optimizing ability , good

stability and higher optimizing precision , so it can be applied in optimization problems.
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1　引　　言
由 Eberhart 等[1 ] 提出的粒子群优化算法

( PSO)是一种基于种群搜索的自适应进化计算技

术 ,它源于对鸟群和鱼群群体觅食运动行为的模拟.

与其他生物进化算法类似 , PSO 算法是一种基于迭

代过程的优化方法. PSO 作为一种并行优化算法 ,

可用于解决大量非线性、不可微和多峰值的复杂问

题优化.目前在函数优化、神经网络训练、工业系统

优化及控制、游戏设计[2 ]等领域均取得了非常好的

效果.

目前 , PSO 算法作为一种崭新的随机搜索算

法 ,依然存在着早熟收敛以及局部搜索能力不强这

两个难题.为了避免早熟收敛 ,一些研究者提出了通

过控制种群多样性来提高算法性能的方法 ,一方面

通过解决微粒间的小生境分割[4 ]、种群随机多代初

始化等思想 ,给出了不同的策略来增强种群多样性 ,

使算法不至于过早陷入局部最小 ;另一方面 ,通过引

入进化算法的“变异”等操作来改善种群的多样性也

是一种十分有效的方法 ,文献 [ 5 ,6 ]在标准的 PSO

速度和位置更新的基础上添加了 Gaussian 等变异

参数 ,以达到脱离局部最优点的目的 ( GPSO) .但这

几种方法只是在原有的粒子位置上作简单的变异 ,

并不能克服粒子群早熟收敛的弱点.文献[7 ]在自组

织算法的基础上 ,给出了一种变异操作随时间变化

的自适应层次 PSO 算法 ,以进一步提高搜索性能 ,

并给出了适合变异操作的自适应参数选择方式.但

HPSO算法消除了速度公式中的惯性部分 ,且其发

生变异的条件是微粒速度为 0 ,使微粒不能迅速、有
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效地逃出局部最小点.文献[8 ]提出了一种逃逸变异

方法 ( A EPSO) ,当粒子的速度下降到某个程度上

时 ,自动调整速度大小重新恢复搜索能力.但其局部

搜索能力却因为频繁的变异操作而减弱 ,并且该算

法受初始速度值以及搜索区间设置影响比较大 ,造

成该算法不稳定.这些算法虽然使用了变异操作 ,但

都没有很好地解决全局搜索与局部搜索平衡这一问

题.

本文在分析了粒子群算法收敛性的基础上 ,针

对粒子群优化算法的早熟收敛以及后期局部搜索能

力弱的缺点 ,结合当前改进 PSO 算法的特性 ,引入

了 Gaussian 变异因子的改进策略 ,提出了全局

Gaussian粒子群优化 ( GGPSO)算法并给出了收敛

性分析.该算法当每一维速度达到一定的阈值时 ,首

先给予一个较大的速度值以保证全局搜索性能 ,同

时对该维上达到该阈值的粒子给予较小的变异值以

保证局部搜索能力.以几种典型复杂函数为测试算

例 ,验证了该算法高效可行并克服了以前算法的种

种缺点.

2　粒子群算法收敛性分析
考虑全局优化问题

( P) min{ f ( x) : x ∈Ω Α Rn} ,

f :Ω Α Rn →R l ,

则问题 ( P) 的多个可行解的一个集合称为一个种

群 ,种群中的每个元素 (可行解) 称为一个粒子 ,微

粒的个数称为种群规模.用 n维向量 X i = ( x i1 , x i2 ,

⋯, x in ) T ∈Ω来表示第 i 个粒子的位置 ,用 V i =

( v i1 , vi2 , ⋯, v in ) T ∈Ω来表示第 i 个微粒的速度.微

粒在搜索空间飞行过程中 ,它自身经历的最佳位置

为 Pi = ( pi1 , p i2 , ⋯, p in ) T ,也称为 ppbest ,所有微粒

经历过的最佳位置用索引号 g表示 ,即 pgbest .因此 ,

微粒在每一代中的速度和计算函数的评价函数的位

置可通过如下两个公式计算 :

v id ( t + 1) = �ωv id ( t) + c1 rand1 ( Ppbest - x id ) +

c2 rand2 ( Pgbest - x id ) , (1)

x id ( t + 1) = x id ( t) + vid ( t + 1) . (2)

文献[3 ]虽然从位置角度对单个粒子运动轨迹

进行了细致的分析 ,并给出了粒子群不能克服早熟

收敛的结论 ,但该方法并没给出粒子速度的详细描

述 ,而速度值是粒子运动过程中最重要的变异因素.

同时 ,该文献在进化过程中将学习因子 ci rand i 认为

是常量 ,没有反映出对于速度的影响 ,因此有必要对

速度变化进行详细的考察.对于标准 PSO 而言 ,每

一维上的数据都是独立的 ,因此可以只分析单维粒

子的变化 ,省去下标 d.根据式 (1) 和 (2) 可以得出

v ( t + 1) = �ωv ( t) +Φ1 ( Ppbest - x ( t) ) +

　　　　　Φ2 ( Pgbest - x ( t) ) , (3)

x ( t) = v ( t) + x ( t - 1) , (4)

- x ( t - 1) =
1
Φ3 +Φ4

( v ( t) - �ωv ( t - 1) -

　　　　　　Φ3 Ppbest - Φ4 Pgbest ) . (5)

其中 :式 (3) 和 (5) 中的Φi = ci rand i , i = 1 ,2 ,3 ,4 .

把式 (4) , (5) 代入 (3) ,得到

v ( t + 1) = (ω～ - s + q) v ( t) - ω～qv ( t - 1) -

ω( Ppbest - Pgbest ) . (6)

式中

s =Φ1 +Φ2 , q =
Φ1 +Φ2

Φ3 +Φ4
,

ω =
Φ1Φ4 - Φ3Φ2

Φ3 +Φ4
.

考察式 (6) 可以看出 ,第 1项和第 2项作为一个整体

可称之为速度记忆项 ,是对过去速度值的记忆 ;而第

3项可称之为速度学习项 ,它是 PSO 算法保证搜索

性以及学习历史经验的关键所在.因为当学习项为

0时 ,记忆项为保证粒子群收敛性而随之为 0 ,否则

lim
t→∞

x ( t) = lim
t→∞

( x ( t - 1) + v ( t + 1) ) 不存在.如果在

这个过程中速度记忆项未能使粒子发现函数最优

解 ,则粒子停止进化[3 ] .因此可以看出对于 v ( t) 来

说 ,学习项对于跳出局部最小是关键因素.本文将重

点考察学习项对于收敛性的影响.

对于学习因子ω而言 ,根据对称性可以计算出

它的取值范围ω∈( - 1 . 48 ,1 . 48) ,均值为0 ,但由于

它包含 4维变量 ,直接计算概率密度分布非常不方

便 ,因此本文根据蒙特卡罗方法[8 ] 画出它的分布密

度直方图.分析图 1可以看出 ,学习因子ω主要集中

在 ( - 1 ,1) 之间 ,结合式 (6) 可以看出学习项变化主

要集中在 Ppbest 和 Pgbest 之间 ,当粒子陷入局部最优

解时难以跳出 ,因此可以考虑给粒子以较大的速度

值使之跳出局部最优.同时可以看出 ,学习项的因子

ω的分布图和 Gaussian分布图 (见图 2) 非常相似 ,

因此用 Gaussian分布来对学习项因子进行拟合以

保持 PSO算法的搜索特性.

图 1　ω因子密度蒙特卡罗模拟直方图
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图 2　Gaussian 分布概率密度函数

3　基于 Gaussian变异的 PSO算法
3. 1　引入 Gaussian变异的粒子群算法

函数优化常采用状态发生器方式 ,即[6 ]

x′= x +ηv .

式中 :η为扰动幅度参数 , v为随机扰动.随机扰动可

服从 Gaussian和均匀等分布 ,不同的分布机制对算

法的搜索行为和性能均有影响. 根据对式 (6) 的分

析结果 ,粒子群速度学习项因子和 Gaussian分布比

较类似 ,因此使用的是 Gaussian 变异因子.以原点

为中心的 Gaussian分布的概率密度函数为

f ( v) =
1

2πσ
exp ( -

v2

2σ) ,

- ∞ < v < ∞. (7)

式中 :σ为 Gaussian分布的方差 ,σ越小分布越集中

在中轴线附近 ,反之越远.对应σ= 1时的函数曲线

如图 2所示.

根据对粒子群算法的分析可以看出 ,当速度的

值不发生变化时 ,粒子群便丧失了搜索能力.因此 ,

可通过控制微粒速度的方式来避免粒子群丧失搜索

能力的弱点.

在粒子群迭代初期 ,种群的多样性比较好 ,但随

着迭代过程的深入 ,多样性随之下降 ,因此在迭代初

始时应给予粒子以较小的速度变异 ,而到迭代后期

给予粒子速度以较大的速度变异.根据这种特点并

结合 Gaussian 分布的性质 , 本文引入了全局

Gaussian变异因子以克服早熟收敛现象 ,速度的变

异具体依靠 v id / vmax的调节来实现 ,同时更新粒子历

史最优解的值以提高粒子的全局搜索能力.过程描

述如下 :

if k < 5 t hen

v id ( t + 1) = vmax ( f ( vid ( t) / vmax ) ) , (8)

Ppbest = x id ( t) + vid ( t + 1) .

在粒子群迭代过程中 ,为了保证粒子群在每一

维上的搜索精度 ,克服因为全局变异操作而带来的

局部搜索能力下降的缺点 ,使用了局部 Gaussian变

异因子.具体描述如下 :

　　　if k ≥5 t hen

　　　x id = x id (1 + sign ( f ( x id / xmax ) ) ) . (9)

为了给粒子较大的速度以脱离局部收敛区域 ,

式 (7) 中 Gaussian分布的方差系数σ的取值为0 . 16 ,

从而覆盖了整个的速度值. 如果 k > 10 ,则 T id =

T d / 10 , k = 0 ;否则 T id = T d , k = k + 1 . k为计算每

一维上粒子达到阈值 T d 的次数 , T d 初始值为 vmax ,

sign =
1 , rand > 0 . 5 ;

- 1 , else .

另外 ,局部变异因子的引入是为了提高种群的多样

性 ,因此它变异后的粒子值应直接参与迭代过程 ;全

局变异因子是为了克服单维空间上的早熟收敛现

象 ,因此其余维上的粒子值仍按照标准 PSO算法公

式计算.同时粒子群速度在未下降到速度阈值之前 ,

依然使用标准粒子群公式进行计算.

3. 2　GGPSO算法收敛性分析

假设 1　1) 问题 ( P) 的可行域Ω为 R n中的有界

闭区域 ;2) 目标函数 f ( x) 是区域Ω上的连续函数.

定义 1　设ξn ( n = 1 ,2 , ⋯) 为概率空间上定义

的随机序列 , 若存在随机变数ε, 对 Πε > 0 , 若

P{ ∩
∞

n = 1
∪
k≥n

[|ξk -ξ| ≥ε]} = 0 ,则称该随机序列以

概率 1收敛于ξ.

定理 1　设Δx id = vid ,则Δx id ～ N (0 ,σid ) .

证明 　粒子速度值在迭代过程中分别使用了

公式 (1) , (8) , (9) 作为位置变换公式.式 (1) 为正常

迭代时 GGPSO的位置变化公式.在进化过程中 ,式

(8) 给予速度值下降到一定数值的粒子以较大的冲

量 ,使得ω～ 3 v保持非零变量 ,且 rand1 ,2 ～ N (0 ,1) ,

因此满足定理. 当速度值下降到规定阈值时 ,

GGPSO使用式 (8) 和 (9) 作为位置变化公式 ,且两

式中的变异因子符合 N (0 ,σ) 分布.因此定理得证.

□

引理 1　设问题 ( P) 中的目标函数和可行域满

足假设 1 ,且Δx id ～ N (0 ,σid ) .若记 x ( t) 为状态 S i

时 , x ( t + 1) 为状态 S j 的概率为 q ij ( i , j = 0 ,1) ,则

有 :1) 对于任意状态为 S0的点集 x ( t) , q00 = 1 ;2) 对

于任意状态为 S1 的点集 x ( t) ,存在常数 c ∈(0 ,1) ,

使得 q11 ≤ c. 其中 :S0 表示对于任给ε > 0 , 由

GGPSO算法产生的点至少有一个点满足 D0 = { x

∈Ω| | f ( x) - f 3 | <ε} ;状态 S1 表示由本算法产

生的点全部属于 D1 = Ω\ D0 . 详细证明参见文献

[9 ].

定理 2　设{ x ( m) }是由 GGPSO算法产生的种

群序列 ,其中 x 3 ( m) ∈ x ( m) 为第 m代种群中的最

优点 ,即 x 3 ( m) = arg min
1≤i≤u

f ( x i ( m) ) ,如果问题 ( P)

中的目标函数和可行域满足假设 1 , 则有
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P{ lim
m→∞

f ( x 3 ( m) ) = f 3 } = 1成立 ,即种群序列以概

率为 1收敛于全局最优解.

证明 　对于 Πε> 0 ,令

pk = P{ | f ( x 3 ( k) ) - f 3 | >ε} ,

有

pk =
0 , ϖ T ∈ (0 , ⋯, k) , x 3 ( T) ∈D0 ;

�p k , x 3 ( m) | D0 , m = 0 ,1 , ⋯, k.

由引理 1 ,∑
∞

k = 1
�p k = ∑

∞

k = 1
q11 ≤∑

∞

k = 1
ck =

c
1 - c

< ∞,及

波雷尔 2坎特里定理[9 ] 知

P{ ∩
∞

n = 1

∪
k≥n

[ | f ( x 3 ( k) ) - f 3 | >ε]} = 0 ,

因此根据定义 1可知结论成立. □

4　对比实验
4 . 1　实验设计

为了分析 EPSO算法的总体性能 ,本文设计了4

类测试实验 :1) PSO 优化实验 ;2) GPSO 优化实验 ,

变异率[5 ]设置为最佳数值 0 . 5 , Gaussian方差σ设置

为 0 . 1 ;3) A EPSO优化实验 ;4) GGPSO优化实验对

比分析 ,引入 6个Benchmark优化问题来进行分析 ,

同时根据文献[10 ,11 ]对测试函数和测试标准的规

定 ,函数形式、搜索范围以及评价函数标准设置见表

1 ,这些函数的理论极值均为 0 .所有实验的种群规

模均为 20 ,速度最大值 V max = Xmax .由于待优化函

数的维数越高 ,自变量范围不对称 ,优化过程的难度

就越大.为了便于比较和突出改进算法的性能 ,本文

的目标函数维数分别设置为 30 和 100 维 (其中

Shaffer函数为 2维) ,自变量初始化范围不对称.每

个函数独立运行 10次 ,每次运行 3 000代.每个函数

的惯性权重ω
～
均设置为 0 . 7 , c1 = c2 = 1 . 4 , T d初始

值设为 V max .实验结果中的数值“0”表示 Matlab精

度值 1e2308 (当 Matlab小于这个值时显示为 0) .性

能评估采用如下方法 :1) 固定进化迭代次数 ,评估

算法收敛精度 ,其中比较参数为平均最优值 (Mean

Best) ,标准方差 ( St . Dev) ,最小值 (Min) ;2) 固定收

敛精度目标值 ,评估算法达到该目标所需要的平均

耗费时间 ;3) 与文献报道的性能进行比较.

4 . 2　实验结果及分析

对于单模函数来说 ,由于使用了非对称初始化

粒子群 ,显然加大了搜索难度 ,同时虽然 GPSO 与

A EPSO同样使用了变异因子 ,但 GPSO变异的条件

仅仅是对当前位置进行局部变异 ,因此局部搜索能

力并没有太大的减弱 ,在单模函数 f 3 上取得了较好

的成绩. 而 A EPSO 算法由于其频繁地在每一维上

使用单一的变异因子 ,影响了它的局部搜索能力及

收敛速度 ,在单模函数上没有取得较好的效果. 而

PSO和 GPSO没有良好的全局搜索能力 ,一旦陷入

到局部最小点时很难摆脱这个局面 ,因此在单模态

函数 f 1 , f 2 上效果也不是太好. GGPSO相对于其他

比较算法而言 ,在保证能够跳出局部最小点的情况

下 ,依靠着局部变异依然在单模态函数上取得了很

好的效果.括号内的数字表明 GGPSO 达到最优解

占总运行次数的百分比.

在多模态函数实验比较中 ,Rast rigrin 函数是

一个典型的测试算法的全局搜索性能的函数.从表

3可以看出 , GGPSO由于使用了全局 Gaussian变异

因子 ,使其随着迭代次数的增加跳出局部最小点的

可能也增大 ,从而有着更好的全局搜索能力. 而

A EPSO依靠其全局搜索能力在这个函数上也取得

了较好的成绩 ,但由于它的变异因子是随机产生的 ,

使其并不能很有效地跳出局部最小点 ,没有 GGPSO

的效果好.对于 Griewank函数 ,它考察的是局部与

全局搜索能力的平衡 ,A EPSO由于频繁的全局变异

操作使其不能很好地进行局部搜索 ,因此效果较差.

而 PSO以及 GPSO则相反 ,在这个函数上取得了比

较好的成绩.在函数 Shaffer上 , GGPSO ,A EPSO依

表 1　Benchmark函数

Name and code Formula Rang[ xmin , xmax ] Xmax Criterion

Sphere f 1 ∑
n

i =1
x2

i (50 ,100) 100 0 . 01

Schwefel f 2 106 x2
1 + ∑

n

i = 2

( x2
i ) 2 (50 ,100) 100 0 . 01

Rosenbrock f 3 ∑
n- 1

i =1

(100 ( x i+1 - x2) 2 + ( x i - 1) 2) (15 ,30) 100 100

Rast rigrin f 4 ∑
n

i =1

( x2
i - 10 cos (2πx i) + 10) (2 . 56 ,5 . 12) 10 100

Griewank f 5
1

4 000∑
n

i = 1

( x i) 2 - ∏
n

i = 1
cos ( x i

i ) + 1 (300 ,600) 600 0 . 05

Shaffer f 6 0 . 5 +
( sin x2 + y2 ) 2 - 0 . 5
(1 + 0 . 01 ( x2

1 + x2
2) ) 2

(30 ,100) 100 0 . 000 01

　　　　注 : f 1 ～ f 3 为单模态函数 , f 4 ～ f 6 为多模态函数.
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表 2　GGPSO与其他算法在单模态 Benchmark问题上的比较

Function Algorit hm Mean Best St . Dev. Min

Sphere PSO 16 000 8. 000 E + 3 9. 4543 E246

GPSO 8 000 7. 483 3 E + 3 4. 156 3 E246

A EPSO 64 000 1. 019 8e + 4 50 000

GGPSO 0 0 0

Schwefel PSO 46 000 3. 929 4 E + 4 10 000

GPSO 84 000 2. 727 6 E + 4 50 000

A EPSO 1. 54E + 5 2. 576 8 E + 4 120 000

GGPSO 0 0 0

Rosenbrock PSO 58. 561 114. 653 60. 279 1

GPSO 32. 327 21. 425 8 15. 018 7

A EPSO 200. 26 120. 46 86. 6772

GGPSO 26. 075 33. 303 4 3. 369 3

表 3　GGPSO与其他算法在多模态 Benchmark问题上的比较

Function Algorit hm Mean Best St . Dev. Min

Rast rigrin PSO 75. 366 20. 813 63. 451

GPSO 97. 705 41. 1607 66. 7148

A EPSO 15. 272 4. 575 5 8. 067 9

GGPSO 0. 681 65 0. 774 0 0 (40 %)

Griewank PSO 50. 38 47. 109 6 1. 443 E215

GPSO 88. 034 50. 359 0. 024 6

A EPSO 157. 79 82. 65 63. 91

GGPSO 0. 009 58 0. 010 0 0 (40 %)

Shaffer PSO 0. 009 7 0 0. 009 7

GPSO 0. 003 886 4 0. 004 8 0

A EPSO 0 0 0

GGPSO 0 0 0

图 3　100维 Sphere函数迭代比较图

图 4　100维 Rosenbrock函数迭代比较图

图 5　100维 Rastrigrin函数的迭代比较图

图 6　100维 Griewank函数迭代比较图

靠着良好的全局搜索能力获得了较好的效果 ,而

GPSO凭借着局部变异 ,也达到了较高的精度.

大量的数据表明 , GGPSO的寻优能力无论在低

维函数优化还是高维函数优化问题上的寻优能力都

比 A EPSO , GPSO和 PSO 算法要好.特别值得注意

的是 ,A EPSO , GPSO以及 PSO 算法的寻优能力随

着维数的增加明显减弱 ,而 GGPSO算法的寻优能力

以及收敛速度却随着维数的增加并没有减弱.从图1

～图4中可以清晰地得出结论 ,在A EPSO , GPSO以

及 PSO基本丧失了寻优能力的情况下 , GGPSO 的

寻优能力没有受到维数的影响 .对于Ro se nbroc k

这个函数值梯度下降的单模函数来说 ,由于
表 4　30维函数且固定进化精度下的比较 s

算法
时 　　耗

Sphere Schwefel Rosenbrock Rast rigrin Griewank Shaffer

PSO 3 3 1. 418 8 0. 593 75 3 0. 137 5 3

GPSO 3 3 3. 412 5 0. 640 63 3 2. 093 8

A EPSO 3 3 2. 350 6 1. 593 8 3 0. 078 125

GGPSO 1. 306 3 1. 712 5 1. 271 9 0. 451 88 1. 203 13 0. 046 875
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A EPSO , GPSO含有变异因子而使其达到了较好的

效果.同时根据表 4的结果可以看出 , GGPSO 的算

法在固定搜索精度的同时收敛速度依旧最优 ,因此

算法并没有单纯地依靠牺牲时间来提高精度 ,在速

度以及精度之间达到了一个良好的结合.

5　结 　　论
本文借鉴生物界大量存在的变异现象 ,针对粒

子群算法中的早熟收敛以及局部搜索能力差的问

题 ,提出了一种全新的粒子群算法 ( GGPSO) .该算

法继承了 PSO算法简洁以及收敛速度快的优点 ,同

时在保证全局寻优的基础上 ,很大程度地提高了搜

索精度和收敛速度 ,达到了其他比较算法无法达到

的好成绩.在进一步的工作当中 ,主要研究如何更好

地协调局部与全局搜索能力.另外 ,更为高效简洁的

算法是研究的主要目标.
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