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摘 要: 提出一种结合分阶段二次变异和混沌理论的改进差分进化 (DE)算法,以解决多目标约束优化问题.其核心

思想是,在DE进化前期采用基于非支配解的随机二次变异来提高算法的全局寻优能力,进化后期采用基于非支配解

的混沌二次变异来提高DE的局部寻优能力. 通过对典型测试问题的仿真实验验证了所提出的算法能在全局搜索性

能与局部搜索性能之间维持较好平衡,而且保持了DE算法的简洁性能,其收敛性、分布度和均衡性均优于标准DE.
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Abstract：：：To solve the multi-objective constraint optimization problem, this paper proposes an advanced differential

evolution(DE). In the proposed algorithm, grading second mutation and chaotic theory are combined into standard DE.

At early evolution process of DE, random second mutation based on non-dominance Pareto solution is adopted in order to

improve global exploring ability. And in the later evolution process, the chaotic second mutation based on non-dominance

Pareto solution is added into DE evolution operation in order to enhance local searching ability of algorithm. By testing

benchmarks functions, simulation results show that, this algorithm has better convergence and distribution property, and is

superior to standard DE in keeping balance between diversity and convergence.
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1 引引引 言言言

差分进化算法 (DE)自 Storn和 Price于 1996年提

出以来, 便以其受控参数少、收敛速度快、鲁棒性

强等优点成为最受关注的进化算法之一[1-2]. 然而,

DE在收敛速度与搜索鲁棒性之间存在冲突, 即伴随

快速收敛性的同时, DE有着更高的概率使搜索陷入

局部最优和早熟收敛. 因为算法后期个体之间的差异

信息变小时, 若参数设置不当, 进化会变得缓慢甚至

出现进化停滞或早熟现象.

在用DE解决多目标优化问题时,大都采用基于

Pareto排序的贪婪选择策略,这使得每代群体中的较

优个体以较大概率将结构保存下来,因而在求解具有

大量局部优点的问题时,种群极易陷入局部最优. 对

此,人们提出了多种形式的改进DE来提高算法性能,

将混沌序列与DE结合便是其中一种. 由于混沌的非

重复性,在进行全局搜索时它比依赖于概率的随机遍

历搜索具有更高的速度.最近,作为一种可以避免陷

于局部最优的特殊机制,混沌序列的各态历经性已被

用于进化算法的多种设计.已有许多实例证明, 将一

些混沌序列应用于进化算法可以有效提高算法的全

局搜索能力,加快收敛速度[1-5].

本文以求解多目标约束优化问题为例, 对混沌

理论在DE算法中的应用进行了深入研究, 提出一

种结合二者优点的混沌差分进化算法.该算法为提

高DE在解决多目标优化问题时的整体性能,在进化

前期采用基于非支配解的随机二次变异来提高DE的

全局寻优能力,在进化后期则采用基于非支配解的混

沌二次变异来提高DE的局部寻优能力. 实验结果表
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明了所提出的改进DE算法的有效性.

2 混混混沌沌沌理理理论论论及及及其其其在在在DE中中中的的的应应应用用用简简简介介介
2.1 混混混沌沌沌理理理论论论简简简介介介

混沌是存在于非线性系统中的一种较为普遍的

现象,具有随机性、遍历性、初始条件敏感性等特点,

能在一定范围内按其自身“规律”不重复地遍历所有

状态. 混沌的内在随机性使得搜索可以避免陷入局

部极小点,遍历性则保证其能找到全局最优点. 但是,

完全基于混沌的优化搜索具有一定的盲目性,当出现

搜索起始点选择不合适、遍历区间很大、控制参数及

其控制策略选取不合适等情况时,混沌优化的搜索精

度会降低,出现很难达到最优值或混沌优化失效的情

况[6]. 因此, 很多研究工作试图将混沌搜索与其他算

法相结合进行优化搜索, 如前述将混沌引入进化算

法便取得了较好的效果.混沌序列在进化算法中的应

用主要是用于替代随机数来增强启发式优化算法的

性能,但不同的混沌映射具有不同的遍历特性和分布

范围特性, 它们对于寻优过程具有较大影响.下面给

出 2种最常用的混沌映射公式.

2.1.1 Logistic混混混沌沌沌映映映射射射模模模型型型

Logistic混沌映射模型为

𝑥𝑘+1 = 𝜆𝑥𝑘(1− 𝑥𝑘), (1)

式中𝜆为控制参数. 𝜆的取值不同, 则混沌序列的搜

索范围不同,应根据需要选择合适的控制参数. 当取

𝜆 = 4,且𝑥1 ∕={0.25, 0.5, 0.75, 1}时,式 (1)是一个混沌

系统[1,7], 𝑥𝑘在 [0,1]遍历. 这是混沌与差分进化结合

时应用最多的一种映射混沌模型,是一种具有非均匀

概率分布的混沌映射.

将式 (1)产生的混沌序列用于优化算法时,因𝑥𝑘

在 [0,1]遍历,所以为了防止进化过程中出现单侧搜索

现象,可将增加的混沌扰动量修改为 2[0.5− 𝑡𝑖(𝑘)]. 这

样, 混沌序列在 [−1, 1]遍历, 使得搜索可在局部最优

点附近产生正负两个方向的扰动,有利于扩大搜索范

围,摆脱局部极值点[8].

2.1.2 Tent混混混沌沌沌映映映射射射模模模型型型

Tent映射,又称帐篷映射,其数学表达式为𝑥𝑛+1

=𝑎− 1− 𝑎∣𝑥𝑛∣. 当 𝑎⩽1时,系统处于稳定状态;当 𝑎>

1时,系统处于混沌状态;当 𝑎=2时为中心Tent映射.

其数学表达式为

𝑥𝑘+1 =

⎧⎨⎩ 2𝑥𝑘, 0 ⩽ 𝑥𝑘 ⩽ 1/2;

2(1− 𝑥𝑘), 1/2 < 𝑥𝑘 ⩽ 1.
(2)

Tent映射结构简单, 比Logistic映射具有更好的

遍历性,其迭代速度快于Logistic映射,但迭代序列中

存在小周期、不稳周期点等不足,需对其进行改进后

才能更好地应用于优化问题[9]. 另外, 其他如Lorenz

系统、Lozi混沌映射、Zaslavsky映射和 Ikeda等混沌

映射公式也经常被用于替代产生随机数[10],并取得了

较好效果.

2.2 混混混沌沌沌理理理论论论在在在DE算算算法法法中中中的的的应应应用用用

混沌差分进化算法已经得到越来越多的关注,并

取得了一定成果.目前将二者相结合的改进算法主要

可分为以下 3类:

1)混沌序列产生DE的初始群体或子群体.主要

采用不同的混沌映射模型在可行域内产生DE的初始

种群或子群体,这种方式既不改变初始化时所具有的

随机性本质, 又提高了初始群体的差异性和多样性,

增强了DE的全局寻优能力[5,7].

2)混沌序列设置DE的控制参数.主要是指利用

混沌序列确定DE的交叉率𝐶𝑅和变异因子𝐹 两个控

制参数. DE算法的搜索性能在很大程度上依赖于

其控制参数的选取, 𝐹 和𝐶𝑅则是影响DE收敛性的

关键参数.在实际应用中很难确定合适的𝐶𝑅和𝐹 值,

而常用的实验方式确定法则需花费大量的运行时

间.在标准DE中, 控制参数确定之后, 它在整个搜索

过程中是一个静态值, 这很容易使算法在进化后期

陷入局部最优. 若采用混沌序列在进化过程中自适

应调整参数𝐶𝑅与𝐹 , 则可以保证所产生的控制参数

在经验的取值范围内达到完全遍历, 从而使算法比

采用固定𝐶𝑅或𝐹 的标准DE更容易避免陷入局部最

优, 提高全局收敛性. 用混沌序列确定𝐶𝑅与𝐹 的值

具有如下优点: ① 用户不需要推测𝐹 和𝐶𝑅到底取

什么值最好; ② 这种自适应调整参数𝐹 和𝐶𝑅的规

则非常简单. 其中: Yuan等人[4]采用混沌序列来产

生DE的𝐶𝑅和𝐹 参数; Leandro dos等人[1,3]则研究了

用不同的混沌映射模型来确定𝐹 的算法效果.

3) 基于混沌序列的DE进化操作. 标准DE算法

的特点是初期探索能力较强,但随着演化代数的增加,

群体之间的差异度和多样性可能迅速减小.此时若缺

少外部扰动,算法的后期收敛速度会变慢, 容易陷入

局部最优解,出现早熟收敛.对此,可采用基于混沌序

列的DE进化操作,其改进方式有: ①当目标函数值

连续几代进化都没有改进时, 用初始化时产生的混

沌序列代替部分群体来促进进化,跳出局部最优[5,7];

②当进化种群个体的适度值连续几代未改善时,则利

用混沌序列对当前种群中最优个体进行遍历性局部

搜索, 并将局部搜索到的优化个体替换原最优个体,

即引入混沌序列重新初始化陷入局部极小点的个体,

迭代产生局部最优解的邻域点,帮助个体逃离束缚并

快速搜寻到最优解[4,11-12]. 其中后者首先利用差分进

化算法进行全局搜索, 再用混沌搜索进行局部搜索,
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充分利用了差分进化算法和混沌搜索各自的优点,使

算法在增加种群多样性的同时改进了种群的最优个

体.使用时需注意的是: 在最佳个体基础上的混沌局

部寻优,最好采用能够产生对称区域的混沌映射公式.

对于上述 3种不同的混沌、DE结合方法,前 2种

方式较为简单, 尤其是利用混沌序列替代原先随机

产生个体的应用非常方便, 只需选择合适的混沌映

射模型产生混沌序列替代原随机数即可.但是, 对于

第 3种基于混沌序列的DE进化操作, 其执行相对复

杂, 原因在于: 与混合DE (HDE)只在群体多样性测

量结果不能满足所期望的值时才执行迁移一样, 上

述 2种改进方式使用的关键之一是判断什么条件下

进行混沌进化操作.一般可通过计算种群的多样性因

子或最优个体适度值连续几代不变化或其变化小于

某一阈值来判断算法是否陷入局部极值点. 若是,则

将混沌扰动量引入进化种群,并随着搜索过程的进行

逐渐调整扰动幅度来实现优化. 第 2种方式 (基于最

佳个体基础上的混沌局部寻优方式)是当前基于混沌

序列的DE进化操作最常采用的,由于混沌序列提供

了在最佳个体附近进行均匀分布、一定数量的局部搜

索,使其可快速有效地跳出局部最优. 因此,这种方法

有效地改进了DE求解单目标优化问题的算法性能.

但对于多目标优化问题, 由于存在多个 Pareto解, 导

致如何执行基于最佳个体的局部寻优存在一定难度.

3 多多多目目目标标标差差差分分分进进进化化化算算算法法法

标准DE算法的演化过程与遗传算法类似,包括

种群初始化、变异、交叉和选择操作. 算法的伪代码

表示如下:

Initialization

Evaluation

Repeat

Mutation

Crossover

Evaluation

Selection

Until(终止原则满足)

本文讨论的是解决多目标约束优化问题的DE

算法. 采用双群体约束处理技术, 即对交叉、变异后

生成的新个体进行判断,将其分为可行种群和不可行

种群, 用群体PopF保存搜索过程中遇到的可行解,

用PopIF保存搜索过程中遇到的占优不可行解.将每

代可行群体 PopF中的最佳个体保存到 𝑔best, 并将其

用于改进DE算法的变异操作, 以利用搜索过程中

的最佳可行解信息来加快DE的收敛速度. 详见文

献 [13]. 其他关键操作如下.

3.1 变变变异异异操操操作作作

变异操作由父代 3个不同的向量组成,即

𝐶 = 𝑋𝑟1 + 𝐹 (𝑋𝑟2 −𝑋𝑟3). (3)

式中: 𝑋𝑟1, 𝑋𝑟2, 𝑋𝑟3 ∈ PopF, 且分别属于 3个不同小

种群的不同个体,其划分按可行解的Pareto排序将前

1/3部分、后 1/3部分和中间部分各组成一个小种群而

得到; 𝐹 为缩放因子, 其取值大小对算法性能具有重

要影响,范围通常选为 [0.3,0.8].

3.2 交交交叉叉叉操操操作作作

变异操作产生的个体𝐶=(𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑚)与父代

个体𝑋[𝑖]= (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚)进行交叉操作,以生成一

试验个体𝑃𝑟=(𝑥
′
1, 𝑥

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥

′
𝑚). 其中

𝑥
′
𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝑐𝑗 , rand( ) < 𝐶𝑅;

𝑥𝑗 , rand( ) ⩾ 𝐶𝑅.
(4)

式中: rand( )为 [0,1]中的随机数, 𝑗 ∈ [1,𝑚],𝑚为变量

个数. 为保证交叉所产生的新解的利用性,在交叉操

作完成后,检查交叉之后生成的所有个体之中是否有

重复的个体,如果有, 则随机产生新个体来替换重复

个体,以保证产生新解的利用性. 判断交叉操作生成

的新个体𝑃𝑟的可行性, 并统计新生成个体的可行解

总数𝑀1与不可行解个体数𝑀2, 可行个体与不可行

个体分别存放于数组 𝐼𝑃 , 𝐼𝑁𝑃 中.

3.3 选选选择择择操操操作作作

选择操作在原群体与新产生群体共同组成的群

体中进行,但由于处理的是带约束的多目标优化问题,

并采用了基于双群体的约束处理技术,选择操作无法

采用标准DE基于贪婪策略的简单择优方式. 因此,借

鉴NSGA II中的 Pareto-based排序和拥挤距离分选技

术,对于可行群体与不可行群体采用不同策略进行选

择操作,以产生新一代的可行种群与不可行种群.

3.3.1 新新新可可可行行行解解解群群群的的的确确确定定定

若𝑁𝐹 + 𝑀1 ⩽ 𝑁1 (即原群体中的可行个体数

𝑁𝐹 与新产生的可行个体数𝑀1之和小于可行种群规

模𝑁1),则保留所有可行解作为下一代群体的新可行

解群 (以数组PopF保存,并更新𝑁𝐹 =𝑁𝐹 +𝑀1). 若可

行解数𝑁𝐹 +𝑀1>𝑁1,则选择前𝑁1个目标函数值较

优的个体作为新的可行解群 (以数组 PopF保存). 其

选择方法如下: 首先两两比较可行种群中的各个

个体, 如果存在两个个体𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ∈ PopF, 满足𝐹 (𝑋𝑖)

Pareto优于𝐹 (𝑋𝑗),则将个体𝑋𝑗删除;如果不存在,即

可行解集合 PopF中任意两个个体所对应的目标向量

都不可比较,则计算PopF中任意两个个体间的距离,

随机删除具有最小拥挤距离的个体 (采用欧氏距离,

即各个子目标之间数值的平方和).
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3.3.2 新新新不不不可可可行行行解解解群群群的的的确确确定定定

若 𝐼𝑁𝐹 + 𝑀2 ⩽ 𝑁2, 则将原群体中的不可行个

体与新产生的不可行个体共同组成新的不可行解种

群, 并更新 𝐼𝑁𝐹 = 𝐼𝑁𝐹 + 𝑀2; 若 𝐼𝑁𝐹 + 𝑀2 > 𝑁2, 则

保留较佳的前𝑁2个不可行个体. 方法如下: 计算原

不可行种群 PopF与新不可行种群组成的总不可行

种群中任意两个个体的约束向量, 如果存在两个个

体𝑋𝑖, 𝑋𝑗 , 满足约束向量 (𝐶(𝑋𝑖), 𝑁(𝑋𝑖))Pareto优于

约束向量 (𝐶(𝑋𝑗), 𝑁(𝑋𝑗)), 则删除𝑋𝑗 ; 如果不存在,

则删除满足𝐶(𝑋𝑖)= max
𝑋∈PopIF

𝐶(𝑋𝑖)的个体,直至保留

𝑁2个不可行解.

4 基基基于于于分分分阶阶阶段段段非非非支支支配配配解解解二二二次次次变变变异异异的的的混混混沌沌沌多多多
目目目标标标DE
已有诸多文献研究表明[11-13], 通过对当代种群

最佳个体的二次变异或迁移操作可在局部最优点附

近改善种群多样性,提高算法对全局最优点的搜索能

力. 前述基于最佳个体的混沌变异操作就是通过在最

佳个体基础上的迁移来增加新个体,从而保证了候选

个体的多样性.

对于多目标优化问题,由于每代群体都可能存在

多个不同数目的非支配解,很难选择合适的最佳个体

进行二次变异.尤其在算法初期,即使选择了合适的

非支配解个体引入混沌序列进行二次变异搜索,在迭

代中产生当前最优解的许多邻域点,其种群多样性也

只是在局部区域内有所增加,并不能有效扩大对整个

解空间的搜索范围,其效果甚至比不上随机产生新个

体来替代种群中的部分非优化个体.例如,前述用混

沌序列产生的备选群体在DE进化多样性不佳时替代

当代部分较差个体.另一方面, DE的主要缺陷是其机

制在优化进程的每个阶段只进行了有限数目的全局

探索, 若探索数目不足以产生新希望解, 则算法会严

重妥协,在求解多目标优化问题时算法极易陷入局优

点. 在实际测试时发现,当将种群规模按决策变量个

数的 3∼ 10倍这一常用原则选取时,对于低维多目标

约束优化问题,在运行前期找到的可行 Pareto非支配

解的数量, 相对而言偏少, 这对算法的全局优化性能

造成了极大影响.因此,为了加强DE的性能,应该有

替代的多样性注入机制来支持原始的DE机制,以提

高优化进程的成功延续.对此, 本文提出对所存档非

支配解个体进行分阶段的二次变异操作来进一步提

高DE性能.算法的核心思想是: 在DE进化前期采用

基于非支配解的随机二次变异来提高算法的全局寻

优能力,进化后期则采用基于非支配解的混沌二次变

异来提高DE的局部寻优能力. 具体如下:

用一外部存档集专门保存每代群体中的 Pareto

非支配解,其规模与 𝑔best相同,对所保存的最优非支

配解进行二次变异.进化前期和后期分别采用以下两

个不同公式:

𝑋
′
= 𝑋best ± 0.1𝐿e−𝜇𝑡. (5)

其中:𝐿为变量取值范围,𝜇为一常量, 𝑡为进化代数[13].

𝑋
′
= 𝑋best + 𝑦𝑘, (6)

其中 𝑦𝑘是用前述混沌映射模式产生的混沌序列.为保

证产生的每一个新解只在其原解附近进行对称变化,

可按前述方法对Logistic混沌映射模型进行修改,使

其产生的序列值在 (−1,+1)之间.

在进化前期, 按式 (5)对外部存档集中的全部

Pareto非支配解实施二次变异,以产生相同数目的新

个体;在进化后期,则按式 (6)选择具有代表性、个体

间隔距离大的非支配解实施混沌二次变异,对所选中

的非支配解,在其附近用混沌方法进行一定次数的遍

历性局部搜索,搜索步长按混沌规律自动无重复地变

化. 判断执行二次变异产生的新个体的可行性,并统

计新生成个体的可行解总数𝑀1和不可行解个体数目

𝑀2, 再次将可行个体与不可行个体分别存放于数组

𝐼𝑃 , 𝐼𝑁𝑃 中.

基于非支配解集的二次变异操作有以下优点:

首先, 符合生物进化中含优良基因的非支配解个体

具有更多繁衍后代的机会, 极大提高了算法在有限

时间的收敛速度.由于DE的进化速度依赖于变异公

式中的 𝑔best所包含的优良基因信息, 在理论上这种

单一的最优个体保留策略更多的是保证算法的收敛

性 (即保证算法能收敛于全局最优解),但对算法收敛

速度的影响尚无明确证明. 其次,此种方式增加了可

供选择操作的群体规模,这等同于变相增加了群体规

模, 由此有效地提高了解集的多样性. 因此, 基于非

支配解集的变异操作可同时提高算法的收敛速度和

多样性,尤其是进化后期的混沌二次变异极大地提高

了DE算法后期的局部寻优能力.

5 数数数值值值仿仿仿真真真实实实验验验与与与分分分析析析

5.1 算算算法法法流流流程程程

Step 1: 设置最大迭代次数,算法参数𝐶𝑅, 𝐹 及可

行种群与不可行种群规模𝑁1和𝑁2,初始化最佳个体

集,置当前迭代计数器 𝑡=1;

Step 2: 判断是否满足终止条件,满足则转 Step 7,

否则转Step 3;

Step 3: 进行标准变异、交叉操作,生成新的群体;

Step 4: 按前述方法进行分阶段二次变异操作,生

成新的群体;

Step 5: 进行选择操作,生成新的可行群体与不可

行群体;
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Step 6: 根据新生成的群体 PopF更新最佳个体集

𝑔best,置 𝑡= 𝑡+ 1,转Step 2;

Step 7: 输出最佳个体集.

5.2 测测测试试试函函函数数数

为验证本文算法的有效性,选用表 1所列 5个带

约束的Benchmark多目标约束优化问题来测试算法

性能.

5.3 算算算法法法性性性能能能评评评价价价标标标准准准

在评价多目标优化算法时,通常需考虑所找到的

非劣解集是否收敛于 Pareto最优解集及这些非劣解

是否均匀分布于整个均衡面上. 本文采用𝐺𝐷, 𝑆,𝐷1𝑅

3个指标分别评价算法的收敛性、分布性以及收敛性

和多样性的均衡性能.

1) 指标𝐺𝐷 (generational distance)[14]. 理想情况

下, 多目标优化进化算法的求解过程是一个不断逼

近最优边界、最终达到最优边界的过程. 但在实际应

用中, 并不能保证找到真正的 Pareto最优解, 而是尽

可能找到一个很好的近似解. 𝐺𝐷是用来表示所求得

的Pareto前沿与真实 Pareto前沿之间的间隔距离, 用

来衡量算法的收敛性,其值越小越好.定义为

𝐺𝐷 =
( 1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑑𝑝𝑖

)1/𝑝

. (7)

其中: 𝑛为所求得 Pareto前沿解的个数, 𝑝=2, 𝑑𝑖为所

求得 Pareto前沿中的个体 𝑖与真实 Pareto前沿中最近

个体之间的欧氏距离 (在目标空间上).

2) 𝑆 (the metric of spacing)[14].是由 Schott于 1995

年提出的一种衡量算法分布度的指标,其值越小, 表

明所求得点的分布均匀性越好. 若𝑆 = 0, 则表示

Pareto前沿中所有解点呈均等分布.指标定义为

𝑆 =
[ 1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

(𝑑𝑖 − 𝑑)2
]1/2/

𝑑, (8)

𝑑𝑖 = min
𝑗

( 𝑀∑
𝑚=1

∣𝑓 𝑖
𝑘(𝑥)− 𝑓 𝑗

𝑘(𝑥)∣
)
. (9)

其中: 𝑛为所求得 Pareto前沿解的个数; 𝑑𝑖为所求得

Pareto前沿中个体 𝑖与真实Pareto前沿中最近个体之

间的欧氏距离 (在目标空间上); 𝑀为目标维数, 本文

取𝑀 = 2,𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ; 𝑑为所有 𝑑𝑖的平均值, 𝑖,

𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

3) 𝐷1𝑅
[15]. 𝐷1𝑅是同时衡量收敛性和分布性的

指标,是通过将所得 Pareto优解与一参考 Pareto解集

进行对比得到的结果. 𝐷1𝑅值越小, 表明算法在收敛

性和分布性上的平衡维持能力越好.

𝐷1𝑅(𝐴𝑗) =
1

∣𝑍∗∣
∑
𝑦∈𝑧∗

min{𝑑𝑥𝑦∣𝑥 ∈ 𝐴𝑗}, (10)

𝑑𝑥𝑦 =
√

(𝑓1(𝑥)− 𝑓1(𝑦))2 + (𝑓2(𝑥)− 𝑓2(𝑦))2. (11)

其中: 𝐴𝑗为所求得的Pareto解集, 𝑍∗和 ∣𝑍∗∣分别为
Pareto参考解集及其所含解的个数.

5.4 实实实验验验结结结果果果与与与分分分析析析

为验证本文提出的分阶段二次混沌变异改进

DE算法的效果,将其与进化全程采用基于非支配解

的混沌二次变异改进DE算法和基本DE进行比较,

并采用相同的决策规模和相同的迭代次数.

对于算法最后所得 Pareto优解的质量或有效性,

在收敛性能上, 主要通过计算所求解集到参照集的

最小间隔距离来衡量 (即前述𝐺𝐷指标),该距离越小,

表明所找到解集与最优解集的趋近度越高.在解的分

布均匀性上,则通过前述𝑆指标值反映,其值越小,表

明所求得优解的分布均匀性越好, 并采用𝐷1𝑅指标

综合评估所求得解在收敛性和均匀性上的总体性能.

其中参照集理论上应是真实的Pareto最优解集, 但

由于大部分MOP问题的真实 Pareto最优解是未知的,

表 1 测试函数

函 数 约 束

min 𝑓1(𝑥) = 𝑥1 𝑥2
1 + 𝑥2

2 − 1 − 0.1 cos(arctan 𝑥1/𝑥2) ⩾ 0

𝐹1 (𝑥1 − 0.5)2 + (𝑥2 − 0.5)2 ⩽ 0.5min 𝑓2(𝑥) = 𝑥2

0 ⩽ 𝑥1 ⩽ π, 0 ⩽ 𝑥2 ⩽ π

min 𝑓1(𝑥) = −𝑥2
1 + 𝑥2 𝑥1 + 𝑥2 − 13/2 ⩽ 0, 𝑥1 + 𝑥2 − 15/2 ⩽ 0𝐹2

min 𝑓2(𝑥) = 0.5𝑥1 + 𝑥2 + 1 5𝑥1 + 𝑥2 − 30 ⩽ 0, 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 7, 0 ⩽ 𝑥2 ⩽ 7

min 𝑓1(𝑥) = 𝑥1 −9𝑥1 − 𝑥2 + 6 ⩽ 0, − 9𝑥1 + 𝑥2 + 1 ⩽ 0𝐹3

min 𝑓2(𝑥) = (𝑥2 + 1)/𝑥1 0.1 ⩽ 𝑥1 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝑥2 ⩽ 5

min 𝑓1(𝑥) = 4𝑥2
1 + 4𝑥2

2 −(𝑥1 − 8)2 − (𝑥2 + 3)2 + 7.7 ⩽ 0

𝐹4 (𝑥1 − 5)2 + 𝑥2
2 − 25 ⩽ 0min 𝑓2(𝑥) = (𝑥1 − 5)2 + (𝑥2 − 5)2

0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 5, 0 ⩽ 𝑥2 ⩽ 3

min 𝑓1(𝑥) = 𝑥1 𝑎∣ sin(𝑏π(sin 𝜃(𝑓2(𝑥) − 𝑒) + cos 𝜃 × 𝑓1(𝑥))
𝑐)∣𝑑

min 𝑓2(𝑥) = 𝑔(𝑥) × (1 − 𝑓1(𝑥)/𝑔(𝑥)) − cos 𝜃(𝑓2(𝑥) − 𝑒) + sin 𝜃 × 𝑓1(𝑥) ⩽ 0𝐹5

0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 1, − 5 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 5, 𝑖 = 2, 3, 4, 5𝑔(𝑥) = 41 +

5∑
𝑖=2

(𝑥
2
𝑖 − 10 cos 2π𝑥𝑖)

𝑎 = 40, 𝑏 = 5, 𝑐 = 1, 𝑑 = 6, 𝑒 = 0, 𝜃 = −0.05π
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一般将其定义为历代非支配解集或几种不同算法并

集的非支配解[16-18]. 在实验中, 由于真实Pareto最优

解未知, 对于每个函数, 首先用不同算法各自独立运

行 15次, 然后合并 15次计算的最优解集的 Pareto滤

集作为此函数的真实 Pareto最优解集, 以减少算法

的随机性的影响.为进一步保证参照集的质量, 再将

3种算法所得的 Pareto最优解集之并集的 Pareto滤集

作为每个函数最终的真实Pareto最优解集.

其他参数设置如下: 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹4, 𝐹5的最大迭

代次数分别为 60, 40, 40, 20, 200;缩放因子均取为𝐹 ∈
rand(0.3, 0.8),交叉概率均为𝐶𝑅∈rand(0.2, 0.6).

表2̇为 3种不同算法在解集的收敛性、分布性、

均衡性和解的个数上这 4个指标的优化性能对比.其

中: 方法 I为本文提出的分阶段二次变异改进DE法;

方法 II为全程混沌变异的改进DE法;方法 III为标准

DE.

表 2 3种不同算法的实验对比结果

平均值 𝐹1 𝐹2 𝐹3 𝐹4 𝐹5

方法 I 20.67 93.60 35.67 56.6 73.7解的
方法 II 3.00 89.33 5.00 46.40 16.93个数
方法 III 2.60 35.67 5.17 17.07 15.04

方法 I 0.004 5 0.002 1 0.004 8 0.073 5 0.000 1

𝐺𝐷 方法 II 0.008 6 0.002 6 0.010 3 0.096 9 1.090 2

方法 III 0.010 7 0.004 3 0.010 2 0.218 8 0.639 4

方法 I 0.007 1 0.147 9 0.044 8 0.653 6 0.016 5

𝑆 方法 II 0.020 1 0.152 8 0.114 7 0.698 0 0.451 3

方法 III 0.018 8 0.155 0 0.099 8 1.112 5 0.111 6

方法 I 0.007 1 0.108 7 0.025 1 0.495 6 0.096 9

𝐷1𝑅
方法 II 0.018 3 0.109 8 0.057 4 0.496 0 1.095 2

方法 III 0.016 2 0.110 2 0.050 1 0.857 6 0.715 5

从表 2可知: 对于 4个指标, 本文所采用的分阶

段二次混沌变异方式所得的结果均为最佳,但全程采

用混沌局部寻优的改进DE算法与标准DE相比, 从

解的个数上看,基于非支配解的全程混沌局部寻优的

改进DE比标准DE好很多, 验证了前述基于非支配

解的二次变异能有效提高多目标优化问题进化过程

中的 Pareto非支配解数量的结论.而对于另外 3个指

标,基于非支配解的全程混沌局部寻优改进DE和标

准DE的性能相当, 即相对于标准DE,全程采用基于

非支配解的混沌局部寻优改进DE并没有显著优势,

原因在于: 在DE算法进化全程选择具有代表性的非

支配解,并在这些优点的基础上引入混沌序列进行二

次变异搜索所产生当前最优解的许多邻域点,其种群

多样性只是在局部区域内有所增加,并不能有效扩大

对整个解空间的搜索范围.这也是本文采用在进化前

期和后期分别实施基于非支配解的随机二次变异和

混沌二次变异的分阶段二次变异方法的原因.

需要指出的是: 由于所提出的算法通过在标准

DE上增加额外操作来改进其所求 Pareto优解的质量,

在一定程度上影响了算法效率,即所提出算法的计算

量和运行时间相对于标准DE有所增加. 原因在于额

外操作使算法的程序流程和程序代码比标准DE更加

复杂, 用于个体评估与排序的计算量也增加了很多.

因此,运行同样的迭代次数,其计算所用的CPU时间

相对长一些. 在实际测试中发现,对相同测试函数运

行相同的迭代次数, 本文算法的CPU运行时间基本

上双倍于标准DE的CPU运行时间. 这也反映了任何

一种算法都很难在所有的性能方面占尽优势.

6 结结结 论论论

本文将基于非支配解的二次变异技术结合到标

准DE中,以求解多目标约束优化问题,并在DE进化

前期使用基于非支配解的随机二次变异来加大DE的

全局区域搜索能力,在进化后期使用基于非支配解的

混沌二次变异,充分利用混沌的遍历性来提高DE的

局部寻优能力.仿真实验结果表明, 该方法对于低维

多目标优化问题具有较好的寻优能力, 克服了标准

DE算法易在求解多目标优化问题时非支配解数目过

少、易陷入局部极值的缺点,确保了算法在全局搜索

性能与局部搜索性能之间的较好平衡, 而且保持了

DE算法的简洁性能,在收敛速度和精度上均优于标

准DE.
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