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摘 要: 基于拉格朗日方法建立自行车机器人动力学模型,针对自行车机器人这一非线性欠驱动系统,利用稳定滑

模控制算法实现系统的稳定. 该方法首先从各个子系统中取出一个变量组合成一个中间变量;然后从该中间变量出

发构造滑模函数,从滑模控制器设计的角度求取控制量,保证中间变量在有限时间内收敛到平衡点,从而保证系统状

态收敛到收敛域内.该方法能够保证自行车机器人系统的稳定性,并在仿真实验中得到了验证.
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Stable sliding mode control of bicycle robot system
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Abstract：：：Dynamic model of the bicycle robot is made by using method based on Lagrangian, which can realize non-linear

under-actuated system of bicycle robot stable by using stable sliding-mode method control. In this method, each variable

which is gotten from every subsystem’s state variables combines an interim variable. Then one sliding mode function is

constructed according to the interim variable. By using the sliding mode control method, the total control law can be

obtained, which guarantees that the equilibrium point is reachable in finite time. Then the system’s state variables converge

to equilibrium field. The stability of bicycle robot can be guaranteed by using this method and is verified in the simulation

experiment.
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1 引引引 言言言

近年来,各国研究人员对于自行车机器人的研究

兴趣越来越浓厚,其中大部分研究工作都是围绕自行

车机器人动力学建模、提出新的控制算法两方面内

容展开的. 文献 [1]提出一种在高速运行状态下的自

行车机器人动力学模型,并使用经典控制理论进行了

分析与综合,显然这是由于高速运行时自行车机器人

的非线性动力学模型很接近线性系统的缘故. Karl等

人[2]提出了一些自行车机器人的动力学模型,并对每

个模型都设计了相应的控制律. Yasuhito Tanaka等

人[3]用角动量平衡定理推导出了自行车机器人的一

种非线性动力学模型, 并对该非线性系统进行了局

部线性化, 使用经典控制理论分析、设计了控制系

统. 然而, 自行车机器人被控对象动态特性往往表

现出非线性、时变、大迟延和大惯性等特点, 线性化

处理后的系统误差偏大. 目前, 非线性控制理论的

研究受到了控制理论界的空前关注. 其中滑模变结

构控制 (SMC)理论是上世纪 50年代发展起来的一种

控制方案, 并得到了充分、细致的研究[4]. 孙德滨等

人[5,6]研究了一般非线性系统的变结构控制问题, 利

用非线性变换将非线性系统化为可控正则型, 并提

出了“趋近率”的概念. 此外,变结构控制理论在机器

人控制、飞行控制等领域已经取得了较为成功的应

用[7,8].

本文利用拉格朗日方法建立系统的动力学模型,

针对自行车机器人这一非线性欠驱动系统,利用稳定

滑模控制算法实现系统的稳定[9]. 滑模控制方法从各

个子系统中取出一个变量组合成一个中间变量,然后

从这个中间变量出发构造滑模函数,从滑模控制器设

计的角度求取控制量,保证中间变量在有限时间内收
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敛到平衡点, 从而保证系统状态收敛到收敛域内,使

自行车机器人这一非线性欠驱动系统得到有效控制.

2 自自自行行行车车车机机机器器器人人人系系系统统统的的的动动动力力力学学学模模模型型型

2.1 自自自行行行车车车机机机器器器人人人的的的理理理想想想化化化假假假设设设

本文中的自行车机器人是 SISO模型, 只需考虑

用前轮摆角产生的扭转力矩来维持受到微小扰动后

自行车车体的平衡. 因此,假设自行车平衡时以匀速

率𝑉0前进,在此过程中受到微小的扰动,使车体偏离

平衡位置. 将自行车各部分看作理想化模型: 前后 2

个车轮看作质心在车轮圆心的圆环,连接前后轮的车

架看作质量集中在其质心的质点[10-11].

假设具体参数如下: 自行车前轮质量为𝑚𝑞, 半

径为 𝑟𝑞;后轮质量为𝑚ℎ,半径为 𝑟ℎ;车架质量 (不包括

电池)为𝑚𝑜, 其重心高度为ℎ1; 车架质量 (包括电池)

为𝑚𝑗 ; 前轮质心到车把转动轴的距离为 𝑠; 车体受到

扰动后偏离铅直方向的角度为𝛽;电池质量为𝑚𝑑,其

重心高度为ℎ2. 为保持平衡,需施加力矩𝑀使车把向

车体倾倒的方向转动角度𝛼. 具体示意图分别见图 1

和图 2.
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图 1 车体后视等效图
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图 2 车体俯视等效图

2.2 自自自行行行车车车机机机器器器人人人的的的运运运动动动分分分析析析

1)前轮.设前轮的质心速度为𝑉𝑞. 前轮的运动可

看作:质心以速度 𝑠𝛼̇绕前轮的转动轴转动,转动惯量

为 𝐽1; 以速度 𝑟𝑞𝛽̇绕前轮着地点的前进方向转动, 转

动惯量为 𝐽2; 以前进速度𝑉0绕前轮着地点与前进速

度垂直方向的轴转动,转动惯量为 𝐽3. 由几何关系可

知,速度 𝑠𝛼̇与速度 𝑟𝑞𝛽̇的夹角为 𝛽,且速度𝑉0的方向

垂直于速度 𝑠𝛼̇与速度 𝑟𝑞𝛽̇所组成的平面.则根据矢量

合成定理,可得

𝑉 2
𝑞 = 𝑉 2

0 + [(𝑠𝛼̇)2 + (𝑟𝑞𝛽̇)
2 + 2𝑠𝛼̇𝑟𝑞𝛽̇ cos𝛽],

前轮的动能表达式为

𝑇𝑞 =
1

2
𝑚𝑞𝑉

2
𝑞 +

1

2
𝐽1𝛼̇

2 +
1

2
𝐽2𝛽̇

2 +
1

2
𝐽3

(𝑉0
𝑟𝑞

)2

.

其中

𝐽1 =
1

2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 , 𝐽2 =

1

2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 , 𝐽3 = 𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 .

2)后轮.设后轮的质心速度为𝑉ℎ. 后轮的动作可

看作:质心以速度 𝑟ℎ𝛽̇绕前轮着地点的前进方向转动,

转动惯量为 𝐽4; 以前进速度𝑉0绕后轮着地点与前进

速度垂直方向的轴转动,转动惯量为 𝐽5. 由几何关系

可知,速度𝑉0的方向与速度 𝑟ℎ𝛽̇的方向垂直.则根据

矢量合成定理,可得

𝑉 2
ℎ = 𝑉 2

0 + (𝑟ℎ𝛽̇)
2,

后轮的动能表达式为

𝑇ℎ =
1

2
𝑚ℎ𝑉

2
ℎ +

1

2
𝐽4𝛽̇

2 +
1

2
𝐽5

(𝑉0
𝑟ℎ

)2

.

其中

𝐽4 =
1

2
𝑚ℎ𝑟

2
ℎ, 𝐽5 = 𝑚ℎ𝑟

2
ℎ.

3)车架. 设车架的质心速度为𝑉𝑗 . 车架的运动可

看作: 以前进速度𝑉0平动; 以速度ℎ𝛽̇绕前轮着地点

的前进方向转动,转动惯量为 𝐽6,且速度𝑉0的方向垂

直于速度ℎ𝛽̇的方向.则根据矢量合成定理,可得

𝑉 2
𝑗 = 𝑉 2

0 + (ℎ1𝛽̇)
2 + (𝑠𝛼̇𝑝)2 + 2ℎ1𝛽̇𝑠𝛼̇𝑝 cos𝛽,

车架的动能表达式为

𝑇𝑗 =
1

2
𝑚𝑗𝑉

2
𝑗 +

1

2
𝐽6𝛽̇

2,

其中 𝐽6=𝑚𝑗ℎ
2
1.

综上所述,可得整个自行车机器人系统的总动能

𝑇 = 𝑇𝑞 + 𝑇ℎ + 𝑇𝑗 .

取地面为参考面,则系统势能为

𝑉 = (𝑚𝑞𝑟𝑞 +𝑚ℎ𝑟ℎ +𝑚𝑜ℎ1 +𝑚𝑑ℎ2)𝑔 cos𝛽.

2.3 自自自行行行车车车机机机器器器人人人的的的动动动力力力学学学方方方程程程

对于系统输入和输出的广义,将由扰动引起的自

行车车体倾倒的力看作重力在水平方向上的分力,而

维持车体平衡的力显然是扭转力矩.因此

𝑄𝛼 =𝑀 = 𝑢,

𝑄𝛽 = (𝑚𝑞𝑟𝑞 +𝑚ℎ𝑟ℎ +𝑚𝑜ℎ1 +𝑚𝑑ℎ2)𝑔 sin𝛽.

根据拉格朗日方程,有⎧⎨⎩

d

d𝑡

(∂𝑇
∂𝛼̇

)
− ∂𝑇

∂𝛼
=𝑀,

d

d𝑡

(∂𝑇
∂𝛽̇

)
− ∂𝑇

∂𝛽
=

(𝑚𝑞𝑟𝑞 +𝑚ℎ𝑟ℎ +𝑚𝑜ℎ1 +𝑚𝑑ℎ2)𝑔 sin𝛽.

(1)

将各参数代入,可得系统的运动微分方程如下:
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(1
2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 +𝑚𝑞𝑠

2 +𝑚𝑗𝑠
2𝑝2

)
𝛼̈+

(𝑚𝑞𝑟𝑞𝑠+𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝)𝛽 cos𝛽−
(𝑚𝑞𝑟𝑞𝑠+𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝)𝛽̇

2 sin𝛽 =𝑀,(3
2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 +

3

2
𝑚ℎ𝑟

2
ℎ + 2𝑚𝑗ℎ

2
1

)
𝛽+

(𝑚𝑞𝑠𝑟𝑞 +𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝)𝛼̈ cos𝛽 =

(𝑚𝑞𝑟𝑞 +𝑚ℎ𝑟ℎ +𝑚𝑜ℎ1 +𝑚𝑑ℎ2)𝑔 sin𝛽.

(2)

输入量和输出量是𝛼和 𝛽,因此系统状态变量是

{𝛼, 𝛼̇, 𝛽, 𝛽̇}. 令𝑥1=𝛼, 𝑥2= 𝛼̇, 𝑥3=𝛽, 𝑥4= 𝛽̇,则系统运

动微分方程可写为如下形式:⎧⎨⎩

𝑥1 = 𝑥2,

𝑥2 =

− 𝑚𝑞𝑟𝑞𝑠+𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝
1

2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 +𝑚𝑞𝑠

2 +𝑚𝑗𝑠
2𝑝2

𝑥4 cos𝑥3+

𝑚𝑞𝑟𝑞𝑠+𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝
1

2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 +𝑚𝑞𝑠

2 +𝑚𝑗𝑠
2𝑝2

𝑥24 sin𝑥3+

1
1

2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 +𝑚𝑞𝑠

2 +𝑚𝑗𝑠
2𝑝2

𝑀,

𝑥3 = 𝑥4,

𝑥4 =

− 2(𝑚𝑞𝑠𝑟𝑞 +𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝)

3𝑚𝑞𝑟2𝑞 + 3𝑚ℎ𝑟2ℎ + 4𝑚𝑗ℎ21
𝑥2 cos𝑥3+

2(𝑚𝑞𝑟𝑞 +𝑚ℎ𝑟ℎ +𝑚𝑜ℎ1 +𝑚𝑑ℎ2)𝑔

3𝑚𝑞𝑟2𝑞 + 3𝑚ℎ𝑟2ℎ + 4𝑚𝑗ℎ2
sin𝑥3.

(3)

输出方程为 𝑦 = 𝛽 = 𝑥3.

为了简便,设

𝑎1 = − 𝑚𝑞𝑟𝑞𝑠+𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝
1

2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 +𝑚𝑞𝑠

2 +𝑚𝑗𝑠
2𝑝2

,

𝑎2 =
𝑚𝑞𝑟𝑞𝑠+𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝

1

2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 +𝑚𝑞𝑠

2 +𝑚𝑗𝑠
2𝑝2

,

𝑎3 =
1

1

2
𝑚𝑞𝑟

2
𝑞 +𝑚𝑞𝑠

2 +𝑚𝑗𝑠
2𝑝2

,

𝑏1 = − 2(𝑚𝑞𝑠𝑟𝑞 +𝑚𝑗ℎ1𝑠𝑝)

3𝑚𝑞𝑟2𝑞 + 3𝑚ℎ𝑟2ℎ + 4𝑚𝑗ℎ21
,

𝑏2 =
2(𝑚𝑞𝑟𝑞 +𝑚ℎ𝑟ℎ +𝑚𝑜ℎ1 +𝑚𝑑ℎ2)𝑔

3𝑚𝑞𝑟2𝑞 + 3𝑚ℎ𝑟2ℎ + 4𝑚𝑗ℎ2
.

将 𝑥̇2代入 𝑥̇4, 并将 𝑥̇4代入 𝑥̇2, 可得到非线性系

统方程⎧⎨⎩

𝑥1 = 𝑥2,

𝑥2 =

1

2
𝑎1𝑏2 sin(2𝑥3) + 𝑎2𝑥

2
4 sin𝑥3 + 𝑎3𝑢

1− 𝑎1𝑏1 cos2 𝑥3
,

𝑥3 = 𝑥4,

𝑥4 =
1

2
𝑎2𝑏1𝑥

2
4 sin(2𝑥3) + 𝑏2 sin𝑥3 + 𝑎3𝑏1 cos𝑥3𝑢

1− 𝑎1𝑏1 cos2 𝑥3
.

(4)

输出方程为 𝑦 = 𝛽 = 𝑥3.

实际测得自行车机器人的具体参数如下: 自行车

前轮质量为 0.75 kg, 半径为 0.14m; 后轮质量为 1.05

kg, 半径为 0.17m; 车架质量 (不包括电池)为 10.7 kg,

其重心高度为 0.36m; 车架质量 (包括电池)为 12.1

kg; 前轮质心到车把转动轴的距离为 0.02m; 电池质

量为 1.4 kg,电池重心高度为 0.66m;前轮着地点到车

架质心的距离为 0.36m,前轮着地点到后轮着地点的

距离为 0.81m.

将上述参数代入状态方程和输出方程. 设式 (4)

的分母为𝐶(𝑥3),即

𝐶(𝑥3) = 1− 𝑎1𝑏1 cos
2 𝑥3,

则对于给定的车体参数 𝑎1和 𝑏1,对任何𝑥3都有𝐶(𝑥3)

∕=0成立.

式 (4)的数学模型可转化为如下标准形式:{
𝑥1 = 𝑥2, 𝑥2 = 𝑓1(𝑋) + 𝑔1(𝑋)𝑢,

𝑥3 = 𝑥4, 𝑥4 = 𝑓2(𝑋) + 𝑔2(𝑋)𝑢.
(5)

令

𝑓1(𝑋) =

1

2
⋅ 𝑎1𝑏2 sin(2𝑥3) + 𝑎2𝑥

2
4 sin𝑥3

1− 𝑎1𝑏1 cos2 𝑥3
,

𝑓2(𝑋) =

1

2
⋅ 𝑎2𝑏1𝑥24 sin(2𝑥3) + 𝑏2 sin𝑥3

1− 𝑎1𝑏1 cos2 𝑥3
,

𝑔1(𝑋) =
𝑎3

1− 𝑎1𝑏1 cos2 𝑥3
,

𝑔2(𝑋) =
𝑎3𝑏1 cos𝑥3

1− 𝑎1𝑏1 cos2 𝑥3
.

这里: 𝑋=(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
T为系统的状态变量; 𝑓1(𝑋),

𝑓2(𝑋)为非线性函数; 𝑔1(𝑋), 𝑔2(𝑋)为已知的控制项

非线性函数; 𝑢为系统的控制输入;输出 𝑦=𝑥3.

令ℎ(𝑥) = 𝑥3, 在平衡点𝑥0 = (0, 0, 0, 0)附近的领

域内 (𝑥3∈(−π/2,π/2))计算该系统的相对阶,即

𝐿𝑔ℎ(𝑥) = 0, 𝐿𝑓ℎ(𝑥) = 𝑥4 = 0,

𝐿𝑔𝐿𝑓ℎ(𝑥) =
𝑏1𝑎3 cos𝑥3

1− 𝑏1𝑎1 cos2 𝑥3
∕= 0.

显然, 系统的相对阶 𝛾 = 2. 若系统维数𝑛= 4, 则有 𝛾

<𝑛. 因此,自行车机器人系统属于欠驱动非线性系统.

3 稳稳稳定定定滑滑滑模模模控控控制制制器器器设设设计计计

考虑式 (5)所示的自行车机器人系统模型, 作如

下假设:

假假假设设设 1 假设式 (5)所示系统的非线性部分满

足条件 𝑓1(𝑋)=𝑓2(𝑋)=0,当且仅当𝑋=0时才成立.

针对式 (5)所示欠驱动系统标准模型, 按子系统

可分为两组状态变量 (𝑥1, 𝑥2)和 (𝑥3, 𝑥4). 定义一个中

间变量,其形式为 𝑧=𝑥1 + 𝑎𝑥3,其中 𝑎为大于零的常

数. 因此,可进一步定义滑模函数为 𝑠= 𝑐𝑧 + 𝑧̇,其中 𝑐

为大于零的常数. 这样采用一个滑模函数便可以实现



第 3期 于秀丽等: 自行车机器人系统的稳定滑模控制 467

对多变量欠驱动系统的描述,从而避免了多层结构中

的多个滑模函数的设计.采用等效控制法求取滑动平

面的等效控制量

𝑢𝑒𝑞 = − (𝑎𝑓2 + 𝑓1 + 𝑐𝑎 ⋅ 𝑥4 + 𝑐𝑥2)

𝑎𝑏2 + 𝑏1
. (6)

设总的控制量为𝑢=𝑢𝑒𝑞+𝑢𝑠𝑤,这里𝑢𝑠𝑤为系统在趋近

阶段的切换控制分量. 下面按Lyapunov稳定定理构

造切换控制量𝑢𝑠𝑤. Lyapunov能量函数取为𝑉 =
1

2
𝑆2,

故有

𝑉̇ = 𝑆𝑆̇ = 𝑆(𝑐𝑧̇ + 𝑧) =

𝑆[𝑐𝑥̇1 + 𝑐𝑎𝑥̇3 + 𝑥̈1 + 𝑎𝑥̈3] =

𝑆[𝑐𝑥2 + 𝑐𝑎𝑥4 + 𝑓1 + 𝑎𝑓2 + (𝑔1 + 𝑎𝑔2)𝑢] =

𝑆[(𝑔1 + 𝑎𝑔2)𝑢𝑠𝑤], (7)

这里将 𝑔1(𝑋), 𝑔2(𝑋)简化为 𝑔1, 𝑔2. 令

𝑢𝑠𝑤(𝑔1 + 𝑎𝑔2) = −𝜂sgn(𝑆)− 𝑘𝑆,

𝜂, 𝑘为大于零的常数,所以可求得

𝑢𝑠𝑤 = −(𝑔1 + 𝑎𝑔2)
−1[𝜂sgn(𝑆) + 𝑘𝑆]. (8)

从而可得到系统的切换控制量𝑢𝑠𝑤和总控制量𝑢, 所

以 𝑉̇ =−𝜂∣𝑆∣ − 𝑘𝑆2⩽0.

综上可知,系统总的控制律𝑢能够保证滑动平面

𝑠存在并在有限时间内收敛到平衡点.

4 稳稳稳定定定滑滑滑模模模控控控制制制器器器的的的稳稳稳定定定性性性分分分析析析

在进行滑模控制器设计过程中, 采用Lyapunov

方法求取了系统的总控制量,但该控制量只能保证滑

模平面收敛,即中间变量能够在有限时间收敛到平衡

点,这也是滑模控制器设计的常用方法.

下面进一步分析系统内部状态变量的稳定性. 对

于滑模函数 𝑠,由于满足滑模存在和稳定的条件, 𝑠在

有限时间内滑模平面将趋近原点,即下式成立:

𝑧(𝑡) = 𝑧̇(𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 𝑡𝑠.

进一步,可得到如下结果:

𝑧̇ = 0 ⇒ 𝑧 = 0 ⇒ 𝑢′𝑒𝑞 = −𝑎𝑓2 + 𝑓1
𝑎𝑏2 + 𝑏1

.

由于滑模平面收敛到原点后,等效控制量𝑢𝑒𝑞切换到

𝑢′𝑒𝑞,它描述的是在 𝑧̇=0上运动的轨迹,同样通过这个

控制量能够保证 𝑧̇所构成的两个状态变量也在有限

时间内收敛到平衡点,即 𝑥̇1(𝑡) = 𝑥̇3(𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 𝑡𝑝.

下面讨论 𝑡⩾ 𝑡𝑝 ⩾ 𝑡𝑠时刻系统的稳定性问题.当

𝑡⩾ 𝑡𝑝⩾ 𝑡𝑠时, 𝑢=0,系统的方程变为{
𝑥1 = 𝑥2, 𝑥2 = 𝑓1(𝑋),

𝑥3 = 𝑥4, 𝑥4 = 𝑓2(𝑋).

对于上述自治系统, 采用LaSalle不变性定理进

行进一步分析.首先定义一个紧集Ω𝜔,其形式为

Ω𝜔 ={𝑋∣𝑉 (𝑠) ⩽ 𝜔, 𝑠 = 𝑐𝑧 + 𝑧̇ =

𝑐𝑥1 + 𝑐𝑎𝑥3 + 𝑥2 + 𝑎𝑥4},

这里𝜔为一个正常数,通常为𝑉 (0). 进一步定义一个

集合Γ ⊂ Ω𝜔,其形式为

Γ = {𝑋 ∈ Ω𝜔∣𝑉̇ (𝑋) = 0}.
因为 𝑡⩾ 𝑡𝑝, 所以系统的状态又收敛到更小的一个收

敛域内.因此进一步取Γ的一个子集Γ1 ⊂ Γ为

Γ1 =Ω𝜔

∩
{𝑧 = 𝑧̇ = 𝑥̇1 = 𝑥̇3 = 0} ⊂

Ω𝜔

∩
{𝑋∣𝑉̇ (𝑋) = 0} = Γ .

定义𝜓为Γ1中的最大不变集,则根据LaSalle不

变性原理, 可得到满足由Ω𝜔出发的每一个解当 𝑡→
∞时必然趋于𝜓. 下面进一步计算该最大不变集𝜓的

范围.当 𝑡⩾ 𝑡𝑝⩾ 𝑡𝑠时,由Γ1的范围可以得到{
𝑥̇1 = 0,

𝑥̇3 = 0;
⇒

{
𝑥̈1 = 0,

𝑥̈3 = 0;
⇒{

𝑓1(𝑋) = 𝑥̇2 = 𝑥̈1 = 0,

𝑓2(𝑋) = 𝑥̇4 = 𝑥̈3 = 0;
⇒

𝑋 = 0.

根据假设 l,可进一步得到

𝜓 =Ω𝜔

∩
{𝑋∣𝑉̇ (𝑋) = 0, (𝑡 ⩾ 𝑡𝑝)} = {(0, 0, 0, 0)},

因此Γ1中的最大不变集就是原点. 假设条件 l表明,

当且仅当𝑋 = 0时才有 𝑓(𝑋) = 0, 因此原点是Γ1中

的唯一解.根据LaSalle渐近稳定性定理可知,平衡点

𝑋=0是渐近稳定的.

值得说明的是, 这里讨论的系统平衡点渐近稳

定性问题是有条件的, 即 𝑡⩾ 𝑡𝑝 ⩾ 𝑡𝑠时刻以后的平衡

点稳定性问题. 对于 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡𝑝这一有限时间内系统

状态的收敛问题,可通过滑模方法加以解决, 因为利

用Lyapunov稳定定理求得的变结构控制量能够保证

滑模函数在有限时间存在和收敛, 并能将系统状态

控制到一个紧集 {𝑋∣𝑧 = 𝑧̇ = 𝑥̇1 = 𝑥̇3 = 0}内, 采

用LaSalle不变性定理可以进一步证明此时的系统平

衡点是渐近稳定的.

5 仿仿仿真真真分分分析析析

通过验证可知, 当且仅当𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, 0, 0)时有

𝑓1(𝑋) = 𝑓2(𝑋) = 0. 因为此时 𝑧 = 𝑧̇ = 0, 所以可得到

𝑥1= 𝑥̇1=0,因而满足假设 1. 本系统在仿真实验中构

造滑模控制器时, 令𝛼和𝛽的初值为𝛼 = π/30, 𝛽 =

π/30. 在稳定滑模控制方法中, 滑模系数 𝑎=0.000 1,

𝑐=40. 其他控制器参数为 𝑘=10, 𝜂=4. 其稳定滑模作

用下的车把转角及其变化率输出曲线如图 3所示,车

体倾角及其变化率输出曲线如图 4所示. 经过大量的

仿真实验发现: 𝑐越大, 𝛼和 𝛼̇越接近零值,而且平滑;

𝑎越大, 𝛼和 𝛽越会发散而不稳定; 𝑘和 𝜂的数值越大,

系统达到稳定所用的时间越少,快速性越好.
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图 3 自行车机器人的车把角度及变化率
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图 4 自行车机器人的车体横滚角度及变化率

6 结结结 论论论

本文针对自行车机器人这一非线性欠驱动系统,

利用稳定滑模理论对自行车机器人进行控制.介绍了

稳定滑模控制的基本理论;利用拉格朗日方程建立了

单入单出的动力学模型,针对该模型利用李雅普诺夫

定理推导出滑模控制器的输出;最后通过仿真得出稳

定滑模控制器可以使车把转角得到有效控制,而车体

倾角等幅震荡不发散.由于采用了滑模控制,当系统

状态进人滑动平面后,整个系统对外界干扰具有抗扰

性. 本文提出的对自行车机器人这一欠驱动被控对象

的控制方法是可行而有效的.
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