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摘　要 : 模糊规则提取是建立二型模糊系统需要解决的关键问题.提出一种改进的基于 c均值模糊聚类算法 ( FCM)

的二型模糊规则提取方法.该方法借助于二型模糊集主隶属度函数的期望与次隶属度函数值之间的联系 ,能克服已

有算法忽略二型模糊集次隶属度函数对模糊聚类结果的影响.仿真实例表明 ,该算法能成功地提取二型模糊规则 ,比

FCMV算法具有更好的性能和收敛性.
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Abstract : Rules ext raction is a key issue to type22 fuzzy logic system ( T2FL S) . A general algorithm to extract rules

f rom type22 fuzzy set s base on fuzzy c2means ( FCM) clustering algorithm is proposed. The shortcomings of existing

algorithms which neglect the effect of secondary membership function to fuzzy clustering in rules ext raction are

overcome according to the connection between the expectation of primary membership function and values of secondary

membership function. The simulation result s indicate that the proposed algorithm can extract type22 fuzzy rules

successfully and has better performance in convergence than FCMV.
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1　引　　言
　　二型模糊逻辑是在传统的一型模糊逻辑的基础

上扩展出的研究方向 ,适用于具有复杂不确定性的

情况[ 1 ] .二型模糊逻辑丰富了模糊控制的理论和方

法 ,并且提升了模糊控制的效果[2 ,3 ] .然而 ,目前的

二型模糊规则提取方法多为一型模糊规则提取算法

的简单改进或直接应用 ,忽略了二型模糊集的特

点———次隶属度函数的作用.

本文在模糊 c均值聚类算法的基础上 ,借助于

二型模糊集主隶属度函数的期望与次隶属度函数值

之间的联系 ,提出一种可应用于一般二型模糊系统

的二型模糊规则提取算法 ,克服了现有算法忽略次

隶属度函数的不足.

2　二型模糊系统
　　传统的一型模糊集应用确定的数值作为隶属

度 ,描述模糊集的不确定性 ,但在处理复杂不确定性

问题时 ,往往不能获得满意的解决方案 ;基于一型模

糊集的模糊系统也不能很好地处理复杂不确定性问

题.二型模糊集应用模糊集来描述隶属度 ,大大增强

了不确定性的表达能力 ;基于二型模糊集的二型模

糊控制系统能很好地处理具有高度不确定性的问

题.

将一型模糊集合进行扩展 ,可进一步得出集合

中隶属度的模糊程度 ,从而使描述对象的模糊性大

大增强.这种扩展的模糊集合称为二型模糊集合 ,基

于二型模糊集合建立的系统称为二型模糊系统.二

型模糊系统适合于处理很难用数学语言描述的时变

问题 ,比如机器人移动控制[4 ]等.二型模糊系统的基

础是二型模糊集合理论[1 ] ,其定义、运算和操作与一

型模糊集合都有很大的不同.

定义 1 　如果 �A 是定义域在 X 上的二型模糊

集 , x ∈ X ,则
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�A = { ( ( x , u) ,μ�A ( x , u) ) | Π x ∈ X ,

Πu ∈J x Α [0 ,1 ]} . (1)

　　二型模糊系统的构造与一型模糊系统相似 ,一

般包括输入模糊器、规则库、推理引擎、降型器和精

确器.

3　二型模糊规则及其提取算法
　　二型模糊系统的建模需要确定一些关键特征 ,

包括模糊模型的结构 ,模糊推理引擎 ,前件和后件中

二型模糊集的参数描述.确定这些特征的方法通常

是挖掘输入输出中的数据 ,确定所需的系统参数 ,从

而产生相应的模糊规则.

模糊规则用来处理模糊系统的输入.设二型模

糊系统的规则数为 M ,每条规则有 p个前件 ,定义第

l条规则为 R l ,则二型模糊规则 R l 为

If x1 is �Fl
1 and x2 is �Fl

2 and ⋯

and x p is �Fl
p , Then y l = �Cl . (2)

其中 : x i 为输入的第 i 个分量 ; �Fl
i 为第 l 条规则的第

i个前件分量 ,是与 x i 对应的二型模糊集 ; �Gl 为第 l

条规则的输出函数.

模糊规则提取是模糊系统建模的重要步骤 ,通

常使用的方法包括专家方法、模糊聚类等.模糊聚类

是从输入输出数据中挖掘系统特征的有效方法 ,可

对输入和输入数据进行无监督分类 ,将给定的数据

集按相似的原则划分到不同的组中.目前 ,模糊 c均

值聚类算法 ( FCM) 提取一型模糊规则得到广泛的

应用[5 ] .对于二型模糊系统 ,尚无成熟的模糊规则提

取算法.一些学者经过研究 ,提出一些初步算法 ,即

从输入数据中提取规则[6 ] .

在最新的二型模糊系统研究中 ,Liu 等[3 ] 将二

型模糊系统应用于双足机器人的控制 ,并提出一种

改进的模糊聚类算法 ( FCMV) ,用于二型模糊系统

的建模. Liu等认为除了均值以外 ,离散程度的描述

对于获取不确定性的程度也很重要 ;在二型模糊系

统中 ,需要估计方差来获得均值的离散程度 ,进一步

得到模糊规则的不确定性信息. FCMV 算法可同时

得到聚类的均值和方差.该算法引入可移动聚类中

心的概念 ,不必预先指定聚类的数目.

与其他二型模糊系统建模的研究类似 ,文献[3 ]

避开了对二型模糊集的次隶属度函数的讨论 ,在得

到聚类结果之后 ,直接引入概率密度函数Φ�A k
( X ,

ck ) ( i = 1 ,2 , ⋯, �C) 来代替次隶属度函数.其中

Φ�A k
( X , ck ) =

1

2πσv , k

e - 1
2

X - ck
σ

v , k

2

, (3)

式中 ck 是二型模糊集 �A k 的隶属度函数的中心.

实际上 ,该算法通过补充概率密度函数的方式 ,

所体现的是具有最大可能性的情况 ,与二型模糊集

次隶属度函数的意义有所不同.算法的各个步骤中

并未体现出二型模糊集的作用 ,也未涉及到二型模

糊集的特征 ———次隶属度函数 ,因而 FCMV本质上

仍是针对一型模糊系统的一种系统建模方法.

4　次隶属度函数的作用
　　通过 FCM提取模糊规则进行系统建模 ,无疑

是一种可行的方法.问题是提取二型模糊集的规则

应体现出二型模糊集的特征 ,这与一型模糊集的规

则提取过程必然有所不同.具体说就是提取方法需

要考虑二型模糊集与一型模糊集的区别 ,即次隶属

度函数的影响.一型模糊系统的 FCM算法通常仅考

虑主隶属度和聚类中心 ,不涉及次隶属度函数.那么

次隶属度函数在 FCM算法中应如何体现 ?本节从二

型模糊集的主隶属度函数的期望与次隶属度函数值

之间的关系着手 ,对这一问题进行探讨.

设二型模糊集的隶属度值为 u , u本身是一型模

糊集.在应用 FCM对二型模糊集进行聚类时 ,讨论

u的某个取值并无意义 ,有意义的是 u的期望.根据

u为连续或者离散的情况 ,对 u计算期望 ,然后进行

目标函数的推导 ,这应是二型模糊集聚类的正确方

法.从这一思路出发 ,本文推导出适用于二型模糊系

统建模的改进的 FCM算法.

根据二型模糊集的定义 ,可知 u的期望 �u 在连
续情况下为

�u =∫f ( x)μ( x) d x ; (4)

在离散情况下为

�u = ∑f ( x)μk , k = 1 ,2 , ⋯, n. (5)

其中μ为次隶属度函数.

根据上述分析 ,模糊聚类的目标函数可表示为

F(U ,V ) = ∑
n

k = 1
∑

n

i = 1

( �uik ) m ‖x k - vi ‖2
Q ,

1 < m < ∞. (6)

设 dik = ‖x k - vi ‖Q ,则式 (6) 变为

F(U ,V ) = ∑
n

k = 1
∑

n

i = 1

( �uik ) m d2
ik ,

1 < m < ∞. (7)

　　首先考虑次隶属度函数为离散函数的情况 ,即

�uik = ∑
p

j = 1
f j ( �A k )μik j , (8)

其中 p为次隶属度函数值总数.

应用拉格朗日乘子法进行求解 ,得到方程

F = ∑
c

i = 1

( �uik ) m d2
ik +λ(∑

c

i = 1
�u - 1) . (9)

分别对式 (9) 中λ和 �u 取偏导求极值 ,得
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5 F
5λ = ∑

c

i = 1
∑

p

j = 1
f j ( �A k)μik j - 1 ,

5 F
5μik j

= m[∑
p

j = 1
f j ( �A k )μik j ]

m- 1
f j ( �A k ) d2

ik +λf j ( �A k) ,

5μik j

5�u
　

ik

=
1

d�u
　

ik / dμik j

=
1

f j ( �A
　

k )
.

(10)

　　通常可认为同一次隶属度函数的概率密度函

数相同 ,即

f j ( �A k ) = f ( �A k ) , Π j ∈{ 1 ,2 , ⋯, p} . (11)

代入式 (10) ,得方程组

5 F
5λ = ∑

c

i = 1
f ( �A k ) ∑

p

j = 1

μik j - 1 = 0 ,

5 F
5�uik

= m[ f ( �A k ) ∑
p

j = 1

μik j ]
m- 1

d2
ik +λf ( �A k ) = 0 .

(12)

解得

∑
p

j = 1

μik j = 1/ f ( �A k ) ∑
c

l = 1
[

dik

d lk
]

2
m- 1

. (13)

从而

�uik = ∑
p

j = 1
f j ( �A k )μik j = f ( �A k ) ∑

p

j = 1

μik j =

1/ ∑
c

l = 1
[

dik

d lk
]

2
m- 1

. (14)

　　用类似的方法求解 F(U ,V ) 为最小值时 vi 的

值.令

5
5vi

F (U ,V ) = 0 , (15)

则得

∑
n

k = 1

( �uik ) m 5
5v i

[ ( x k - v i )
T A ( x k - v i ) ] = 0 ,

(16)

∑
n

k = 1

( �uik ) m [ - 2 A ( x k - v i ) ] = 0 , (17)

∑
n

k = 1

( �uik ) m ( x k - v i ) = 0 . (18)

因而

vi =
1

∑
n

k = 1

( �uik ) m
∑

n

k = 1

( �uik ) m x k . (19)

结合式 (8) ,有

v i =
1

∑
n

k = 1
[ f ( �A k ) ∑

p

j = 1

μik j ]
m
×

∑
n

k = 1
[ f ( �A k ) ∑

p

j = 1

μik j ]
m

x k . (20)

　　至此 ,便得到了关于二型模糊隶属度和概率密

度的模糊聚类表达式.

类似地 ,设次隶属度函数的概率密度为连续函

数

�uik =∫
+∞

- ∞
f ( �A k )μik , x j

d x j , (21)

则有

v i =
1

∑
n

k = 1
[ f ( �A k )∫

+∞

- ∞
μik , x j

d x j ]
m
×

∑
n

k = 1
[ f ( �A k )∫

+∞

- ∞
μik , x j

d x j ]
m

x k . (22)

5　一般二型模糊规则提取算法
　　根据第 4节的结论 ,参考 FCMV算法中处理可

移动聚类中心和引入聚类离差 ,本文提出针对一般

二型模糊规则提取的模糊聚类算法.限于篇幅 ,仅讨

论次隶属度函数为离散的情况.算法描述如下 :

设[ x1 , x2 , ⋯, x p ]为 p维二型模糊数据集 ,具

有离散型次隶属度函数 ,其概率密度为 f ( �A k ) .聚类

中心可用一组可移动的聚类中心 v i = [ v i ,1 , v i ,2 , ⋯,

vi , p ]来表示 ,聚类优化目标为式 (6) .其中

U = [ �uik ] , V = [ vi ] , (23)

权重矩阵 Q ∈Rn×n为对称正定矩阵 , �uik 为第 i个可

移动向量到第 k组训练数据的隶属度.

算法的详细步骤如下 :

Step1 : 选择正矩阵 Qm (1 < m < ∞) 和正常数

ε> 0 .初始化U
( s) ∈Rn×n和Γ( s) ∈Rn×n ,设迭代指数

s = 0 ,聚类可移动中心向量

v
(0)
i =

1

∑
n

k = 1
[ f ( �A k ) ∑

p

j = 1

μik j ]
m
×

∑
n

k = 1
[ f ( �A k ) ∑

p

j = 1

μik j ]
m

x k . (24)

　　Step2 : 根据下式计算隶属度均值 :

�uik =
(1/ ‖x k - v i ‖2

Q) 1/ m- 1

∑
n

i = 1
( 1
‖x k - v i ‖2

Q
)

1/ m- 1
. (25)

　　Step3 : 在第 s次迭代时 ,根据下式计算新的隶

属度均值矩阵 U
( s) :

Ik ≡{ i | 1 ≤ i ≤n , ‖x k - v i ‖ = 0} , (26)

�I k = { 1 ,2 , ⋯, n} - I k . (27)

若 Ik = Á ,则

vi =
1

∑
n

k = 1

( �uik ) m
∑

n

k = 1

( �uik ) m x k , k = 1 ,2 , ⋯, n;

(28)

若 Ik ≠ Á ,则

ui , k = 0 , ∑
i∈Ik

u i , k = 1 , Πi ∈�I k . (29)
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　　Step4 : 计算距离Δ = ‖vs+1 - vs ‖. 如果Δ >

εv ,则令 s = s + 1 ,转 Step2 ;否则 ,转 Step5 .

Step5 : 计算可移动聚类中心 v i ,并比较向量 v j

之间的相关度

Kj ≡{ i | 1 ≤ i ≤n , ‖vi - v j ‖ = 0} , (30)

�Kj = { 1 ,2 , ⋯, n} - Kj . (31)

若 Kj = Á ,则

ri , j =
(1/ ‖v i - v j ‖2

Q) 1/ m- 1

∑
n

i = 1 , i≠j
( 1
‖v i - v j ‖2

Q
)

1/ m- 1
; (32)

若 Kj ≠ Á ,则

Πi ∈ �K j , ri , j = exp ( -
‖v i - v j ‖2

Q

2b2 ) , (33)

Πi ∈ Kj , ri , j = 1 . (34)

其中 b为高斯函数的宽度.

Step6 : 根据式 (25) 计算隶属度均值.

Step7 : 如果 ‖Γ( s+1)
- Γ( s) ‖ >ε,则转 Step5 ;

如果 0 < ‖Γ( s+1)
- Γ( s) ‖≤ε,且 �v i = 0 ,则令 �v i =

vi ,转 Step5 ; 如果 ‖Г( s+1)
- Г( s) ‖= 0 ,则转 Step8 .

Step8 : 原始数据 v i 及其收敛向量已划分到同

一类中 ,收敛向量 ck ( k = 1 ,2 , ⋯, �C) 为聚类中心 ,这

里 �C为聚类总数.根据下式计算聚类中心均值的离

差 :

σv , k = ∑
n

i = 1

( �uik ) m ‖�v i - ck ‖2
Q/ ∑

n

i = 1

( �uik ) m ,

(35)

其中

�uik =
(1/ ‖�v i - ck ‖2

Q) 1/ m- 1

∑
�C

k = 1
( 1
‖�v i - ck ‖2

Q
)

1/ m- 1
. (36)

　　通过以上改进算法 ,便可得到聚类中心 ck 和聚

类中心的方差σv , k .根据聚类所得的聚类中心 ck 和

聚类中心的方差σv , k ,以及对应的次隶属度函数值 ,

便可得到相应的 IF2T H EN规则.

FCM算法的收敛性研究表明[7 ] : FCM 算法能

从任意给定初始点开始 ,沿一个迭代子序列收敛到

其目标函数的局部极小点或鞍点.根据次隶属度函

数与模糊聚类结果之间的关系 ,本文提出的改进

FCM算法合理地选择迭代初值 ,符合 FCM 算法收

敛性的要求.

6　应用与仿真
　　与一型模糊控制相比 ,二型模糊控制能控制具

有复杂不确定性的对象 ,并能适应不同条件下的控

制需要.与传统的模糊控制类似 ,二型模糊系统也需

要确定输入输出变量 ,建立模糊规则.

本文对提出的二型模糊规则提取算法使用

Matlab 7进行实例仿真测试 ,以验证其实际效果.仿

真实例是某交叉路口的交通信号控制系统 ,该控制

系统应用二型模糊控制完成相位和绿灯延时的控

制 ,以减少车辆排队等待时间 ,提高通行效率.

仿真所采取的信号模糊控制方法参见文献[8 ].

绿灯相位和时长可变 ,变化的依据是处于绿灯相位

的等待队列长度 Qg ( t) 与处于红灯相位的最长等待

队列长度 Qr ( t) 的比较结果. 模糊输入为 Qg ( t) 和

Qr ( t) ,输出为绿灯相位的延长时间.

为了进行对比 ,分别应用本文提出的算法和

FCMV算法提取模糊规则 ,建立模糊控制系统. 表

达路口等待队列的二型模糊集 ,可用{等待队列长度

均值 ,等待队列长度方差 ,次隶属度函数值} 3 个要

素来描述. Qg ( t) 和 Qr ( t) 的构造遵循下述步骤 :

设 t时刻路口各车道等待车流数为 Q ij ( t) , i ∈

{东 ,南 ,西 ,北} , j ∈{左转 ,直行} ,令每条车道最大

可等待的车辆数为 Qlimit .路口每个方向 i在时刻 t有

2个队列 :直行方向队列 Qi , through ( t) 和左转方向队列

Qi , left ( t) .队列中车辆数随时间而变化 ,是以下 3 个

变量的函数 :

1) t - Δt时刻该队列的车辆数 ;

2) Δ( t - 1) 时段驶入该车道的车辆数 ;

3) 绿灯信号的长短.

设定最短绿灯时间 Tmin ,最长绿灯时间 Tmax 和

驾驶员等待承受阈值 Tlimit .计算各相位对应车道等

待车辆长度之和 ,作为该相位的等待车辆长度 ,并对

其进行排序.计算出各车道从上次该车道放行结束

到现在的时间间隔 ti , j , i ∈{东 ,南 ,西 ,北) , j ∈{左

转 ,直行} .

按相位等待车辆长度排序 ,将最大值归入绿灯

相位集合 N green ,其余值归入红灯相位 N red . 给定

N green 中相位最短绿灯时间 Tmin ,在 Tmin 即将结束

时 ,计算 N green 中相位等待车辆长度 ,记为 Qg ( t) ;计

算集合 N red 中各相位等待车辆长度最大值 ,记为

Qr ( t) .根据 Qg ( t) 和 Qr ( t) 的值 ,利用模糊推理规则

来决定 N green 中相位绿灯延长时间 Te .

模糊推理规则分别应用本文提出的算法和

FCMV算法进行提取 ,其形式如下 :

Rule i : If l i is �A i ,1 andσi is �A i ,2 and

pi is �A i ,3 , Then Te is �A i ,4 .

其中 : l i 是等待队列长度 ,σi 是等待队列方差 , p i 是

次隶属度函数值 (可根据通行条件对应的概率得

到) , Te 为相位绿灯延时 , �A i , j ( j = 1 ,2 ,3 ,4) 为二型

模糊集.

假设交叉路口各方向车流到达率符合泊松分

布 ,且各方向车辆到达不均匀.设各车道的饱和流量
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为 36 (veh/ min) ,各车道最大可等待车辆数为 30 ,驾

驶员等待承受阈值 Tlimit 为 180 s ,最短绿灯时间 Tmin

为 15 s ,最长绿灯时间 Tmax 为 50 s.

仿真得到的路口排队长度随时间的变化如图 1

所示 ,路口排队队列长度的平均值比较如表 1所列.

图 1　排队长度随时间的变化

表 1　仿真结果比较

系统指标 本文算法 FCMV算法

路口排队队列
长度均值 / 辆

19 23

模糊聚类运算
迭代次数 / 次

13 38

　　从仿真结果可以看出 ,本文所提出的算法比

FCMV算法的控制效果更好.原因是 FCMV算法在

提取模糊规则时 ,仅仅考虑了具有最大可能的情况 ;

本文算法在提取模糊规则时 ,考虑了次隶属度函数

所代表的各种可能性对应的情况 ,因而对于控制对

象的不确定性具有更好的适应性.

从表 1可以看出 ,本文所提出的算法比 FCMV

算法具有更快的收敛速度.原因是本文算法根据历

史数据统计出的次隶属度函数 ,给出了合理的迭代

初值 ;而 FCMV 算法从任意初值开始迭代计算 ,难

以保证收敛计算的有效性和收敛速度.

7　结 　　论
　　本文提出一种应用于二型模糊系统建模的模糊

聚类算法 ,该算法能够提取二型模糊规则 ,克服了目

前二型模糊规则提取中忽略次隶属度函数的缺点.

与现有的 FCMV算法相比 ,本文算法具有更好的聚

类效果和收敛速度.最后通过一个交通控制的对比

实例验证了所提出算法的有效性.
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