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一般相关噪声下线性系统固定延迟平滑算法
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摘　要 : 针对机动目标跟踪中固定延迟平滑估计算法的精度问题 ,当具有一般相关过程噪声和量测噪声时 ,提出了

离散线性系统最优固定延迟平滑估计算法.该算法通过将延迟区间内全部量测进行集中式扩维 ,并对误差传递进行

分析 ,从而精确地给出了误差间的相关性.在线性无偏最小方差意义下对系统状态进行递推估计 ,新算法在噪声的高

斯分布假设下是最优的.仿真实验结果表明了该算法的有效性.
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Abstract : In view of estimation performance for maneuvering target t racking , an optimal fixed2lag smoothing

algorithm is proposed for discrete2time linear system with general correlated measurement and process noises. The

correlations between the errors are calculated precisely by the analysis of the error t ransfer property. Based on the

linear unbiased minimum variance estimation theory , the algorithm estimates the system states recursively using

centralized expanding2dimension method with all measurements in the fixed lag interval. The algorithm is optimal

under the hypothesis of Gauss dist ribution based on the best linear unbiased estimation (BL U E) theory. Simulation

result s show the effectiveness of the proposed algorithm.
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1　引　　言
　　在机动目标跟踪中 ,平滑估计可使用更多的量

测信息 ,因而能输出比滤波更精确的估计结果.尤其

是在空间发射问题中 ,一般需要对测量数据进行精

确的事后精度分析 ,使用高精度的平滑处理方法更

加重要.由于数据量很大 ,利用所有量测数据进行平

滑处理 (即定区间平滑) ,计算量巨大 ,实际应用中有

时不可接受 ,甚至不能进行.因此在允许的精度范围

内 ,使用固定延迟平滑 ,既能保证精度 ,又能保证速

度.

不同时刻噪声的相关性称为噪声的时间相关

性.同一时刻不同传感器各量测通道或同一传感器

不同通道噪声之间的相关性 ,以及过程噪声与量测

噪声之间的相关性 ,统称为噪声的空间相关性.对于

过程噪声和量测噪声都是白噪声的情况 ,平滑算法

有多种不同的形式[ 126 ] .一些文献没有考虑量测噪声

与过程噪声的相关性[123 ] ,或只考虑了噪声的部分空

间相关性[425 ] ,或只考虑了量测噪声的时间相关

性[6 ] .目前 ,尚未见一般相关噪声情况下平滑问题的

文献报道.

当系统受到连续干扰时 ,不同时刻的噪声可能

存在时间相关性 ;当传感器系统受到共同干扰的影

响时 ,量测噪声自身可能存在空间相关性.由于离散

化过程的影响 ,量测噪声与过程噪声之间存在一定

的时空相关性[7 ] .在机动目标跟踪中 ,将噪声看作具

有一般相关性 ,更接近于实际情况.
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本文在线性无偏最小方差意义下 ,研究离散线

性系统固定延迟平滑估计算法 ,并对延迟区间大小

与估计精度之间的关系进行仿真研究.

2　问题描述
　　考虑如下线性系统 :

Xk+1 = Fk+1| k Xk + Gkwk ,

zk = Hk Xk + vk .
(1)

其中 : Xk ∈Rn ( n维实数空间) 为状态矢量 , zk ∈Rm

为量测矢量 , Fk+1| k 表示 k时刻到 k + 1时刻的系统

状态转移矩阵 , Gk为过程噪声矩阵 , Hk为量测矩阵 ,

wk 和 vk 分别为过程噪声和量测噪声 ,下标 k = { 1 ,

2 , ⋯, N} 表示采样时刻.系统满足如下假设 :

假设 1　状态转移矩阵可逆.

假设 2　{ wk } 和{ vk } 是零均值相关高斯序列 ,

其协方差阵已知 ,且为

E
wi

vi

[ wj 　vj ] =
Qij S ij

ST
ij R ij

, (2)

其中上标 T表示矩阵转置.

假设 3　初始状态是具有均值 X0 和协方差阵

P0 的高斯随机向量 ,且初态误差 �X0 与{ wk } 和{ vk }

不相关.

记 k时刻延迟区间内的所有有效量测扩维向量

为 Zk = [ zT
k- i , ⋯, zT

k , ⋯, zT
k+ j ]T . i ≠0表示压缩平滑 ,

即不需要每点都平滑 ,或是对既往量测信息的重复

利用 ; j表示延迟量.这两个参数在平滑过程中是已

知和固定的.记区间长度为 L = i + j + 1 .在获得量

测信息 Zk的情况下 , 需要对 Xk ( k ≤N) 进行平滑估

计.

3　集中式定延迟平滑估计
　　由最优融合估计理论[8 ] ,在已知 Zk和 Xk+1估计

(即 X̂k+1 ) 的情况下对 Xk进行估计 ,不损失任何有效

信息 ,可将所有量测并行扩维 ,对状态进行最佳线性

无偏估计.以状态 Xk 为起点 ,由假设 1 可得正向和

逆向量测递推方程

zk+ j =

Hk+ j F k+ j| k+ j - 1 Fk+ j - 1| k+ j - 2 ⋯Fk+1| k Xk + vk+ j +

Hk+ j ( Fk+ j| k+ j - 1 ⋯Fk+2| k+1 Gkwk + ⋯+

Fk+ j| k+ j - 1 Gk+ j - 2 wk+ j - 2 + Gk+ j - 1 wk+ j - 1 ) , (3)

zk- i =

Hk- i F k- i| k- i+1 Fk- i+1| k- i+2 ⋯Fk- 1| k Xk + vk- i -

Hk- i ( Fk- i| k- i+1 ⋯Fk- 1| k Gk- 1 wk- 1 + ⋯+

Fk- i| k- i+1 Gk- iwk- i ) . (4)

　　记 k时刻各扩维矩阵如下 :

V k = [ vT
k- i , ⋯, vT

k+ j ]T , Wk = [ wT
k- i , ⋯, wT

k+ j - 1 ]T ,

Φk =

Hk- i F k- i| k- i+1 Fk- i+1| k- i+2 ⋯Fk- 1| k

…

Hk- 1 Fk- 1| k

Hk

Hk+1 Fk+1| k

…

Hk+ j F k+ j| k+ j - 1 Fk+ j - 1| k+ j - 2 ⋯Fk+1| k

,

Γk =

Ψ1 Oi 3 j

O1 3 i O1 3 j

Oj 3 i Ψ2

,

Zk 如第 2节所定义.其中
Ψ1 =

-

Hk- i F k- i| k- i+1 Gk- i ⋯ Hk- i F k- i| k- i+1 ⋯Fk- 1| k Gk- 1

0 ⋯ Hk- i+1 Fk- i+1| k- i+2 ⋯Fk- 1| k Gk- 1

… ω …

0 ⋯ Hk- 1 Fk- 1| k Gk- 1

,

Ψ2 =

Hk+1 Gk ⋯ 0

Hk+2 Fk+2| k+1 Gk ⋯ 0

… ω …

Hk+ j F k+ j| k+ j - 1 ⋯Fk+2| k+1 Gk ⋯ Hk+ j Gk+ j - 1

,

Oi 3 j 表示 i 行 j 列零矩阵.这里假定过程噪声维数 r

和量测噪声维数 m 皆为 1 ,否则相应的零矩阵行数

应乘以 m ,列数应乘以 r.于是可得扩维后 k时刻的

量测方程

Zk = Φk Xk +Γk Wk + V k . (5)

　　若已知 k - 1时刻的状态平滑估计 X̂k- 1 及其协

方差 Pk- 1 ,则由最佳线性无偏估计理论 ,状态一步预

报为

X̂k| k- 1 = Fk| k- 1 X̂k- 1 . (6)

　　状态一步预报误差为

�Xk| k- 1 = Xk - X̂k| k- 1 = Fk| k- 1 �Xk- 1 + Gk- 1 wk- 1 .

(7)

　　由于噪声一般相关性的存在 ,前一步状态估计

误差与噪声之间也存在相关性.计算状态更新平滑

增益 Kk 的重点在于求得状态估计误差的递推表达

式

�Xk- 1 = Xk- 1 - X̂k- 1 . (8)

　　记 I为单位矩阵 ,经逐步代入后的误差传递可

简记为

�Xk- 1 = Ak- 1 �X0 + Bk- 1 w0∶k- 2 -

Ck- 1 w1∶k- 1 - Dk- 1 V1∶k- 1 . (9)

其中

w0∶k- 2 = [ wT
0 , wT

1 , ⋯, wT
k- 2 ]T ,

W1∶k- 1 = [WT
1 ,WT

2 , ⋯,WT
k- 1 ]T ,

V1∶k- 1 = [V T
1 ,VT

2 , ⋯,VT
k- 1 ]T ,
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Ak- 1 =

( I - Kk- 1Φk- 1 ) Fk- 1| k- 2 ( I - Kk- 2Φk- 2 ) Fk- 2| k- 3 ⋯

( I - K1Φ1 ) F1| 0 ,

Bk- 1 =

[ ( I - Kk- 1Φk- 1 ) Fk- 1| k- 2 ( I - Kk- 2Φk- 2 ) Fk- 2| k- 3 ⋯,

⋯, ( I - Kk- 1Φk- 1 ) Gk- 2 ] ,

Ck- 1 =

[ ( I - Kk- 1Φk- 1 ) Fk- 1| k- 2 ( I - Kk- 2Φk- 2 ) Fk- 2| k- 3 ⋯,

⋯, ( I - Kk- 1Φk- 1 ) Fk- 1| k- 2 Kk- 2Γk- 2 , Kk- 1Γk- 1 ] ,

Dk- 1 =

[ ( I - Kk- 1Φk- 1 ) Fk- 1| k- 2 ( I - Kk- 2Φk- 2 ) Fk- 2| k- 3 ⋯,

⋯, ( I - Kk- 1Φk- 1 ) Fk- 1| k- 2 Kk- 2 , Kk- 1 ].

　　由假设 3初始误差 �X0与噪声的无关性 ,可得状

态一步预报协方差

Pk| k- 1 =

Fk| k- 1 Pk- 1 FT
k| k- 1 + Gk- 1 Qk- 1 , k- 1 GT

k- 1 +

Gk- 1 ( Qk- 1 ,0∶k- 2 BT
k- 1 - Q1∶k- 1

k- 1 CT
k- 1 - S1∶k- 1

k- 1 DT
k- 1 ) +

( Qk- 1 ,0∶k- 2 BT
k- 1 - Q1∶k- 1

k- 1 CT
k- 1 - S1∶k- 1

k- 1 DT
k- 1 ) T GT

k- 1 .

(10)

其中 :Qk∶l , i∶j 为矩阵Q的第 k行到 l行、第 i列到 j 列

子阵 , Q1∶k- 1
k- 1 = cov (wk- 1 , w1∶k- 1 ) , S1∶k- 1

k- 1 = cov (wk- 1 ,

V1∶k- 1 ) . 记 Q1∶k- 1 , k = cov (W1∶k- 1 ,Wk ) , Sk ,1∶k- 1 =

cov (Wk ,V1∶k- 1 ) , Rk , k = cov (V k ,V k) ,其他与此类似.

于是 ,量测预报为

Ẑk = Φk X̂ k| k- 1 . (11)

　　量测新息为

�Zk = Zk - Ẑk = Φk �X k| k- 1 +Γk Wk + V k . (12)

　　状态一步预报与新息交互协方差为

Λk = cov ( �Xk| k- 1 , �Zk ) = Pk| k- 1ΦT
k +Ωk , (13)

其中

Ωk = Gk- 1 Qk
k- 1ΓT

k + Fk| k- 1 ( Bk- 1 Qk
0∶k- 2 -

Ck- 1 Q1∶k- 1 , k - Dk- 1 ( Sk ,1∶k- 1 ) T )ΓT
k +

Fk| k- 1 ( Bk- 1 Sk
0∶k- 2 - Ck- 1 S1∶k- 1 , k -

Dk- 1 R1∶k- 1 , k ) + Gk- 1 Sk
k- 1 . (14)

　　新息协方差为

Ξk = cov ( �Zk) =

ΦkΛk +ΩT
kΦT

k +ΓkQ k , kΓT
k +

Rk , k +ΓkS k , k + (ΓkS k , k ) T . (15)

　　平滑增益为

Kk =Λk (Ξk ) - 1 . (16)

　　利用量测 Zk 的状态平滑更新为

X̂k = X̂k| k- 1 + Kk ( Zk - Φk X̂ k| k- 1 ) . (17)

　　状态更新估计协方差为

Pk = Pk| k- 1 - Λk (Ξk ) - 1ΛT
k . (18)

　　式 (6) , (7) , (10) ～ (12) , (15) ～ (18) 构成了

具有一般相关量测噪声和过程噪声的离散线性系统

集中式固定延迟平滑估计算法.该算法完全基于最

佳线性无偏估计理论 ,因而在线性无偏最小方差意

义下是最优的.当噪声不相关时 ,该算法与不考虑相

关性的卡尔曼平滑算法等价.

在工程应用中 ,由于数据量巨大 ,考虑整个量测

区间内的噪声相关性是不可能的.取而代之的是在

某一合适的窗口时间内认为噪声是相关的 ,超出窗

口时间长度则认为不再相关 ,即间隔时间越长的噪

声之间的相关性越弱.这与实际情况也是吻合的.同

时假定噪声的统计特性对窗口 L 具有平移不变性 ,

即噪声过程是平稳过程.对于 k时刻的循环 ,一般只

需扩维至包含 k - L + 1时刻噪声即可.

4　仿真研究
　　本节仿真主要对不相关固定延迟算法

(UCFL) ,空间相关固定延迟算法 (SCFL) ,一般相

关固定延迟算法 ( GCFL) 和一般相关固定区间算法

( GCFI) 进行比较 ,并且研究延迟区间大小对平滑性

能的影响.考虑一般相关性的 GCFI算法充分利用

了所有有效量测信息 ,它的平滑性能是最优的 ,但其

运算量却最大 ,且随区间的增大甚至不可应用.本文

仿真将它作为评价平滑性能的比较基准.

利用文献[6 ]的算例 ,不同的是采用了具有固

定相关系数的相关量测和过程噪声.考虑系统 (1) ,

采样间隔 T = 1 s ,取两组固定相关系数ρ= 0 . 36和

ρ= 0 . 097分别进行实验.系统参数如下 :

Qii = Rii = 1 , Hk = [1　0 ] ,

Fk| k- 1 =
1 T

0 1
, Gk =

T2 / 2

T
,

X0 =
10

5
, P0 =

100 0

0 5
.

仿真时间 100 s , 仿真结果为 M = 100 次 Monte

Carlo 仿真运行的统计结果.

仿真以时间平均均方根误差 ( RMS) 的比较为

主. RMS误差的计算公式为

ek = ( 1
M ∑

M

j = 1
[ �x k ( j) �x k ( j) ])

1/ 2
, (19)

其中 �x k ( j) 表示 k时刻第 j 次仿真位置估计误差.

时间平均均方根误差为

�e =
1
N ∑

N

k = 1
ek . (20)

　　表 1和表 2是 UCFL ,SCFL , GCFL和 GCFI各

自的位置和速度时间平均均方根值 ,其中 L = 20 ,

相关系数ρ分别为 0 . 36和 0 . 097 .表 3是不同延迟下

754
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时间平均均方根值的比较结果 ,其中 L = N - k表

示固定区间平滑.

表 1　时间平均均方根值比较 (ρ = 0. 36 , L = 20)

UCFL SCFL GCFL GCFI

位置 0 . 735 6 0 . 576 0 0 . 496 0 0 . 471 3

速度 0 . 488 3 0 . 475 1 0 . 470 1 0 . 468 3

表 2　时间平均均方根值比较 (ρ = 0 . 097 , L = 20)

UCFL SCFL GCFL GCFI

位置 0 . 662 2 0 . 640 2 0 . 583 7 0 . 564 7

速度 0 . 555 9 0 . 557 8 0 . 555 3 0 . 554 2

表 3　不同延迟时间平均均方根值比较 (ρ = 0 . 36)

L = 5 L = 10 L = 20 L = N - k

位置 0 . 532 6 0 . 513 8 0 . 496 0 0 . 471 3

速度 0 . 474 0 0 . 471 5 0 . 470 1 0 . 468 3

　　由表1和表2可以看出 , GCFL算法估计精度明

显优于 UCFL 和 SCFL 算法 ,它们的差异随着相关

性降低而减小.在相关系数为 0. 36 时 , GCFL 位置

跟踪精度相对后两种算法分别提高 32 %和 14 % ,而

相对最优的 GCFI算法只相差 5 %.在速度方向上 ,

几种平滑算法性能差异不大.

从表 3可以看出 ,随着延迟时间的增加 ,平滑精

度有所提高.以 GCFI结果为基准 ,当 L为5 ,10和 20

时 ,估计精度差分别为 13 % ,9 %和 5 %.延迟时间越

长 ,估计精度提高越不明显.算法复杂度与延迟时间

的大小呈指数增长关系 ,因而选择合适的延迟成为

工程应用的必然.

本文考虑了所有噪声的相关性 ,并且延迟区间

内所有有效信息得到了充分利用 ,因此噪声相关性

越强 , GCFL 算法越有优势.当噪声的时间相关性变

弱时 , GCFL 与 SCFL 二者性能接近 ;当所有噪声确

实不相关时 , GCFL 与 UCFL 和 SCFL 算法等价.

5　结 　　论
　　本文基于集中式量测信息融合的思想 ,利用最

小方差线性无偏估计理论 ,导出了具有一般相关量

测噪声和过程噪声的离散线性系统最优固定延迟平

滑算法.新的 GCFL 算法具有一般性 ,当噪声不相

关时 , GCFL 与 UCFL 和 SCFL 平滑算法等价.数值

仿真进一步验证了 GCFL 算法的有效性.本文算法

尤其适用于平稳噪声过程状态的估计. 如何提高

GCFL 算法的运算效率 ,将是有待进一步研究的课

题.
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