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对角 CARIMA模型多变量自适应约束广义预测控制

李奇安 , 李　平
(辽宁石油化工大学 信息与控制工程学院 , 辽宁 抚顺 113001)

摘　要 : 为了简化约束存在时多变量广义预测控制算法的设计与实现 ,依据对角 CARIMA模型的结构特点 ,将多输

入多输出对象的参数辨识和模型预报问题转化为一系列多输入单输出子对象的参数辨识和模型预报问题.推导了输

入输出的约束形式及优化求解过程 ,简化了多变量对象的参数辨识、模型预报、目标函数和约束条件系数矩阵的计

算.在由 DCS控制的非线性液位装置上的对比实验结果表明了该方法的有效性.
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Abstract : A const rained mulitivariable generalized predictive control algorithm ( CM GPC) for CARIMA model with

diagonal matrics A and C is developed to simplify the design and implementation of CM GPC when considering of input

and output const raint s. The identification and model output prediction problems of the multivariable process with m

input s and n output s are t ransformed into that of a series of subprocesses with m input s and single output by utilizing

the st ructure characteristic of the diagonal CARIMA model. The input and output const raint s and optimization

problem are analyzed in detail. This method simplifies system identification , output prediction and the computation of

the objective function coefficient s and const raint matrics. Comparative experiment result s obtained from a nonlinear

liquid system controlled by DCS show the effectiveness of the method.

Key words : Generalized predictive control ; Adaptive control ; CARIMA model ; Multivariable ; Const rained control

1　引　　言
　　多变量自适应约束广义预测控制[1 ]在精馏[2 ]、

聚乙烯[3 ]、热电厂[4 ]、电力系统[ 5 ]、加热炉[6 ]、飞行控

制[7 ]、医药制药[8 ]等领域都有广泛的应用和研究.但

CM GPC推导复杂 ,计算量大 ,在线实现困难 ,因此

研究人员对其提出了一些改进方法.文献[9 ]针对一

类输入变量幅值及其变化率受约束的非线性系统 ,

利用 T2S模糊模型对广义预测控制算法提出了改

进方案 ,在一定程度上降低了在线计算负担. [10 ]对

局部动态线性化模型进行对角解耦 ,削弱了变量之

间的耦合程度. [ 11 ]将 CM GPC 的解转化为一个

Tank2Hopfield优化电路网络的稳态解 ,通过硬件

电路或龙格2库塔数值方法进行求解. [ 12 ]利用双重

神经网络求解 CM GPC的多步优化问题 ,由于双神

经网络具有结构简单、运行速度快和易于实现等特

点 ,可以提高 CM GPC的实时性. [ 13 ]基于小波变换

的多分辨分析功能 ,对 CM GPC的预测和控制时域

在小波域进行分块压缩 ,降低了约束维数 ,提高了计

算效率. [2 ]利用矩阵正交分解法求解 CM GPC的优

化问题 ,奇异值分解法不但提高了解的数值完整性 ,

而且有利于改进闭环系统的鲁棒性能. [ 14 ]利用增

广上对角分解辨识方法 ,将多输入多输出系统分解

成多个多输入单输出子系统进行模型辨识 ,达到了

改进多变量自适应约束广义预测控制算法的目的.
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对于非约束形式的多变量广义预测控制算法 ,

文献[ 15 ]将 CARIMA模型的 A 和 C矩阵构造成对

角形式 ,以简化模型参数的辨识和多变量广义预测

控制器的分析设计.预测控制算法的最大优点是能

以自然的方式来处理系统的各种约束条件 ,在不违

背约束的情况下尽可能实现系统的最优化.事实上 ,

所有物理系统都存在一定的约束 ,而文献 [ 15 ]提出

的改进算法没有考虑控制系统的约束条件 ,因此还

不能说是真正意义上的优化控制.本文在引入对角

CARIMA模型的基础上 ,考虑了控制系统的输入输

出约束 ,对自适应 CM GPC算法作进一步简化.

2　算法推导
2 . 1　模型输出预测[15 ]

对于物理可实现的 m输入 n输出的多变量对象

的 CARIMA模型

A ( z - 1 ) y( t) = B ( z - 1 ) u( t - 1) + C( z - 1 ) e( t) /Δ.

(1)

其中 : A ( z - 1 ) = diag{ A 11 ( z - 1 ) , ⋯, A nn ( z - 1 ) } 和

C( z - 1 ) = diag{ C11 ( z - 1 ) , ⋯, Cnn ( z - 1 ) }为 n×n维首

一多项式矩阵 , diag{·} 表示以括号中的元素为对角

元素的对角矩阵 ; B ( z - 1 ) 为 n×m维多项式矩阵 ,其

第 ( i , j) 个元素为 z - dij B ij ( z - 1 ) , dij 是第 i 个输出对

于第 j 个输入的纯滞后 ; A ii ( z - 1 ) = 1 + ∑
na ii

k = 1
aii k

z - k ,

B ij ( z - 1 ) = ∑
nb ij

k = 0
bij k

z - k , Cii ( z - 1 ) = 1 + ∑
nc ii

k = 1
cii k

z - k ,

na ii , nbij 和 nc ii 分别为多项式 A ii ( z - 1 ) , B ij ( z - 1 ) 和

Cii ( z - 1 ) 的阶次 ; y( t) = [ y1 ( t) , ⋯, y n ( t) ]T , u( t) =

[ u1 ( t) , ⋯, um ( t) ]T , e( t) = [ e1 ( t) , ⋯, en ( t) ]T 分别

为 t时刻的输出向量、输入向量和噪声向量 ,假设噪

声为零均值白噪声 ;Δ = 1 - z - 1 ; i = 1 ,2 , ⋯, n , j =

1 ,2 , ⋯, m.

如果选择第 i个输出的参考轨迹 w i 为 y i ( t) 向

着 t时刻设定值 r i ( t) 的一阶光滑近似 ,则有

W = T y y ( t) + T r r ( t) . (2)

其中 :W = [ wT
1 , wT

2 , ⋯, wT
n ]T , T y = diag{ Ty1 , Ty2 ,

⋯, Ty n
} , T r = diag{ Tr1 , Tr2 , ⋯, Trn

} , r ( t) = [ r1 ( t) ,

r2 ( t) , ⋯, rn ( t) ]T ; wi = [ w i ( t + N 1 i
) , ⋯, w i ( t +

N 2 i
) ]T , Ty i

= [αN1 ii ,αN1 i
+1

i , ⋯,αN2 ii ]T , Tri
= 1 - Ty i

;

N 1 i
和 N 2 i
分别为第 i 个输出的最小和最大预测时

域 ,一般取 N 1 i
= di + 1 , di = min

j
dij 是第 i 个输出

对于所有输入的最小时滞 ;αi ∈[0 ,1 ]为第 i个输出

的柔化因子.

于是可得到输出变量的预测表达式

Ŷ = GU N3 + f . (3)

其中 : Ŷ = [ ŶT
1 N1

, ŶT
2 N2

, ⋯, ŶT
nN n

]T , ŶiN i
= [ ŷ i ( t +

N1 i
| t) , ⋯, ŷ i ( t + N 2 i

| t) ]T , ŷ i ( t + j | t) 为第 i个

输出 t + j 时刻的期望值 ;U N3 = [U T
1 N31

,U T
2 N32

, ⋯,

U T
mN3m

]T , U j N3 j

= [Δuj ( t) , ⋯,Δuj ( t + N 3 j
) ]T ,

Δuj ( t + k) 为第 j个输入 t + k时刻的增量 ; G为 n ×

m维方块阵 ,其第 ( i , j) 个元素为 Gij N3 j

, Gij N3 j

为 Gij 前

N3 j
+ 1列元素构成的子矩阵 , Gij 为 N i ( N i = N 2 i

-

di 为第 i 个输出的预测时域) 阶下三角矩阵 ,其第

( k , h) 个元素为 gij k , k- h
( k ≥ h) , gij k , k- h

为多项式

Gij k
( z - 1 ) = ∑

k- 1

h = 0
gij k , h

z - h 的系数 ; f = [ f T
1 , f T

2 , ⋯,

f T
n ]T , f i = [ f i1 , f i2 , ⋯, f in

]T , f ik
=

∑
m

j = 1
Gpij k

( z - 1 )Δuj ( t - 1) + [ N ik+ di
( z - 1 ) +

M ik+ di
( z - 1 ) Fik+ di

( z - 1 ) ] y i ( t) ; Gij k
( z - 1 ) +

z - k Gpij k
( z - 1 ) = M ik+ di

( z - 1 ) Eik+ di
( z - 1 ) B′ij ( z - 1 ) ,

z - dij B ( z - 1 ) = z - di B′ij ( z - 1 ) ; M ik+ di
( z - 1 ) 和

N ik+ di
( z - 1 ) 分别为 k + di - 1阶和 nc ii - 1阶多项式 ,

Eik+ di
( z - 1 ) 和 Fik+ di

( z - 1 ) 分别为 k + di - 1阶和 na ii

- 1阶多项式 ,且分别满足如下两个 Diop hantine方

程 :

1 = Cii ( z - 1 ) M ik+ di
( z - 1 ) + z - ( k+ di

)
N ik+ di

( z - 1 ) ,

Cii ( z - 1 ) =

Eik+ di
( z - 1 )ΔA ( z - 1 ) + z - ( k+ di

)
Fik+ di

( z - 1 ) .

2 . 2　输入输出约束

系统约束最简单的形式是输入输出变量的幅值

约束和输入变量的速率约束.

令 �y i ( t + k) 和 y i ( t + k) 分别为 t + k时刻输出

期望值 ŷ i ( t + k | t) 的上下限值.由于引入了最小时

域 N1 i
= di + 1 ,只需考虑 t + di + 1到 t + di + N i

时刻输出预测值的幅值约束.令

YiN i
= [ y i ( t + N1 i

) , ⋯, y i ( t + N 2 i
) ]T ,

Y = [ YT
1 N1

, YT
2 N2

, ⋯, YT
nN n

]T ,

�YiN i
= [ �y i ( t + N1 i

) , ⋯, �y i ( t + N 2 i
) ]T ,

�Y = [ �YT
1 N1

, �YT
2 N2

, ⋯, �YT
nN n

]T .

则所有输出期望值的约束为

Y ≤ Ŷ ≤ �Y. (4)

　　对于第 j个输入 ,由于引入了控制时域 N 3 j
+ 1 ,

则Δuj ( t + k) = 0 ( k ≥N 3 j
+ 1) ,只需考虑 t到 t +

N3 j
时刻的输入速率约束.令Δuj ( t + k) 和Δ�u j ( t +

k) 分别为第 j个输入增量Δuj ( t + k) 在 t + k时刻的

上下限值 ,并令
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　　　U j N3 j

= [Δuj ( t) , ⋯,Δuj ( t + N 3 j
) ]T ,

　　　U N3 = [U T
1 N31

,U T
2 N32

, ⋯,U T
mN3m

]T ,

�U j N3 j

= [Δ�u j ( t) , ⋯,Δ�u j ( t + N 3 j
) ]T ,

�UN3 = [ �UT
1 N31

, �UT
2 N32

, ⋯, �UT
mN3m

]T .

则所有输入变量的速率约束为

U N3 ≤U N3 ≤�UN3 . (5)

　　相应地 ,第 j个输入变量也只考虑 t 到 t + N 3 j

时刻的幅值约束.令 �u j ( t + k) 和 uj ( t + k) 分别为

uj ( t + k) 的上下限值 ,并令

Σj N3 j

= [ uj ( t) , ⋯, uj ( t + N3 j
) ]T ,

Σj N3 j

= [ �u j ( t) , ⋯, �u j ( t + N3 j
) ]T ,

Σj N3 j

= [ uj ( t) , ⋯, uj ( t + N3 j
) ]T ,

ej N3 j

= [1 ,1 , ⋯,1 ]T ,

I j N3 j

为下三角全 1矩阵.则有

Σj N3 j

= I j N3 j

U j N3 j

+ ej N3 j

u j ( t - 1) . (6)

　　令

ΣN3 = [ΣT
1 N31

,ΣT
2 N32

, ⋯,ΣT
mN3m

]T ,

ΣN3 = [ΣT
1 N31

, �ΣT
2 N32

, ⋯, �ΣT
mN3m

]T ,

I N3 = diag{ I1 N31

, I2 N32

, ⋯, Im N3m

} ,

eN3 = diag{ e1 N31

, e2 N32

, ⋯, em N3m

} .

则所有输入变量的幅值约束为

ΣN3- eN3 u( t - 1) ≤ I N3 U N3 ≤

�ΣN3- eN3 u( t - 1) , (7)

其中 u( t - 1) = [ u1 ( t - 1) , ⋯, um ( t - 1) ]T .

2 . 3　目标函数

考虑如下有限时域二次目标函数 :

min
U N3

J = ( Ŷ - W) T R ( Ŷ - W) + U T
N3 QU N3 . (8)

其中

R = diag{δ1 ,δ2 , ⋯,δn} ,

δi = diag{δi ( N 1 i
) , ⋯,δi ( N 2 i

) } ,

Q = diag{λ1 ,λ2 , ⋯,λm } ,

λj = diag{λj (1) , ⋯,λj ( N 3 j
) } ,

i = 1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, m ,

δi ( k) 和λj ( k) 为加权系数.

2 . 4　优化求解

根据式 (2) 和 (3) ,目标函数 (8) 可改写成如下

形式 :

min
U N3

J =

U T
N3 [ GT RG + Q]U N3 + 2[ f T RG -

y( t) T TT
y R G - r ( t) T TT

r R G]U N3 + f T Rf -

2 y ( t) T TT
y R f - 2 r ( t) T TT

r R f +

y( t) T TT
y R T y y ( t) + 2 y( t) T TT

y R T r r ( t) +

r ( t) T TT
r R T r r ( t) . (9)

　　令

Π = 2[ GT RG + Q] ,

TT = 2[ f T RG - y( t) T TT
y R G - r ( t) T T T

r R G ] ,

Ψ = f T Rf - 2 y ( t) T TT
y R f - 2 r ( t) T TT

r R f +

　　y( t) T TT
y R T y y ( t) + 2 y( t) T TT

y R T r r ( t) +

　　r ( t) T TT
r R T r r ( t) ,

φ = [ GT , IT , IT
N3 ]T ,ρ= [φ, - φ] ,

�μ = [ �YT - f T , �UT
N3 , �ΣT

N3 - uT ( t - 1) eT
N3 ]T ,

μ = [ f T - YT , - U T
N3 , uT ( t - 1) eT

N3 - ΣT
N3 ]T ,

v = [ �μ,μ] ,

I为∑
m

j = 1

( N3 j
+ 1) 阶单位矩阵.

由于 f 是输出变量的自由响应项 ,则Ψ在 t 时

刻的值可由已知数据计算得出 ,与优化变量 U N3 无

关.故在 t时刻控制律的求解可转换为如下标准的

二次规划问题 :

min
U N3

J =
1
2

U T
N3
ΠU N3 + TTU N3 , (10)

满足ρU N3 ≤v.

二次规划问题在一般的优化计算方法论著中都

有详细介绍[16 ,17 ] ,并有一些成型的优化软件包 ,在

此不再赘述.

根据对角 CA RIMA模型的结构特点 ,多变量过

程的参数辨识问题可转换成 n个 m输入单输出子对

象的参数辨识问题.参数辨识方法可参阅文献[15 ].

3　实验研究
　　文献 [15 ] 的理论推导和实验结果证明 ,对角

CARIMA模型多变量自适应广义预测控制算法的

非约束形式是有效而可行的.在引入系统输入输出

约束后 ,从理论上讲算法的控制品质会有所提升.

下面用实验的方法来检验本文算法的可行性 ,

并与文献 [15 ] 的方法进行对比. 为了叙述方便 ,把

文献 [15 ] 方法记为 M GPC , 把本文方法记为

CM GPC.对比实验在一个由 DCS控制的非线性多

容液位系统上进行.实验装置的详细描述参阅文献

[18 ].

3 . 1　实验对象模型

实验中取被控对象的 CA RIMA 模型结构为 :

na11 = na22 = 6 , nb11 = nb12 = nb21 = nb22 = 5 , nc11

= nc22 = 6 .当控制周期选为 5 s时 , d11 = d12 = d21

= d22 = 0 . u1 和 u2 分别为泵 1和泵 2的控制量 , y1

233
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和 y2 分别为液位高度.受物理条件的制约 , u1 和 u2

的实际取值限定在 50 %～ 100 %.

用伪随机激励信号进行模型测试 ,所得的模型

参数平均值作为模型参数辨识的初值.

3 . 2　控制系统参数选择

依据控制周期和预测控制算法参数选择的一般

原则 ,采样周期为 1 s ,控制周期为 5 s ,预测时域 N 11

= N 12 = 73 ,控制时域 N 31 = N 32 = 18 .实验中参考轨

迹取设定值的一阶光滑近似 ,柔化因子α1 =α2 =

0 . 5 . R和 Q为常值对角阵 ,对角元素分别为 5 000和

0 . 01 . 模型参数初值取实验平均值 ,辨识方法采用

带遗忘因子的最小二乘法 ,遗忘因子为 0 . 98 ,协方

差矩阵初值 P0 = 104 I ( I为单位矩阵) .

假设系统输入输出满足如下约束条件 :

0 . 255 ≤ ŷ1 ( t + i | t) ≤0 . 295 ,

　　i = 1 ,2 , ⋯, N21 ;

0 . 245 ≤ ŷ2 ( t + i | t) ≤0 . 285 ,

　　i = 1 ,2 , ⋯, N22 ;

- 10 % ≤Δuj ( t + i) ≤10 % ,

　i = 0 ,1 , ⋯, N 3 j
, j = 1 ,2 ;

50 % ≤uj ( t + i) ≤100 % ,

　i = 0 ,1 , ⋯, N 3 j
, j = 1 ,2 .

　　当采用无约束控制模式时 ,如果输入变量的幅

值和速率不满足假设条件 ,则采用 cut2off 方法 ,直

接剪除超越约束边界的部分.

3 . 3　实验结果

实验分为两组 :第 1 组为 M GPC ,第 2 组为

CM GPC.为了模拟生产中自适应控制器的在线投

运过程 ,在 1～ 600 s ,泵 1和泵 2输入伪随机二进制

序列控制信号 ,让辨识器运行起来 ;在 601～ 900 s ,

让系统平稳下来 ;在 901～ 3 000 s ,系统投入自动控

制.

输出变量的实时曲线如图 1和图 2所示.其中

实线、点线、虚线、点划线分别为 y1 , y2 , y1 的设定值

r1 , y2 的设定值 r2 的实时曲线.输出实时曲线表明 ,

无论是有约束的 CM GPC 算法 , 还是无约束的

图 1　自适应 MGPC输出

图 2　自适应 CMGPC输出

M GPC算法 ,都取得了较为满意的控制效果.

表 1统计了各算法中输出变量跟踪设定值的误

差绝对值和与误差平方和.统计公式分别为

eASEi
= ∑

3 000

k = 1 200
| ri ( k) - y i ( k) | ,

eSSEi
= ∑

3 000

k = 1 200

| ri ( k) - y i ( k) | 2 , i = 1 ,2 .

表中数据表明 , M GPC和 CM GPC在跟踪性能方面

基本一致.

表 1　输出变量跟踪设定值的误差

算 　法 eASE1 eASE2 eSSE1 eSSE2

M GPC 3 . 464 0 2 . 723 0 0 . 050 5 0 . 041 3

CM GPC 3 . 417 0 3 . 275 0 0 . 046 9 0 . 047 9

　　图 3和图 4给出了 901～ 3 000 s之间输入变量

的实时曲线.其中实线、点线、点划线和虚线分别为

u1 , u2 , u1 和 u2 的上下限值.图 3中对应于被控变量

设定值发生跃变的时刻 ,控制变量的计算量往往超

出了其上下限值 ;图 4 中的所有实时曲线都在输入

变量的约束范围之内 ,说明有约束的控制方法能有

图 3　自适应 MGPC输入

图 4　自适应 CMGPC输入
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效处理输入幅值约束问题.

图 5和图 6给出了 901～ 3 000 s之间控制增量

的变化情况.其中实线和点线分别为Δu1 和Δu2 实

时变化曲线 ,点划线和虚线分别为Δu1 和Δu2 的上

下限.从图 5的实时曲线可以看出 ,当被控变量设定

值发生跃变时 ,控制增量的计算量往往超出其上下

界限 ;图 6的控制增量实时曲线都落在约束边界之

内 ,说明有约束的控制方法能有效处理输入变量速

率约束问题.

图 5　自适应 MGPC控制增量Δu1 和Δu2

图 6　自适应 CMGPC控制增量Δu1 和Δu2

对于有约束的算法 ,当预测到输出变量在预测

时域内有可能越界时 ,优化求解算法将找不到可行

解.此时可采用无约束的相应算法来求解当前时刻

的控制增量 ,也可采用输出变量的软约束来避免此

类现象的发生.

受篇幅所限 ,此处没有列出参数辨识的实时变

化曲线 ,但表 2统计了系统在 1 200～ 3 000 s之间辨

识模型输出预报误差绝对值和与误差平方和.统计

公式分别为

EASEi
= ∑

3 000

t = 1 200
| y i ( t) - ŷ i ( t | t - 1) | ,

ESSEi
= ∑

3 000

t = 1 200
| y i ( t) - ŷ i ( t | t - 1) | 2 , i = 1 ,2 .

表 2　辨识模型输出预报误差

算 　法 EASE1 EASE2 ESSE1 ESSE2

M GPC 0 . 957 0 0 . 829 3 0 . 001 0 0 . 001 0

CM GPC 0 . 972 3 0 . 960 4 0 . 001 2 0 . 001 2

　　表 2中的统计数据比表 1中的统计数据小很

多 ,说明辨识得到的模型能很好地描述系统的动态

特性 ;同时也说明 ,把多输入多输出对象的辨识问题

分解为多个多输入单输出对象的辨识问题 ,这种策

略是可行的.

4　结 　　论
　　根据对角 CA RIMA 模型的结构特点 ,可以极

大地简化模型输出预报的计算 ,从而可简化控制律

的求解.当考虑系统存在的约束时 ,这种形式的模型

结构进一步简化了二次规划中目标函数系数和约束

条件系数的计算.在多容液位系统上的对比实验结

果表明 ,无论是有约束的 CM GPC ,还是无约束

M GPC ,都能取得满意的控制效果 ,但在处理输入输

出约束方面 ,有约束的控制算法具有明显的优势.
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