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摘　要 : 针对过程神经元网络由于模型参数较多 BP算法不易收敛的问题 ,提出一种基于量子位 Bloch坐标的量子

遗传算法.将该算法融合于过程神经网络的训练 ,按权值参数的个数确定量子染色体上的基因数并完成种群编码 ,通

过新的量子旋转门完成个体的更新.算法中的每条染色体携带 3条基因链 ,因此可扩展对解空间的遍历性 ,加速优化

进程.以两组二维三角函数的模式分类问题为例 ,仿真结果表明该方法不仅收敛速度快 ,而且寻优能力强.
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Abstract : Aiming at the problem that it is difficult for BP algorithm to converge because of more parameters in t raining

of process neural networks based on orthogonal basis expansion , a solution on the basis of an improved quantum

genetic algorithm is proposed in the paper. An improved quantum genetic algorithm based on Bloch coordinates of

qubit s is proposed , which is integrated into the t raining of process neural networks. The number of genes on a

chromosome is determined by the number of weight parameters and population coding is completed. Individuals in the

population are updated by new quantum rotation gate. In this method , each chromosome carries three chains of genes ,

so can extend ergodicity for solution space and accelerate optimization process. Taking the pattern classification of two

group s of two2dimensional t rigonometric functions as an example , the simulation result s show that the method has not

only fast convergence but also good optimization ability.
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1　引　　言
　　针对许多实际应用系统的输入是依赖于时间的

连续函数 ,一些控制信号的输出既依赖于输入函数

的空间聚合 ,又与时间的累计效应密切相关的问题 ,

文献[ 1 ,2 ]提出一种过程神经元网络模型 ( PNN) .

过程神经元的结构与传统 MP模型的结构相似 ,由

加权、聚合和激励运算三部分组成 ;与传统神经元不

同之处在于 :过程神经元的输入和权值可以是时变

的 ,其聚合运算既有对空间的多输入聚合 ,也有对时

间过程的积累.对于过程神经元网络的训练问题 ,文

献[325 ]提出了基于函数正交基展开的学习算法.其

基本思想是将网络输入函数和链接权函数用某种正

交基函数展开 ,利用基函数的正交性 ,将网络的积分

聚合运算简化为展开项系数间的加、乘运算.然而 ,

当展开式项数较多时 ,需要优化的参数数目比普通

神经网络大得多 ,这将使优化曲面变得极不规则 ,存

在许多局部极小值 ,最终导致 BP算法不易收敛.

量子遗传算法 (Q GA)是一种基于量子计算原

理的概率优化算法 ,它以量子计算的一些概念和理

论为基础 ,用量子位编码表示染色体 ,用量子门更新
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染色体并完成进化搜索.该算法具有种群规模小、收

敛速度快、全局搜索能力强等优点[ 628 ] .由于使用了

量子计算机制 ,使 Q GA 具有良好的鲁棒性和全局

搜索能力 ,目前已在人工智能领域取得了不少成功

的应用.然而 ,目前的 Q GA 在编码机制、进化策略

等方面还存在某些缺陷.

本文对此作了改进 ,提出一种基于量子位

Bloch坐标的量子遗传算法 (BQ GA ) ;将改进的

BQ GA应用于 PNN 的训练 ,提出一种基于 BQ GA

的 PNN训练算法.仿真实验表明 ,BQ GA 的优化效

率明显高于 Q GA ,它比 BP算法具有更快的收敛速

度和更强的寻优能力.

2　过程神经元网络模型
2 . 1　过程神经元

过程神经元是传统神经元在时域上的扩展 ,传

统神经元可看成过程神经元的特例[1 ,2 ] .单个过程

神经元的输入输出关系为

Y =∫
T

0 ∑
n

i = 1
w i ( t) x i ( t) d t. (1)

2 . 2　过程神经元网络模型

过程神经元网络是由若干个过程神经元按一定

的拓扑结构组成的网络.设输入层有 n个单元 ,中间

层 (隐层) 有 m个单元 ,输出层为线性关系.过程式

输入与输出之间的关系可描述为

y = ∑
m

j = 1
v j f (∑

n

i = 1
(∫

T

0
w ij ( t) x i ( t) d t) - θj ) . (2)

其中 : w ij ( t) 为输入层与隐层的连接权函数 , v j 为隐

层过程神经元到输出层的连接权值 ,θj 为隐层的输

出阈值 , [0 , T ]为时间采样区间.

3　量子遗传算法
3. 1　QGA存在的问题

目前的量子遗传算法主要存在以下问题 :

1) 其编码机制是通过测量量子位的状态获得

二进制解 ,这是一个概率操作过程 ,具有很大的随机

性和盲目性 ,因此在种群进化的同时 ,个体将不可避

免地产生退化.

2) 二进制编码虽然适合于某些组合优化 ,但是

对于连续优化 ,由于需要频繁的解码操作 ,无疑加大

了计算量.

3) 对于量子旋转门的转角方向 ,几乎都是基于

查询表 ,由于涉及到多路条件判断 ,影响了算法的效

率 ;对于转角的大小 ,现有方法对全部种群一视同

仁 ,没有考虑各染色体之间的差异.

4) 量子遗传算法中的量子态 , 是在实域

Hilbert 空间中平面单位圆周上的描述 ,只有一个可

变量 ,并不是通常的 Bloch球面描述 ,量子特性被削

弱.

综上所述 ,如何对量子染色体进行编码 ,如何确

定量子态的描述 ,如何完成量子态的更新 ,是目前没

有得到较好解决的问题 ,也是限制量子遗传算法效

率的主要问题.

3. 2　BQGA染色体的编码

在量子计算中 ,最小的信息单位用量子位表示.

量子位又称量子比特 ,一个量子比特的状态可表示

为

| <〉= cos (θ/ 2) | 0〉+ eiφsin (θ/ 2) | 1〉. (3)

其中 :cos (θ/ 2) 和 eiφsin (θ/ 2) 是复数 , | cos (θ/ 2) | 2

和 | eiφsin (θ/ 2) | 2 分别表示量子位处于 | 0〉或 | 1〉

的概率 ,且满足归一化条件

| cos (θ/ 2) | 2 +| eiφsin (θ/ 2) | 2 = 1 . (4)

　　满足式 (4) 的一对复数 cos (θ/ 2) 和 eiφsin (θ/ 2)

称为一个量子比特相应状态的概率幅.因此 ,量子比

特也可用概率幅表示为 [cos (θ/ 2) ,eiφsin (θ/ 2) ]T .其

中θ和φ定义了 Bloch球面上一点 P ,如图 1所示.

图 1　量子比特的 Bloch球面表示

由图 1知 ,任何量子位都与Bloch球面上一点相

对应 ,因此量子位可用 Bloch坐标表示为

| <〉= [co sφsinθ　sinφsinθ　cosθ] T .

在 BQ GA中 ,直接采用量子位的 Bloch坐标作为编

码.设 pi为种群中第 i条染色体 ,BQ GA的编码方案

如下 :

p i =

cosφi1 sinθi1

sinφi1 sinθi1

cosθi1

⋯

⋯

⋯

cosφin sinθin

sinφin sinθin

cosθin

. (5)

其中 :φij = 2π×rnd ,θij =π×rnd ,rnd为 (0 ,1) 之间

的随机数 ; i = 1 ,2 , ⋯, m , m 是种群规模 ; j = 1 ,2 ,

⋯, n , n是量子位数.

在 BQ EA中 ,将量子位的 3个坐标看作 3个并

列的基因 ,每条染色体包含 3条并列的基因链 ,分别

称为 X 链、Y 链和 Z 链.每条基因链代表一个优化

解 ,每条染色体同时代表搜索空间中的 3个优化解

p ix = (cosφi1 sinθi1 , ⋯,cosφin sinθin ) ,
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p iy = ( sinφi1 sinθi1 , ⋯, sinφin sinθin ) ,

p iz = (cosθi1 , cosθi2 , ⋯, co sθin ) .

分别称 pix , p iy 和 p iz 为 X 解、Y 解和 Z解.

设待优化问题的全局最优解由解空间Ω映射到

单位空间 In = [ - 1 ,1 ]n ,其形式为 P = ( x1 , x2 , ⋯,

x n) .不失一般性 ,令 x i ≥0 ,θi = arccos ( x i ) ,φi =

π/ 2 , i = 1 ,2 , ⋯, n.

在 Bloch 球 面 上 取 点 Qz (cosφi sinθi ,

sinφi sinθi ,cosθi ) ,则 Qz的 z坐标等于 x i .过 Qz作垂

直于 z轴的圆周 C z ,因Bloch球面上点的 z坐标与φi

无关 ,故圆周 Cz 上所有点的 z 坐标都等于 x i .由 Cz

的取法知其半径为 sinθi .同理 ,存在半径为 sinθi 垂

直于 x轴的圆周 C x和垂直于 y轴的圆周 C y ,其上所

有点的 x坐标和 y坐标也都等于 x i .因此 ,全局最优

解中每个分量 x i , i = 1 ,2 , ⋯, n ,在 Bloch球面上存

在 3个相同半径的圆周 Cx , Cy , Cz ,3个圆周上的任

意一点表示的量子比特都与 x i相对应 ,如图 2所示.

图 2　xi 对应的量子位在 Bloch球面上的位置

综上所述 ,这种基于量子位 Bloch 坐标的编码

方案具有以下优点 : 1) 能避免对量子位测量生成

二进制编码带来的随机性 ; 2) 当用于连续空间优

化时 ,可避免频繁的二进制数解码过程 ; 3) 能扩展

全局最优解的数量 ,提高获得全局最优解的概率.

3 . 3　解空间变换

群体中的每条染色体包含 n个量子比特的 3 n

个Bloch球面坐标 ,利用线性变换 ,可将这 3 n个坐标

由 n维单位空间 I n = [ - 1 ,1 ] n映射到优化问题的解

空间Ω,每个坐标对应解空间中的一个优化变量.记

第 i条染色体 p i 上第 j 个量子位的 Bloch 坐标为

[ x ij , y ij , z ij ]T ,则相应的解空间变换公式为

X j
ix =

1
2

[ bj (1 + x ij ) + aj (1 - x ij ) ] , (6)

X j
iy =

1
2

[ bj (1 + y ij ) + aj (1 - y ij ) ] , (7)

X j
iz =

1
2

[ bj (1 + z ij ) + aj (1 - z ij ) ]. (8)

其中 : i = 1 ,2 , ⋯, m ; j = 1 ,2 , ⋯, n.每条染色体对

应于优化问题的 3个近似解.

3. 4　BQGA染色体的进化

本文提出如下量子旋转门更新 BQ GA 染色体

中量子位的相位 :

U =

cosΔφcosΔθ - sinΔφcosΔθ

sinΔφco sΔθ conΔφcosΔθ

- sinΔθ - t g (φ/ 2) sinΔθ

→

←

sinΔθcos (φ+Δφ)

sinΔθsin (φ+Δφ)

co sΔθ

. (9)

根据

U

cosφsinθ

sinφsinθ

cosθ

=

cos (φ+Δφ) sin (θ+Δθ)

sin (φ+Δφ) sin (θ+Δθ)

cos (θ+Δθ)

,

可知 U 的作用是使量子位的相位旋转Δφ和Δθ.

关于Δφ和Δθ方向的确定 ,文献[6 ]的作法是构

造一个查询表 ,列出各种可能情况 ,作为辅助决策的

工具 ,但由于涉及到多路条件判断 ,影响了算法的效

率.关于Δφ和Δθ的方向问题 ,本文有如下结论 :

令 q0 j ( x0 j , y0 j , z0 j ) 是当代最优染色体中第 j量

子位的 Bloch 坐标 , qij ( x ij , y ij , z ij ) 是当前种群第 i

条染色体中第 j量子位的Bloch坐标.其中 : i = 1 ,2 ,

⋯, m ; j = 1 ,2 , ⋯, n.记 A = x0 j y ij - x ij y 0 j , B = z0 j

- z ij .

1) Δφ方向的选取规则 :当 A ≠0 时 ,方向为

sgn (Δφ) = - sgn ( A) ;当 A = 0 时 ,方向取正负均

可.

2) Δθ方向的选取规则 :当 B ≠0 时 , sgn (Δθ)

= - sgn ( B) ;当 B = 0时 ,方向取正负均可.

Δφ和Δθ的大小通常需要根据具体问题来确

定.取值过小 ,会使优化过程缓慢而降低效率 ;取值

过大 ,会使算法越过全局最优解或陷入早熟收敛.在

BQ EA中 ,转角的大小可在区间 (0 . 005π,0 . 05π) 中

选取.

4　基于 BQGA的 PNN训练算法
4. 1　PNN输入和权函数的正交基展开

在式 (2) 所示的 PNN模型中 ,设系统输入函数

空间为 ( C[0 , T ]) n ,输出为反映系统阶段累计效应

的一组有序离散值 , b1 ( t) , b2 ( t) , ⋯, bn ( t) 为 C[0 ,

T ]中一组标准正交基函数 ,则输入函数和网络权函

数在该组基函数下的展开式为

x i ( t) = ∑
L

l = 1

ail bl ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, n; (10)

w ij ( t) = ∑
L

l = 1
w

( l)
ij bl ( t) , j = 1 ,2 , ⋯, m. (11)

其中 :L为满足展开精度要求的自然数 , ail 和 w
( l)
ij 分
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别为 x i ( t) 和 w ij ( t) 相对于 bl ( t) 的展开式系数.

将式 (10) 和 (11) 代入式 (2) ,则网络输入输出

关系可表述为

　　　y k = ∑
m

j = 1
v jk f (∑

n

i = 1∫
T

0
(∑

L

l = 1
w

( l)
ij bl ( t) ) ×

(∑
L

s = 1

ais bs ( t) ) d t - θj ) . (12)

由基函数的正交性 ,式 (12) 可简化为

y k = ∑
m

j = 1
v jk f (∑

n

i = 1
∑
L

l = 1
ail w

( l)
ij - θj ) ,

k = 1 ,2 , ⋯, p. (13)

　　给定学习样本集 ,通过设计适当的学习算法 ,

即可确定出网络的各层权参数.

4. 2　基于 BQGA的 PNN训练算法

BQ GA是一种全局优化算法 ,而 PNN训练可看

作优化求解以权值为自变量的输出误差函数的全局

极小值.因此 ,实现二者的融合可借助于量子计算机

制的高效性 ,达到网络训练快速收敛的目的.由基函

数的确定性易知 , w ij ( t) 与一组基函数展开式的系

数 w
( l)
ij ( l = 1 ,2 , ⋯, L ) 存在一一对应关系 ,即可由

一组 w
( l)
ij 唯一确定 ,因此只需优化求解 w

( l)
ij 即可.令

w
( l)
ij ,θj 和 v jk 的取值区间为 [ a , b] ,权值总数 N =

( nL + p + 1) m. 一种优化求解 w
( l)
ij ,θj 和 v jk 的

BQ GA结构描述如图 3所示.

图 3　基于量子位概率幅编码的量子遗传算法

具体实施方案可描述如下 :

Step1 : 种群初始化.按式 (5) 随机产生 m条染

色体组成初始群体 , 设定转角步长Δφ,Δθ ∈

(0 . 005π,0 . 05π) ,最大进化代数 max_gen ,限定误

差 max_ E ,置当前代数 t = 0 .

Step2 : 解空间变换.将每条染色体代表的近似

解 ,由单位空间[ - 1 ,1 ] N 映射到权值优化问题的解

空间[ a , b] N .

Step3 : 计算适应度.每条染色体对应 3组网络

权值 ,其适应度函数可结合式 (2) 过程神经网络的

输出误差函数来构造.考虑到适应度的实际意义 ,可

取误差函数的倒数[9 ,10 ] ,并按适应度函数计算各染

色体的适应值.记当代最优解为 �X0 ,对应染色体 �p0 ,

到目前为止得到的最优解为 X0 ,对应染色体 p0 .若

fit ( �X0 ) > fit ( X0 ) ,则 p0 = �p0 .

Step4 : 对于种群中每条染色体 ,以 p0中各量子

位为目标 ,用式 (9) 定义的量子旋转门更新其量子

位.

Step5 : 若当前误差 E > max_ E , 且 t <

max_gen ,则 t = t + 1 ,返回 Step2 ;否则 ,记录优化结

果 ,停机.

5　训练实例
　　为验证 BQ GA2PNN算法的有效性 ,采用基于

沃尔什正交基函数展开的 PNN ,实现如下两组二维

三角函数的模式映射 ,并用 BQ GA 实现 PNN 权参

数的训练.

第 1组

( sin (2π( x - 0 . 1) ) ,cos (2π( x - 0 . 1) ) ,0 . 5) ,

( sin (2π( x - 0 . 15) ) ,cos (2π( x - 0 . 15) ) ,0 . 5) ,

( sin (2π( x - 0 . 2) ) ,cos (2π( x - 0 . 2) ) ,0 . 5) .

　　第 2组

(1 . 5sin (2. 2π( x - 0 . 1) ) ,

0 . 5cos (1. 8π( x - 0 . 1) ) ,1) ;

(1 . 5sin (2. 2π( x - 0 . 15) ) ,

0 . 5cos (1. 8π( x - 0 . 15) ) ,1) ;

(1 . 5sin (2. 2π( x - 0 . 2) ) ,

0 . 5cos (1. 8π( x - 0 . 2) ) ,1) .

　　为体现 BQ GA 的高效性 ,将本文算法与文献

[3 ]的正交基BP算法、文献[ 6 ]的Q GA算法进行对

比. 3种算法采用相同的网络参数 ,网络结构及算法

参数设置如下 :

输入节点 n = 2 ,隐层节点 m = 15 ,输出节点 p

= 1 ,序列长度 L = 20 ,误差精度为 0 . 05 ,学习速度

为0 . 5 ,惯性系数为0 . 1 ,最大迭代次数为1 000 ,种群

规模为 30 ,量子位数为 630 ,转角初值为 0 . 01π,各权

值和阈值的取值区间为[ - 10 ,10 ].

文献[6 ]中 Q GA采用二进制编码 ,每个权值用

15位二进制数表示 ,左起第 1位为符号位 ,2～ 5位

为整数部分 ,6～ 15位为小数部分.

分别用BQ GA ,Q GA和正交基BP算法进行 10

次仿真 ,记录各自的收敛次数、迭代步数及训练误差

等评价指标 ,对比结果如表 1 ,图 4和图 5所示.

实验中基函数取 20 个 ,网络权参数高达 630

个 ,属于高维优化问题.正交基 BP算法由于自身的

缺陷很容易陷入局部极小 ,从而导致收敛次数较少 ;

BQ GA算法使用了基于量子位 Bloch坐标的三链基

因编码机制 ,因此有较强的全局寻优能力 ,其收敛次
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表 1　3种算法的优化性能对比

算 　　法
收敛
次数
最少
步数
平均
步数
最大
误差
平均
误差
平均时
间 / s

BQ GA2PNN 10 398 629 . 2 0 . 050 0 . 050 40 . 71

Q GA2PNN 9 509 719 . 2 0 . 063 0 . 051 199 . 96

BP2PNN 6 673 869 . 9 0 . 089 0 . 059 41 . 83

图 4　3种算法的迭代步数对比

图 5　3种算法的训练误差对比

数、平均迭代步数和平均训练误差等指标 ,均优于

Q GA算法和正交基BP算法.值得指出的是 ,尽管文

献[ 6 ]的 Q GA有较强的寻优能力 (9次收敛) ,但由

于使用基于量子位测量的二进制编码 ,需要进行频

繁的解码操作 ,使平均训练时间显著延长 ,从而降低

了优化效率.

6　结 　　论
　　对于输入为过程而输出为实值向量的过程神经

元网络的训练问题 ,本文提出一种基于 BQ GA 的

PNN训练方法.该方法融合了过程神经网络能处理

过程式输入 ,便于对时变系统建模 ;量子遗传算法能

进行全局搜索 ,并且收敛速度快.仿真实验表明 ,该

算法与文献[6 ]的 Q GA相比 ,优化效率有明显的改

善 ;与文献 [ 3 ]的正交基 BP算法相比 ,不仅收敛速

度快 ,而且寻优能力强.该方法为 PNN 训练提供了

一条新的途径.
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