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基于反向累积法的强化缓冲算子序列的研究
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(1.南京航空航天大学 经济与管理学院 , 南京 210016 ; 2.中国传媒大学 应用数学系 , 北京 100024)

摘　要 : 在灰色系统理论缓冲算子公理体系下 ,利用反向累积和的概念 ,构造了 l阶反向累积和算术平均强化缓冲

算子及 l 阶反向累积和几何平均强化缓冲算子.给出并证明了其强化缓冲算子的性质和算子作用后序列之间的大小

关系.该类算子具有普适性 ,当阶数等于 1时即为党氏强化缓冲算子.最后通过一个实例验证了该算子的有效性.
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Abstract : Under the grey systems theory buffer operations’axiom , based on the present st rengthening buffer

operator , using the concept of back cumulative2sum , this paper proposes new buffer operators , l2BCASBO and l2
BCGASBO. Their characters and the relationship of data series after cumputing are studied by these two kinds of

operators , which are general operators. When l is 1 , they are Dang’s st rengthening buffer operators. Finally , an

example shows the effectiveness of the operators.
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1　引　　言
　　灰色系统的特点是研究小样本和贫信息等不确

定性问题 ,因此其基本准则是 :充分开发利用已占有

的信息 ,挖掘系统本身固有的规律.灰色系统理论认

为 ,尽管客观系统的表象复杂 ,数据离乱 ,但它们总

有自身的整体功能 ,必然蕴含着某种规律 ,关键是如

何选择适当的方法来挖掘和利用它们[123 ] .

文献[ 225 ]提出了冲击扰动缓冲算子的概念 ,并

构造出一种使用较为广泛的缓冲算子.此后 ,一些学

者对弱化缓冲算子和强化缓冲算子进行扩展研

究[6211 ] .本文在此基础上 ,结合反向累积法构造了一

类新的强化缓冲算子 ,从而扩大了强化缓冲算子的

类型.最后通过一个算例表明 ,新算子的预测精度优

于上述算子 ,它能有效地提高建模和预测过程中的

精度.

2　基本概念
　　定义 1　设系统行为数据序列为 X = ( x (1) ,

x (2) , ⋯, x ( n) ) ,称

∑
n

i = 1

(1)

x ( t) = ∑
n

i = 1
x ( t) ,

∑
n

i = 1

(2)

x ( t) = ∑
n

i = 1
∑

n

j = t

x ( j) = ∑
n

j = 1
j x ( j) ,

　　　　　…

∑
n

i = 1

( l)

x ( i) = ∑
n

i = 1
∑

n

j = i

( l- 1)

x ( j) =

1
( l - 1) !∑

n

i = 1
i ( i + 1) ⋯( i + k - 2) x ( i) . (1)

分别为 1阶、2阶和 l阶反向累积和算子[12 ] .



第 3 期 米传民等 : 基于反向累积法的强化缓冲算子序列的研究 　 　 　

当 x (1) = x (2) = ⋯ = x ( n) = 1时 ,有

∑
n

i = 1

( l)

1 =
1
l !

n( n + 1) ⋯( n + k - 1) . (2)

　　定义 2　设系统行为数据序列为 X = ( x (1) ,

x (2) , ⋯, x ( n) ) ,那么 :

1) 若 Πk = 2 ,3 , ⋯, n , x ( k) - x ( k - 1) > 0 ,则

称 X 为单调增长序列.

2) 若 Πk = 2 ,3 , ⋯, n , x ( k) - x ( k - 1) < 0 ,则

称 X 为单调衰减序列.

3) 若有 k1 , k2 ∈{ 2 ,3 , ⋯, n} , x ( k1 ) - x ( k1 - 1)

> 0 , x ( k2 ) - x ( k2 - 1) < 0 ,则称 X为振荡序列 ;当

M = max
1≤k≤n

x ( k) , m = min
1≤k≤n

x ( k) 时 ,称 M - m为序列

X 的振幅.

定义 3　设 X为系统行为数据序列 , D为作用

于 X 的算子 , X经算子 D 作用后的序列记为 X D =

( x (1) d , x (2) d , ⋯, x ( n) d) ,则称 D为序列算子.对

序列连续作用 ,可得二阶算子 ,直到 l阶算子 ,分别

记为 XD 2 , ⋯, XD l .

满足文献[4 ]中 3个公理 (即不动点公理、信息

充分利用公理、解析化与规范公理) 的序列算子称

为缓冲算子 , XD 称为缓冲序列.

定义 4　设 X为系统行为数据序列 ,当 X为单

调增长序列、单调衰减序列或振荡序列时 ,缓冲序列

XD比行为数据序列 X的增长速度 (或衰减速度) 增

强或振幅增大 ,则缓冲算子 D为强化算子[5 ] .

定理 1[5 ] 　1) 设 X 为单调增长序列 , XD 为缓

冲序列 ,则 D为强化缓冲算子 Ζ x ( k) ≥x ( k) d , k =

1 ,2 , ⋯, n;

2) 设 X为单调衰减序列 , XD为缓冲序列 ,则 D

为强化缓冲算子 Ζ x ( k) ≤ x ( k) d , k = 1 ,2 , ⋯, n;

3) 设 X为振荡序列 , XD为缓冲序列 , D为强化

缓冲算子 ,则

max
1≤k≤n

x ( k) ≤max
1≤k≤n

{ x ( k) d} ,

max
1≤k≤n

x ( k) ≥max
1≤k≤n

{ x ( k) d} .

　　由定理 1可知 ,单调增长序列在强化缓冲算子

作用下 ,数据萎缩 ;单调衰减序列在弱化缓冲算子作

用下 ,数据膨胀.

3　基于反向累积和的强化缓冲算子
　　刘思峰等[5 ]构造了下列强化缓冲算子 :设 X =

( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) , 令 XD1 = ( x (1) d1 ,

x (2) d1 , ⋯, x ( n) d1 ) ,其中

x ( k) d1 : = ( n - k + 1) x2 ( k) / ∑
n

i = k

x ( i) ,

k = 1 ,2 , ⋯, n. (3)

则当 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振荡序列

时 , D1 皆为强化缓冲算子.本文称 D1 为平均强化缓

冲算子.

在该算子的基础上 ,利用反向累积法可构建新

的强化缓冲算子序列.

定理 2　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) 为系统

行为数据序列 ,令

x ( k) dl =
(∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i

j ) x2 ( k)

∑
n

i = k
[ (∏

i+ l - 2

j = i

j ) x ( j) ]
,

　　　k = 1 ,2 , ⋯, n; (4)

XD l = ( x (1) dl , x (2) dl , ⋯, x ( n) dl ) . (5)

则当 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振荡序列

时 , D l ( l = 1 ,2 , ⋯) 为 l阶反向累积和算术平均强化

缓冲算子 ( l2BCASBO) .

证明 　容易验证 ,算子序列{ D l , l = 1 ,2 , ⋯}

满足缓冲算子的 3个公理 ,因而 D l 为缓冲算子.

1) 当 X为单调增长序列时 ,有 x ( k) ≤x ( k + 1)

≤⋯≤ x ( n) ,可得

x ( k) dl =

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l - 2

j = i

j ) x2 ( k)

1
( l - 1) !∑

n

i = k
[ (∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( j) ]
≤

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l - 2

j = i

j ) x2 ( k)

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( k)

= x ( k) , (6)

因此 D l 为强化缓冲算子.

2) 当 X为单调衰减序列时 ,有 x ( k) ≥x ( k + 1)

≥⋯≥ x ( n) ,可得

x ( k) dl =

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l - 2

j = i

j ) x2 ( k)

1
( l - 1) !∑

n

i = k
[ (∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( j) ]
≥

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l - 2

j = i

j ) x2 ( k)

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( k)

= x ( k) , (7)

因此 D l 为强化缓冲算子.

3) 当 X为振荡序列时 ,令 x ( k) = max
1≤i≤n

x ( i) ,

x ( h) = min
1≤i≤n

x ( i) .则有 x ( k) ≥ x ( k + 1) ≥⋯≥

x ( n) , x ( h) ≤ x ( h + 1) ≤⋯≤ x ( n) ,可得

x ( k) dl =

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i

j ) x2 ( k)

1
( l - 1) !∑

n

i = k
[ (∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( j) ]
≥

353
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1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l - 2

j = i

j ) x2 ( k)

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( k)

=

x ( k) = max
1≤i≤n

x ( i) , (8)

x ( h) dl =

1
( l - 1) !(∑

n

i = h
∏

i+ l- 2

j = i

j ) x2 ( h)

1
( l - 1) !∑

n

i = h
[ (∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( j) ]
≥

1
( l - 1) !(∑

n

i = h
∏

i+ l - 2

j = i

j ) x2 ( h)

1
( l - 1) !(∑

n

i = h
∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( h)

=

x ( h) = min
1≤i≤n

x ( i) . (9)

故有 max
1≤i≤n

x ( i) dl ≥ max
1≤i≤n

x ( i) , min
1≤i≤n

x ( i) dl ≤

min
1≤i≤n

x ( i) . 因此 D l 为强化缓冲算子 , { D l , l = 1 ,2 ,

⋯} 为强化缓冲算子序列. □

当 l = 1时 ,即为文献[8 ]中定理 2的强化缓冲

算子.

定理 3　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) 为非负

系统行为数据序列 ,其中

x ( k) el =

x2 ( k)

[ x ( n)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l - 1) !

×⋯×x ( k)
∏

k+l- 2

i = k
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = k
∏

i+l- 2

j = i
j

.

(10)

令 X E l = ( x (1) el , ⋯, x ( n) el ) ,则当 X 为单调增长

序列、单调衰减序列或振荡序列时 , El ( l = 1 ,2 , ⋯)

为 l 阶反向累积和几何平均强化缓冲算子

( l2BCGASBO) .

证明 　容易验证 ,算子序列{ El , l = 1 ,2 , ⋯}满

足缓冲算子的 3个公理 ,因而 El 为缓冲算子.

1) 当 X为单调增长序列时 ,有 0 < x ( k) ≤x ( k

+ 1) ≤⋯≤ x ( n) ,可得

x ( k) el =

x2 ( k)

[ x ( n)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l - 1) !

×⋯×x ( k)
∏

k+l- 2

i = k
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = k
∏

i+l- 2

j = i
j

≤

x2 ( k)

[ x ( k)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l - 1) !

×⋯×x ( k)
∏

k+l- 2

i = k
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = k
∏

i+l- 2

j = i
j

=

x ( k) , (11)

因此 El 为强化缓冲算子.

2) 当 X为单调衰减序列时 ,有 x ( k) ≥x ( k + 1)

≥⋯≥ x ( n) > 0 ,可得

x ( k) el =

x2 ( k)

[ x ( n)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l - 1) !

×⋯×x ( k)
∏

k+1 - 2

i = k
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i
j

≥

x2 ( k)

[ x ( k)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l - 1) !

×⋯×x ( k)
∏

k+l- 2

i = k
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i
j

=

x ( k) , (12)

因此 El 为强化缓冲算子.

3) 当 X为振荡序列时 ,令 x ( k) = max
1≤i≤n

x ( i) ,

x ( h) = min
1≤i≤n

x ( i) ,则 x ( k) ≥⋯≥ x ( n) > 0 ,0 <

x ( h) ≤⋯≤ x ( n) .有

x ( k) el =

x2 ( k)

[ x ( n)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l- 1) !

×⋯×x ( k)
∏

k+l- 2

i = k
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i
j

≥

x2 ( k)

[ x ( k)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l- 1) !

×⋯×x ( k)
∏

k+l- 2

i = k
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i
j

=

x ( k) , (13)

x ( h) el =

x2 ( h)

[ x ( n)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l- 1) !

×⋯×x ( h)
∏

h+l- 2

i = h
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = h
∏

i+l- 2

j = i
j

≤

x2 ( h)

[ x ( h)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l - 1) !

×⋯×x ( h)
∏

h+l- 2

i = h
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = h
∏

i+l- 2

j = i
j

=

x ( h) . (14)

则

x ( k) el ≥max
1≤i≤n

x ( i) , x ( h) el ≤min
1≤i≤n

x ( i) ,

max
1≤i≤n

x ( i) el ≥max
1≤i≤n

x ( i) ,

min
1≤i≤n

x ( i) el ≤min
1≤i≤n

x ( i) .

因此 El为强化缓冲算子 , { El , l = 1 ,2 , ⋯}为强化缓

冲算子序列. □

当 l = 1时 ,即为文献[8 ]中定理 3的党氏强化

缓冲算子.

定理 4　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) 为非负

系统行为数据序列 ,有

x ( k) el =

x2 ( k)

[ x ( n)
∏

n+l- 2

i = n
i/ ( l - 1) !

×⋯×x ( k)
∏

k+l- 2

i = k
i/ ( l- 1) !

]
( l- 1) !/ ∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i
j

≤

x ( k) dl =

1
( l - 1) !(∑

n

i = k
∏

i+ l- 2

j = i

j ) x2 ( k)

1
( l - 1) !∑

n

i = k
[ (∏

i+ l- 2

j = i

j ) x ( j) ]
. (15)

当且仅当 x (1) = x (2) = ⋯= x ( n) 时 ,序列为常数

序列 ,所有等式均成立.

由几何平均定理和算术平均定理可知定理成

立.

文献[6 ]构造了加权平均弱化缓冲算子和加权

几何平均弱化缓冲算子 , [8 ]构造了强化缓冲算子 ,

但如何确定权重并未给出. [7 ]以 k的 l 次方作为权

453
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重信息 ,给出一种确定权重的方法.本文构建的基于

反向累积和的强化缓冲算子 ,充分运用了最新数据

信息 ,是一种新的确定权重的方法.此时的权重实际

上是 k的 l 次方的多项式 ,比[7 ]中构造方法更为灵

活.

l2BCASBO和 l2BCGASBO同样存在如何确定

阶数 l的问题.由定性分析可以看出 ,随着 l的增大 ,

缓冲后序列逐渐趋于平缓 ,当 l →∞时 , x ( k) dl →

x ( n) .在应用过程中 ,应根据实际问题背景和数据

序列情况 ,选择合适的阶数 l.可利用一些自适应算

法 (如神经网络) ,根据原始数据序列找出最优的 l.

4　计算实例
　　本文以文献[13 ]中 1995～ 2003年南京市农林

牧渔总产值数据为基础进行研究. 以 1995 ～ 1999

年数据作为系统行为数据 ,分别在无缓冲作用、1

阶、2阶反向累积和算术平均强化缓冲算子及几何

平均强化缓冲算子作用下 ,建立 GM (1 ,1) 模型 ,预

测 2000～ 2003年总产值及其误差.预测值及相对

误差如表 1所示.

表 1　不同强化缓冲算子作用后预测值及相对误差

算子及误差
年 　　份

2000 2001 2002 2003

无缓冲算子
相对误差 / %

101 . 544
- 4 . 51

104 . 072
- 8 . 14

106 . 663
- 11 . 12

109 . 319
- 17 . 55

12BCASBO
相对误差 / %

102 . 940 15
- 3 . 20

106 . 867 88
- 5 . 67

110 . 945 48
- 7 . 55

115 . 178 65
- 13 . 13

22BCASBO
相对误差 / %

103 . 315 78
- 2 . 84

107 . 564 04
- 5 . 05

111 . 986 99
- 6 . 69

116 . 591 80
- 12 . 07

32BCASBO
相对误差 / %

103 . 547 64
- 2 . 63

108 . 003 97
- 4 . 67

112 . 652 09
- 6 . 13

117 . 500 24
- 11 . 38

12BCGASBO
相对误差 / %

102 . 923 80
- 3 . 21

106 . 837 38
- 5 . 70

110 . 899 77
- 7 . 59

115 . 116 64
- 13 . 18

22BCGASBO
相对误差 / %

103 . 301 71
- 2 . 86

107 . 537 42
- 5 . 08

111 . 946 81
- 6 . 72

116 . 537 00
- 12 . 11

32BCGASBO
相对误差 / %

103 . 536 11
- 2 . 64

107 . 981 80
- 4 . 69

112 . 618 38
- 6 . 16

117 . 454 04
- 11 . 42

　　从表 1可以看出 :1) 在没有进行缓冲处理的情

况下 ,预测值平均相对误差为 10 . 33 %;采用 1阶、2

阶、3阶反向累积和算术平均强化缓冲算子及几何

平均强化缓冲算子处理后 ,预测值平均相对误差均

比未处理时要小. 2) 随着阶数的增加 ,误差呈下降

的趋势.

5　结 　　论
　　本文依据缓冲算子公理体系 ,利用反向累积法 ,

构造了 l阶反向累积和算术平均强化算子序列及 l

阶反向累积和几何平均强化算子序列 ,并分析了它

们的一些特性.该类算子具有形式规范、使用方便、

易于在计算机上实现等特点 ,因此具有更广泛的适

用性.
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性能控制器

u( t) =
1 . 039 7 1 . 947 9 - 8 . 096 1

4 . 432 4 - 3 . 399 4 - 19 . 630 9
x( t) .

相应的可保性能为 J 3 = 25 . 521 2 .

6　结 　　论
　　本文研究不确定时变非线性结构扰动的连续

广义系统的鲁棒 H∞控制和鲁棒 H∞保性能控制问

题.首先给出不确定时变非线性结构扰动的广义系

统的鲁棒 H∞控制定义和鲁棒 H∞保性能控制定

义 ;然后应用线性矩阵不等式方法 ,分别给出了系统

的鲁棒 H∞控制器和鲁棒 H∞保性能控制器存在的

充分条件 ,当这些条件可解时 ,分别给出了控制器的

参数表示式 ;最后通过一个算例验证了所给出方法

的有效性.
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