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摘　要 : 针对标准微粒群优化算法微粒运动轨迹的收敛性进行了分析 ,给出并证明了微粒运动轨迹收敛的充分条

件.提出一种简便的等高线图判别法 ,该方法能够通过参数的位置判断微粒轨迹是否收敛并衡量收敛速度.为提高算

法的收敛速度 ,构造出一种梯度微粒群优化算法 ,给出并证明了该方法收敛的充分条件.仿真结果表明 ,梯度微粒群

优化算法具有优良的搜索性能.
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Abstract : The convergence of standard particle swarm optimization algorithm is studied. The sufficient condition for

the convergence of the algorithm is given and proved. And a kind of convenient contour map discriminance is

proposed. This discriminance can be used to judge if the algorithm is convergent and measure the convergence rate. A

sort of gradient particle swarm optimization algorithm is presented to enhance the convergence rate of the algorithm.

The sufficient condition for the convergence of this method is given and proved. Simulation result s verify the

correctness and efficiency of the proposed method.
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1　引 言
微粒群优化 ( PSO)算法是一种基于群智能方法

的演化计算技术 ,由 Kennedy 等[1 ,2 ]于 1995 年提

出. PSO 模拟鸟群的捕食行为 ,通过鸟之间的集体

协作来达到优化问题的求解. PSO 简单易行 ,目前

已成功应用于求解各种复杂的优化问题[3 ,4 ] .但基

本 PSO算法并不能保证收敛到全局最优点 ,目前一

些文献对 PSO或其改进算法收敛性进行分析 ,文献

[5 ]从邻域算子角度分析了 PSO算法的性能 ; [ 6 ]分

别从离散域和连续域给出了 PSO 算法的较完整的

理论分析 ; [ 7 ]从理论上分析粒子的速度对算法收敛

性的影响 ; [ 8 ]从微粒运动轨迹角度研究了 PSO 算

法的收敛性 ,但如何简单判别是否收敛和衡量收敛

速度的研究并不多见.

本文对标准 PSO 微粒轨迹的收敛性进行了详

细的分析 ,在标准 PSO迭代矩阵谱半径计算式的基

础上 ,提出一种判别标准 PSO微粒轨迹是否收敛及

衡量收敛速度的一种等高线图判别法.结合微粒群

寻优过程中的梯度信息 ,提出了一种新的梯度 PSO

算法 ,并分析了该算法的收敛性.在优化实例中 ,以

本文得出的收敛性判别依据对参数进行分析与设

置.算例结果验证了梯度 PSO算法具有较优的收敛

性能.

2　标准微粒群算法
微粒群优化算法最初是为了图形化地模拟鸟群

优美而不可预测的运动.人们通过对动物社会行为

的观察 , 发现在群体中对信息的社会共享有利于在

演化中获得优势 ,并以此作为开发 PSO 算法的基
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础 ,形成了 PSO 的最初版本[2 ] .之后 ,Shi 等[9 ]引入

惯性权重ω来更好地控制开发和探索 ,形成了当前

的标准微粒群算法 (SPSO) .

标准微粒群优化算法首先在解空间内随机初始

化一组微粒 ,这些微粒通过迭代搜寻最优值.迭代公

式如下 :

V t+1
id =ωV t

id + c1 R1 ( X pb
id - X t

id ) +

c2 R2 ( X gb
d - X t

id ) , (1)

X t+1
id = X t

id + V t+1
id . (2)

其中 : d = 1 ,2 , ⋯, D ; t = 1 ,2 , ⋯, t为迭代次数 ;ω为

惯性权重 ; c1 和 c2 为认知和社会参数 ; R1 和 R2 为

[0 ,1 ]之间的随机数 ; X pb
id 是微粒在其搜索过程中到

达过的最优位置 ; X gb
d 是整个微粒群目前找到的最

优位置.

3　标准微粒群算法收敛性分析
将式 (1) 代入 (2) ,整理可得

V t+1
id =ωV t

id - ( c1 R1 + c2 R2 ) X t
id +

c1 R1 X pb
id + c2 R2 X gb

d , (3)

X t+1
id =ωV t

id + (1 - c1 R1 - c2 R2 ) X t
id +

c1 R1 X pb
id + c2 R2 X gb

d . (4)

则标准 PSO迭代公式可以表示为

V t+1
id

X t+1
id

=
ω - ( c1 R1 + c2 R2 )

ω 1 - ( c1 R1 + c2 R2 )

V t
id

X t
id

+

c1 R1 c2 R2

c1 R1 c2 R2

X pb
id

X gb
d

. (5)

关于迭代过程的收敛性有如下定理[10 ] :

定理 1　迭代过程 x
( k+1)

= Gx
( k)

+ d对任给初

始向量 x
(0) 收敛的充分必要条件是迭代矩阵的谱半

径ρ( G) < 1 ,且当ρ( G) < 1时 ,迭代矩阵谱半径越

小 ,收敛速度越快.

通过对式 (5) 进行迭代矩阵谱半径计算来分析

标准 PSO微粒轨迹的收敛性.令

A =
ω - ( c1 R1 + c2 R2 )

ω 1 - ( c1 R1 + c2 R2 )
, (6)

φt
id = c1 R1 + c2 R2 ,为简化表示 ,以φ表示φt

id
[5 ] ,则有

A =
ω - φ

ω 1 - φ
, (7)

其特征多项式为

λ2 + (φ - 1 - ω)λ+ω. (8)

令 A 的特征值为λ1 和λ2 ,则 A 的谱半径为

ρ( A) = max
1≤i≤2

|λi | = max{ |λ1 | , |λ2 | } . (9)

推论 1　标准 PSO算法微粒轨迹对任意初始微

粒群收敛的一个充分条件是ρ( A) < 1 ,即

- 1 <ω < 1 , 0 <φ < 2 + 2ω. (10)

且当此条件满足时 ,ρ( A) 越小 ,收敛速度越快.

证明 　可求得当ρ( A) < 1时ρ( A) 的计算式 ,

为表示清晰 ,这里按ω的正负不同分别给出 ,当 - 1

<ω≤0时

ρ( A) =

α+β
2

, 0 <φ < 1 +ω;

- α+β
2

, 1 +ω≤φ < 2 + 2ω.

(11)

当ω <ω < 1 时

ρ( A) =

α+β
2

, 0 <φ≤ (1 - ω) 2 ;

ω, (1 - ω) 2 <φ < (1 + ω) 2 ;

- α+β
2

, (1 + ω) 2 ≤φ < 2 + 2ω.

(12)

其中 :α = - φ+ 1 +ω,β= (φ - 1 - ω) 2 - 4ω.

A 包括随机量 ,在标准 PSO 算法迭代过程中 ,

ρ( A) 是一变化量 (见式 (11) 和 (12) ) , c1 R1 , c2 R2 ,

X pb
id , X gb

d 也是变化量. 但在每次迭代中 ,ρ( A) , X pb
id ,

X gb
d 都是常数 , c1 R1 和 c2 R2 也是常数 ,则式 (5) 右边

第 2部分也是常数.因此由定理 1 ,ρ( A) < 1是迭代

过程 (5) 即标准 PSO算法微粒轨迹对任意初始微粒

群收敛的充分条件 ,且当ρ( A) < 1时 ,ρ( A) 越小 ,收

敛速度越快.

由ρ( A) 的计算式可知 ,ρ( A) < 1的充要条件为

- 1 <ω < 1 , 0 <φ < 2 + 2ω. (13)

综上 ,推论 1成立. □

由式 (13) 有

0 <φ < 2 + 2ω < 4 . (14)

在ρ( A) 的计算式中 ,参数ω和φ有 5个不同范围 ,分

别对应标准 PSO参数区域 (图 1) 中的区域 Ⅰ, Ⅱ,

Ⅲ, Ⅳ, Ⅴ.当参数ω和φ位于区域 Ⅰ～ Ⅴ时 ,标准

PSO微粒轨迹收敛 ;位于区域 Ⅵ时 ,标准 PSO微粒

轨迹不收敛 ,其分界为φ = 2 + 2ω.

图 1　标准 PSO的参数区域

根据推论 1 ,当参数ω和φ位于收敛区域时 ,

ρ( A) 越小 ,标准 PSO微粒轨迹收敛速度越快.这里

给出ρ( A) 关于ω和φ的三维图 ,如图 2所示.

图 2中等高线成环状分布 ,在 ( - 1 ,0) , (1 ,0) ,

(1 ,4) 为顶点的三角形内 ,以 [0 ,1 ] 为中心 ,一层一
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图 2　ρ( A) 的等高线图形

层向外扩展.当ω,φ位于[ 0 ,1 ]附近时 , PSO微粒轨

迹收敛速度最快 ;越向周围 PSO微粒轨迹收敛速度

越慢.

针对标准 PSO 的不同参数设置 ,可以通过式

(10) 判断能否收敛.若能收敛 ,则可通过式 (11) 和

(12) 计算此时 A 的谱半径大小 ,以分析其收敛速度

的高低.一种更为简便的方法是根据ω和φ在图 2上

的位置 ,判断算法是否收敛 ,若收敛 ,则可大致判断

算法收敛速度的高低. 若ω,φ位置在 ( - 1 ,0) , (1 ,

0) , (1 ,4) 为顶点的三角形内 ,则收敛 ;若ω,φ位置

在 ( - 1 ,0) , (1 ,4) , ( - 1 ,4) 为顶点的三角形内 ,则

不收敛.若ω,φ位置在ρ( A) 较低的区域 ,则收敛速

度较快 ;若ω,φ位置在ρ( A) 较高的区域 ,则收敛速

度较慢.将此方法称为等高线图判别法.

标准 PSO微粒轨迹算法要求必须能够收敛 ,但

也并非收敛速度越快越好. 比如当ω,φ位于 [0 ,1 ]

附近时 ,微粒速度的组成部分中先前速度部分 (主要

是认知部分、社会部分) 很小 ,显然收敛速度很快 ,

但也很容易陷入局部极值 ,不符合搜索精度的要求.

4　梯度微粒群算法及其收敛性分析
为提高标准 PSO 算法的收敛效率 ,结合梯度

法 ,构造一种梯度微粒群算法 ( GPSO) .利用微粒群

迭代过程中的梯度信息 ,对参数ω进行调整 ;同时 ,

在全局最优值出现停滞时 ,对 X gb 沿负梯度方向变

异 ,改变种群搜索方向 ,以防止算法陷入局部极值 ;

采用第 3节的结论对梯度 PSO微粒轨迹的收敛性进

行分析 ,得出其收敛的充分条件.

4 . 1　梯度微粒群算法

与其他智能优化算法一样 ,标准 PSO算法利用

种群进行随机搜索 ,没有使用梯度信息.而微粒群寻

优过程中的梯度信息往往包含目标函数的一些重要

信息.

对于函数 f ( X) , X = ( X1 , X2 , ⋯, X n) ,其梯度

可表示为

¨ f ( X) = [
5 f ( X)

5 X1
,
5 f ( X)

5 X2
, ⋯,

5 f ( X)
5 X n

]
T

. (15)

函数值的最速下降方向是负梯度方向.例如 ,对于求

min f ( X) 问题 ,式 (1) 和 (2) 是微粒群第 t代到第 t

+ 1代的迭代公式 ,而第 t - 1代到第 t代有

X t
id = X t - 1

id + V t
id . (16)

从第 t - 1代到第 t代 ,对微粒 i ,梯度为

¨ f ( X i ) =
f ( X t

i ) - f ( X t - 1
i )

X t
i - X t- 1

i
=

f ( X t
i ) - f ( X t- 1

i )

V t
i

,

(17)

其负梯度方向即为

- ¨ f ( X i ) =
f ( X t - 1

i ) - f ( X t
i )

V t
i

. (18)

若 f ( X t- 1
i ) > f X t

i ,则 V t
i 与其负梯度方向一致 ,而

V t
id 是V t+1

id 的一部分 ,将式 (1) 中的ω取正 ,保留这部

分的作用 ;若 f ( X t- 1
i ) < f ( X t

i ) ,则 V t
i其负梯度方向

相反 ,将式 (1) 中的ω以一定概率置负 ,使ωV t
id 与其

负梯度方向保持一致 ;若 f ( X t - 1
i ) = f ( X t

i ) ,梯度为

0 ,也将式 (1) 中的ω取正 ,以加快搜索速度 ,减少搜

索的盲目性.在式 (1) 中 ,有

ω =

ω1 , f ( X t- 1
i ) ≥ f ( X t

i ) ;

ω2 , f ( X t- 1
i ) < f ( X t

i ) , rand <ρ;

ω3 , f ( X t- 1
i ) < f ( X t

i ) , rand ≥ρ.

(19)

其中 :ω1 > 0 ,ω2 < 0 ,ω3 > 0 ; rand是 (0 ,1) 上的一个

随机数 ;ρ∈[0 ,1 ] ,一般ρ取一个较小的数 ,以避免

算法陷入局部极值.

当全局最优值 f ( X gb ) 连续多代未得到更新时 ,

对 X gb 沿其负梯度方向作变异调整 ,使种群进入其

他区域进行搜索 ,从而使算法跳出局部最优. X gb 负

梯度方向为

- ¨ f ( X gb ) =
f ( X gb , ol d ) - f ( X gb )

X gb - X gb , ol d ,

其中 X gb , ol d 为 X gb 最近一次更新前的 X gb . 若无

X gb , ol d ,即 X gb尚未更新过 ,则 X gb沿其随机方向作变

异调整.

4 . 2　梯度微粒群算法的收敛性分析

推论 2　梯度 PSO微粒轨迹收敛对任给初始微

粒群收敛的充分条件为

0 <φ < 2 + 2ω1 , f ( X t- 1
i ) ≥ f ( X t

i ) ;

0 <φ < 2 + 2ω2 , f ( X t- 1
i ) < f ( X t

i ) , rand <ρ;

0 <φ < 2 + 2ω3 , f ( X t- 1
i ) < f ( X t

i ) , rand ≥ρ;

ω1 < 1 ,ω2 > - 1 ,ω3 < 1 .

(20)

证明 　若ω1 < 1 ,ω2 > - 1 ,ω3 < 1 ,而梯度 PSO

中ω1 > 0 ,ω2 < 0 ,ω3 > 0 ,则有

- 1 <ω1 ,ω2 ,ω3 < 1 . (21)

式 (20) 的前 3个式子显然与 0 <φ< 2 + 2ω等

价 ,因此

- 1 <ω < 1 ,

0 <φ < 2 + 2ω
(22)
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成立.而每次 X gb变异之后仍是常数 ,根据推论 1 ,此

时梯度 PSO收敛. □

5　算例分析
本文针对 6个具有代表性的基准测试函数[11 ] ,

对梯度 PSO算法进行测试与分析.由于篇幅限制 ,

仅给出基准函数 F1 的计算结果 ,基准函数 F1 为

F1 = 100 ( x2
1 - x2 ) + (1 - x1 ) 2 ,

- 2 . 048 ≤ x i ≤2 . 048 . (23)

在标准 PSO算法中 ,采用文献[12 ]的参数设置

方案 :ω= 0 . 729 , c1 = c2 = 1 . 494 45 .此时ω∈( - 1 ,

1) ,φ∈ (0 ,2 . 988 90) Α (0 ,2 + 2 ×0 . 729) ,标准

PSO算法是收敛的 ,ω和φ位置如图 3中虚线所示.

由图 3可知 ,ρ( A) 基本相同 ,算法收敛速度基本稳

定.

图 3　文献[ 12] 的参数位置

梯度 PSO 算法中 ,ω1 = ω3 = 0 . 729 ,ω2 =

- 0 . 15 , c1 = c2 = 1 . 494 45 ,ρ= 0 . 1 .由上面的分析

可知 ,当ω =ω1 =ω3 时 ,算法收敛 ;而当ω=ω2 时 ,

ω∈( - 1 ,1) ,φ∈(0 ,2 . 988 90) = (0 ,2 + 2ω2 ) ,此时

梯度 PSO算法不是充分收敛的.ω,φ位置如图 4中

虚线所示.由图 4可知 ,ω,φ位置没有完全位于收敛

区域内.

图 4　梯度 PSO的参数位置 1

对ω =ω2 时的 c1 和 c2 进行调整 ,令 c1 = c2 =

(2 + 2ω2 ) / 2 = 0 . 85 ,则φ∈(0 ,1 . 7) Α (0 ,2 + 2ω2 ) ,

此时梯度 PSO算法收敛.ω,φ位置如图 5中虚线所

示 ,可见ω,φ位置现在已完全位于收敛区域内.图 5

中ω,φ的两条位置虚线 ,右边一条与标准 PSO算法

的相同 ,左边一条绝大部分对应的ρ( A) 相对右边那

条小 ,因此梯度 PSO 算法收敛速度应会高于标准

PSO算法.

图 5　梯度 PSO的参数位置 2

两种 PSO 算法中 ,微粒数为 20 ,迭代次数为

100.为进一步反映梯度 PSO算法的收敛性能 ,也采

用基于模拟退火的 PSO算法 (SA PSO) [11 ] 和带有梯

度加速的 PSO算法 ( IPSO) [13 ] 对这 6个函数进行计

算 ,其参数设置与 SPSO和 GPSO相同.若求得的结

果与理想最优解误差小于 10 - 4 ,就视其为收敛到理

想最优解. 4种算法计算结果如表 1所示.

表 1　基准函数 F1 的优化结果比较

算法 收敛概率 / % 平均收敛代数 平均收敛时间 / s

标准 PSO 70 62. 36 0. 021 2

SAPSO [11 ] 100 38. 24 0. 020 7

IPSO [13 ] 90 45. 46 0. 016 8

梯度 PSO 100 39. 80 0. 014 6

由表 1可以看出 ,梯度 PSO的收敛速度、收敛概

率均优于标准 PSO ;梯度 PSO 的收敛概率、平均收

敛代数与 SA PSO 相当 ,但平均收敛时间明显优于

SA PSO ;而与 IPSO比较 ,梯度 PSO在 3个指标上均

更优 ,可见本文梯度 PSO确实改善了 PSO的搜索性

能.

6　结 　　论
本文通过对标准 PSO 迭代矩阵谱半径的计算

分析 ,从理论上分析了标准微粒群算法微粒运动轨

迹的收敛性 ,给出了标准 PSO 收敛的参数取值范

围 ,并提出一种简便的等高线图判别法.在微粒群迭

代过程中 ,根据梯度信息对惯性权重进行了调整 ,构

造出一种梯度微粒群算法.利用标准 PSO微粒轨迹

收敛性分析结果对梯度 PSO进行了分析 ,提出其收

敛的充分条件.通过基准测试函数的求解 ,说明梯度

PSO改善了 PSO 的收敛性能 ,是一种有效的优化

算法.
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