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摘　要 : 将输出对状态稳定和状态模可观测等概念进行推广 ,提出了输出对 V ( x) 稳定、小时间 V ( x) 可观测、大时间

V ( x)可观测的定义 .利用上述定义 ,给出了非线性切换系统的 V ( x)零值集稳定的充分条件.分别利用统一 Lyapunov

函数和多 Lyapunov 函数证明了所提出的结论 ,并详细讨论了输出对 V ( x) 稳定与输出对状态稳定及其他相关定义之

间的关系. 数值例子验证了所提出结论的正确性.

关键词 : 切换系统 ; 输出对状态稳定 ; 输出对 V ( x) 稳定 ; 集合稳定性

中图分类号 : TP13 　　　　文献标识码 : A

Set stability analysis of nonlinear switched systems

L I N X i ang2ze1 ,2 , ZOU Yun1

(1. School of Automation , Nanjing University of Science and Technology , Nanjing 210094 , China ; 2. College of

Engineering , Nanjing Agricultural University , Nanjing 210031 , China. Correspondent : L IN Xiang2ze , E2mail : xzlin

@njau. edu. cn)

Abstract : The concept s of output2to2state stability and state norm observability are extended. The definitions of

output2to2V ( x) stability , small2time V ( x) observability and large2time V ( x ) observability are proposed for the

nonlinear switched systems. Based on these new concept s , some sufficient conditions are proposed for that the zero2
value set of the function V ( x) of the nonlinear switched systems is stable. The stability result s are proved by using

common Lyapunov function and multiple Lyapunov functions respectively. Finally , the relationship between the

concept s proposed in this paper and the existing related definitions is discussed in details. Numerical examples verify

the conclusion of the proposed method.
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1 　引 　　言
切换系统是由一系列连续动态子系统和一个逻

辑切换控制器组成的一类复杂的非线性系统 ,在机

械控制系统、交通控制、汽车工业等领域得到了广泛

应用. 近年来 ,对切换系统的研究受到了越来越多学

者的关注 ,主要研究成果集中在切换系统的稳定

性[123 ] 、能控性和能观性[425 ] 以及对满足优化指标的
控制器的设计[627 ] 等方面. 实际上 ,许多实际切换系

统的稳定状态常常不是孤立平衡点 ,而是平衡点的

集合或一个流形[8 ] ,如电子振荡器、人口动态变化、

行走机器人等. 在集合稳定性分析中 ,不变性原理是

常用的分析工具 ,目前对切换系统不变性原理的研

究引起了众多学者的关注[2 ,3 ,9211 ] .

系统的可观测性 (或可检测性)是控制系统的一

个重要性质. 经典的非线性控制理论指出 ,如果非线

性系统平衡点可检测 ,那么可设计静态输出反馈控

制器 ,使得无源非线性系统渐近稳定[12 ] . 为研究无

源非线性系统不变集的反馈镇定 , Shiriaev[ 13 ] 提出

了 V ( x) 可检测的概念 ,其验证过程非常复杂.

近年来 ,众多学者提出各种切换系统的可观测

性来研究系统的稳定性与反馈控制[2 ,3 ,14 ] . 上述研究

成果主要讨论切换系统孤立平衡点的稳定性 ,要求

系统有共同平衡点. 但是 ,实际系统的稳定状态可能

不是一个孤立平衡点 ,而是一个状态集合 (如极限

环[15 ] ) ,这需要研究切换系统的集合稳定性理论.

本文讨论切换系统的集合稳定性 ,提出了输出

对 V ( x) 稳定和 V ( x) 可观测等概念. 给出了非线性

切换系统的一类集合的稳定性判定定理 ,并分别利

用统一 Lyap unov 函数和多 L yap unov 函数给出了

定理的详细证明.
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文中结论虽然主要讨论由函数 V ( x) 零值水平

集表达的状态集合的稳定性 ,但在实际系统中有较

广泛的应用范围. 例如 ,如果能够为切换系统的极限

环找到一个函数 V ( x) ,满足在极限环上 V ( x) = 0 ,

且系统满足文中定理的条件 ,那么极限环是渐近稳

定的. 另外 ,如果函数 V ( x) 正定 , 那么文中定理退

化为针对平衡点的稳定性判定定理. 所提出的输出

对 V ( x) 稳定和 V ( x) 可观测等概念可通过比较函

数法直接验证 ,不需要对函数进行求导等计算 ,验证

相对简单. 另外 , 考虑的系统输出是一般的连续函

数 , 不再局限于某种特定的形式 , 如切换系统

L yap unov 函数导数的负数[3 ] .

2 　输出对 V( x) 稳定及相关概念
定义非线性系统为

Ûx = f ( x) ,

y = h( x) .
(1)

其中 : x ∈X Α Rn 为系统状态 , f (·) : Rn →Rn 连续

可微 , h (·) : Rn →R r 连续. 文中 | ·| 表示欧式范数 ,

‖z ‖J 表示 J < [0 , ∞) 上信号 z 的最大模. 如果函

数γ(·) : R ≥0 → R ≥0 连续、单增且γ(0) = 0 , 则称

γ(·) 是 K函数 ,记为γ∈ K. 如果γ∈ K ,当 t →∞

时 ,γ( ∞) →∞,则称γ(·) 是 K∞ 函数 , 记为γ ∈

K∞. 如果函数β(·, ·) : R ≥0 ×R ≥0 →R ≥0 对固定的 t

和 s ,β(·, t) ∈ K ,当 t →∞时 ,有β( s , t) 单调递减到

0 ,则称β(·, ·) 是 KL 函数 ,记为β∈ KL .

定义 1[16 ] 　假设 M 是一个非空集合. Πε> 0 ,

ϖδ(ε) > 0 ,使得 d ( x0 , M) <δ(ε) ] d ( x ( t , x0 ) , M)

<ε, Π t ≥0 ,则称系统 (1) 关于 M 稳定 ;如果存在

M 邻域 U Α Rn , Π x0 ∈U , lim
t →∞

d ( x ( t , x0 ) , M) = 0 ,

则称系统 (1) 关于 M是吸引的 ;如果系统 (1) 关于 M

是稳定且吸引的 ,则称系统 (1) 关于 M 局部渐近稳

定. 如果 U = Rn ,系统 (1) 关于 M 是稳定且吸引的 ,

则称 M 全局渐近稳定.

输出对状态稳定[17 ,18 ] 定义了系统的一种可检

测性 ,可以等价为定义 2 .

定义 2 　如果 ϖβ∈ KL ,γ∈ K , Πt ≥0 ,系统

(1) 的轨迹存在 ,对 Π x0 ∈ X Α Rn , y ∈R r ,有

| x ( t) | ≤β(| x0 | , t) +γ( ‖y ‖[0 , t] ) ,

则称系统输出对状态稳定.

为了研究切换系统的集合稳定性 ,提出输出对

V ( x) 稳定的概念.

定义 3 　对于系统 (1) ,如果 ϖβ∈ KL ,γ∈ K

以及非负函数V ( x) , Π x0 ∈X Α Rn , y ∈R r , t ≥0 ,

　　V ( x ( t) ) ≤β(V ( x0 ) , t) +γ( ‖y ‖[0 , t] ) , (2)

则称系统输出对 V ( x) 稳定.

注 1 　输出对 V ( x) 稳定是输出对状态稳定的

推广 ,定义了系统状态集合{ x :V ( x) = 0} 的一种可

检测性. 如果 ϖβ∈KL ,γ∈K以及非负函数V ( x) ,

有 V ( x ( t) ) ≤β(V ( x0 ) , t) +γ(| y ( t) | ) ,那么系统

显然是输出对 V ( x) 稳定的.

为研究切换系统平衡点的稳定性 , Hespanha 提

出了状态模可观测的概念.

定义 4[3 ] 　对于系统 (1) , Πτ > 0 , ϖγ∈ K∞ ,

| x ( t) | ≤γ( ‖y ‖[ t , t+τ] ) , 则称系统小时间状态模

可观测 ; ϖτ> 0 ,γ∈K∞ , | x ( t) | ≤γ( ‖y ‖[ t , t+τ) ) ,

则称系统大时间状态模可观测.

将上述概念进行适当推广 , 得到小时间

V ( x ( t) ) 可观测和大时间 V ( x ( t) ) 可观测的概念.

定义 5 　对于系统 (1) ,若存在非负函数 V ( x) ,

Πτ> 0 , ϖγ∈K∞ ,V ( x ( t) ) ≤γ( ‖y ‖[ t , t+τ] ) ,则称

系统小时间 V ( x ( t) ) 可观测 ;若 ϖτ > 0 ,γ∈ K∞ ,

V ( x ( t) ) ≤γ( ‖y ‖[ t , t+τ] ) , 则 称 系 统 大 时 间

V ( x ( t) ) 可观测.

引理 1[19 ] 　对于系统 (1) , Π x0 ∈Rn ,若系统轨

迹 x ( t , x0 ) 有界 ,∫
∞

0
‖h( x ( t , x0 ) ) ‖p d t < ∞,0 < p

< ∞,那么lim
t →∞

y = lim
t →∞

h( x) = 0 .

引理 2[16 ] ( Gronwall 不等式) 　设 k 为非负常

数 ,若函数 f ( t) 和 g ( t) 连续非负 ( a ≤t ≤b) ,满足

不等式 f ( t) ≤ k +∫
t

a
f ( s) g ( s) ds , 那么 f ( t) ≤

ke∫
t
ag ( s) ds .

定义 6[12 ] 　对 Πa > 0 ,如果集合 V - 1 ( [0 , a])

= { x ∈X :0 ≤V ( x) ≤a} 是紧集 ,则称 V (·) : X →

R 适定.

3 　切换系统的集合稳定性
定义切换系统

Ûx = fσ( x) ,

y = h( x) .
(3)

其中 : x ∈X Α Rn 为系统状态 , y ∈Y Α Rm 为系统

输出 , fσ(·) 连续可微 , h(·) 连续 , fσ(0) = 0 , h(0)

= 0 ,函数σ(·) :[0 , ∞) →Q = { 1 ,2 , ⋯, N} 表示一

个右端连续的逐段常值切换信号.

记 ti ( i = 1 ,2 , ⋯) 是按照发生先后次序排列的

不连续时间点 (即 t1 < t2 < ⋯< ti < ⋯) ,称为切换

系统 (3) 的切换时间点. 在区间[ ti , ti+1 ) 中σ( t) 为常

值 ,将所有σ( t) = q( q ∈Q) 的时间区间的起始时刻

记为 tqk
( k = 1 ,2 , ⋯) ,显然 , { tqk } ∞

k = 1 是 ti ( i = 1 ,2 ,

⋯) 的子序列.

3. 1 　统一 Lyapunov 函数法

如果切换系统 (3) 存在非负函数 V ( x) ,对任意

切换序列 ,V ( x) 满足定义 3 中式 (2) ,则可得一致输
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出对 V ( x) 稳定的定义.

定义 7 　如果切换系统 (3) 存在函数β∈ KL ,γ

∈ K 及非负函数 V ( x) , 使得对于任意切换信号

σ( t) , Π x0 ∈ X Α Rn , y ∈R r , t ≥0 ,有

V ( x ( t) ) ≤β(V ( x0 ) , t) +γ( ‖y ‖[0 , t] ) , (4)

则称切换系统一致输出对 V ( x) 稳定.

注 2 　定义 7 的“一致”与文献[2 ] 中的“一致”

意义相同 ,是指对切换序列的一致性 ,即式 (4) 对所

有切换序列都成立.

如果切换系统 (3) 存在一个统一 L yap unov 函

数 ,可得如下切换系统 (3) 集合稳定的定理 :

定理 1 　如果切换系统 (3) 满足条件 :

1) 存在非负光滑 L yap unov 函数 V ( x) , Πq ∈

Q ,
5V ( x)

5 x
f q ( x) ≤0 ,且 S c = { x ∈X < Rn :V ( x) ≤

c} 是紧集 ,其中 c > 0 ;

2) 切换系统 (3) 一致输出对 V ( x) 稳定 ;

3)∫
∞

0
‖h( x ( t , x0 ) ) ‖p d t < ∞, 0 < p < ∞;

那么 Π x0 ∈S c , S0 = { x ∈ X < Rn :V ( x) = 0} 渐

近稳定. 如果 Π x0 ∈Rn ,V ( x) 适定 ,那么 S0 全局渐

近稳定.

证明 　由定理 1中假设 1) 可知 ,切换系统在任

意切换信号作用下是稳定的且系统轨迹有界. 令

v ( x ( s , x0 ) ) =∫
∞

s
‖h( x ( t , x0 ) ) ‖p d t ,

由定理 1 中假设 3) 可知 , v 是非负有界函数. 对 v 求

导可得 Ûv ( x ( s , x0 ) ) = - ‖h( x ( s , x0 ) ) ‖p ≤0 . 由于

v 连续、单减 ,inf
t

v ( x ( t , x0 ) ) = lim
t →∞

v ( x ( t , x0 ) ) =η,

η≥0 . 因此存在{ tn} , tn →∞,使得 x ( tn , x0 ) → x 3 ,

lim
tn →∞

v ( x ( tn , x0 ) ) = v ( x 3 ) =η. 对于任意有界 t ,有

lim
tn →∞

v ( x ( tn + t , x0 ) ) - lim
tn →∞

v ( x ( tn , x0 ) ) = 0 ,

那么

lim
t →0

1
t [ lim

tn →∞
v ( x ( tn + t , x0 ) ) -

lim
tn →∞

v ( x ( tn , x0 ) ) ] = 0 ,

因此

lim
t →0

1
t [ - lim

tn →∞∫
tn + t

tn

‖h( x ( s , x0 ) ) ‖p ds] =

lim
t →0

1
t [ - lim

tn →∞∫
t

0
‖h( x ( tn +τ, x0 ) ) ‖p dτ] =

- lim
t →0

1
t

lim
n→∞∫

t

0
hn (τ) dτ= 0 ,

其中 hn (τ) = ‖h( x ( tn +τ, x0 ) ) ‖p . 由于

v ( x ( tn + t , x0 ) ) =

v ( x ( tn , x0 ) ) +∫
t

0
Ûv ( x ( tn +τ, x0 ) ) dτ≤

v ( x ( tn , x0 ) ) +∫
t

0
0dτ≤

v ( x ( tn , x0 ) ) +∫
t

0
0 ·v ( x ( tn +τ, x0 ) ) dτ.

两边取极限 ,可得

lim
tn →∞

v ( x ( tn + t , x0 ) ) ≤

lim
tn →∞

v ( x ( tn , x0 ) ) + lim
tn →∞∫

t

0
0 ·v ( x ( tn +τ, x0 ) ) dτ=

η+ lim
tn →∞∫

t

0
0 ·v ( x ( tn +τ, x0 ) ) dτ.

由引理 2可知 , lim
tn →∞

v ( x ( tn + t , x0 ) ) ≤ηe∫
t
tn

0dτ =

η. 因为inf
t

v ( x ( t , x0 ) ) = η ,有 lim
tn →∞

v ( x ( tn + t , x0 ) )

=η,由 v 连续可知 ,对任意τ∈[0 , t ] , x ( tn +τ, x0 )

一致收敛到 x (τ, x 3 ) , 所以 hn (τ) 一致收敛到

h( x (τ, x 3 ) ) . 因此 ,

0 = lim
t →0

1
t [ - lim

n→∞∫
t

0
hn (τ) dτ] =

lim
t →0

- 1
t ∫

t

0
h( x (τ, x 3 ) ) dτ= - h( x 3 ) ,

即 h( x ( t , x 3 ) ) = 0 . 当 t →∞时 , ‖h( x ( t , x0 ) ) ‖p

→0 ,即lim
t →∞

y ( x ( t) ) = lim
t →∞

h( x ( t) ) = 0 . 当 t →∞时 ,

由 假 设 2) 可 知 ,V ( x ( t) ) ≤β(V ( x (0) ) , t) +

γ( ‖y ‖[0 , t) ) →0 ,即lim
t →∞

V ( x ( t) ) = 0 . 由 V ( x) 光滑

可得 , lim
t →∞

V ( x ( t) ) = V (lim
t →∞

x ( t) ) = 0 ,即lim
t →∞

x ( t) =

x 3 ∈ S0 . 因此 , d( lim
t →∞

x ( t) , S0 ) = d ( x 3 ( t) , S0 ) =

0 , S0 局部渐近稳定. 同理 , Π x0 ∈Rn ,V ( x) 适定 , S0

全局渐近稳定. □

注 3 　由定理 1可知 ,集合 S0 是系统的不变集 ,

即 x (0) ∈S0 , Πt ≥0 , x ( t) ∈S0 .

如果集合 S0 只包含 x = 0 ,可得如下推论 :

推论 1 　如果切换系统 (3) 满足定理 1 的假设

1) ,2) ,3) ,且 S0 只包含系统平衡点 x = 0 ,那么 x =

0 局部渐近稳定. 若 Π x0 ∈Rn ,V ( x) 适定 ,则 x = 0

全局渐近稳定.

3. 2 　多 Lyapunov 函数法

下面利用多 Lyap unov 函数讨论切换系统的集

合稳定性. 考虑到切换序列对系统动态性能的影响 ,

需要讨论切换系统输出与切换序列相关的情形 ,即

y = hσ( x) ,这样也增加了集合稳定性分析的自由

度.

定理 2 　如果切换系统 (3) 满足如下假设 :

1) Πq ∈ Q , 第 q 个子系统存在非负光滑的

L yap unov 函数 V q ( x) ,5V q ( x) f q ( x) / 5 x ≤0 ,且集

合 S cqq = { x ∈X < Rn :V q ( x) ≤cq} 是紧集 ,其中 cq

> 0 ;
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2) Πq ∈Q ,V q ( x ( ti+1 ) ) ≥V q ( x ( t j ) ) , ti < t j ,

σ( ti ) =σ( t j ) = q;

3) Πq ∈Q ,切换系统 (3) 的第 q个子系统小时

间 V q ( x) 可观测 ;

4) ∫
∞

0
‖�hq ( x ( t) ) ‖p d t < ∞,0 < p < ∞,其中

　�hq ( x ( t) ) =
hq ( x q ( t) ) , t ∈∪

∞

i = 1
[ tqi

, tqi +1 ) ;

0 , ot herwise ;

5) 如果系统发生无穷多次切换 , 那么 ϖτD >

0 ,使得对 Π T ≥0 ,存在一个正整数 i ,使得 ti+1 - τD

≥ ti ≥ T.

那么 Π x0 ∈∪
N

i = 1
S cqq , S0 = ∪

N

q = 1
S0

q 局部渐近稳

定 ,其中 S0
q = { x ∈X < Rn :V q ( x) = 0} . 若 Πq ∈

Q , x0 ∈Rn ,V q ( x) 适定 ,则 S0 全局渐近稳定.

利用定理 1 证明方法易得到定理 2 结论.

如果子系统大时间 V q ( x ( t) ) 可观测 ,可得如下

定理 :

定理 3 　如果切换系统 (3) 满足定理 2 的假设

1) ,2) ,4) ,5) ,且 Πq ∈Q ,切换系统 (3) 的第 q个子

系统大时间 V q ( x) 可观测 ,那么 Π x0 ∈∪
N

i = 1
S cqq ,集

合 S0 = ∪
N

q = 1
S0

q 局部渐近稳定. 若 Πq ∈Q , x0 ∈Rn ,

V q ( x) 适定 ,则 S0 全局渐近稳定.

注 4 　由定理2和定理3可知 , S0 不是系统的不

变集 ,系统切换时 ,不能够保证系统状态一直在 S0

中.

假设 1 　切换系统 (3) 输出为

y q = -
5V q ( x)

5 x
f q ( x) .

由定理 2的假设 1) 和 2) 可知 ,如果系统满足假

设 1 ,定理 2 的假设 4) 必然成立 (此时可取 p = 1) .

推论 2 　如果切换系统 (3) 满足假设 1和定理 2

的条件 ,且 S0 只包含 x = 0 ,那么 x = 0 局部渐近稳

定. 若 Πq ∈Q , x0 ∈Rn ,V q ( x) 适定 ,则 x = 0 全局

渐近稳定.

同样 ,对于定理 3 有如下推论 :

推论 3 　如果切换系统 (3) 满足假设 1和定理 3

的条件 ,且 S0 只包含 x = 0 ,那么 x = 0 局部渐近稳

定. 若 Πq ∈Q , x0 ∈Rn ,V q ( x) 适定 ,则 x = 0 全局

渐近稳定.

注 5 　由推论 2 和推论 3 可知 ,如果αq1 ,αq2 ∈

K∞ ,αq1 (| x | ) ≤V q ( x) ≤αq2 (| x | ) ,切换系统 (3)

输出满足假设 1 ,那么定理 2 和定理 3 退化为文献

[3 ] 中的定理 7 和定理 9 .

4 　相关概念之间的关系
首先提出输出对状态稳定L yap unov函数概念.

定义 8[17 ,18 ] 　如果系统 (1) 存在光滑函数

V (·) : Rn →R ≥0 ,函数 V (·) 满足 :1) ϖα1 ,α2 ∈ K∞ ,

Π x ∈Rn ,α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤α2 (| x | ) ;2) ϖα3 ,σ

∈ K∞ , Π x ∈Rn , y ∈R r ,

5V ( x)
5 x

f ( x) ≤- α3 (| x | ) +σ( ‖y ‖[0 , t ] ) .

那么称 V ( ·) 是系统 (1) 的输出对状态稳定

L yap unov 函数.

Krichman 等[18 ] 指出 :系统 (1) 输出对状态稳定

等价于系统存在输出对状态稳定 L yap unov 函数.

输出对 V ( x) 稳定与输出对状态稳定之间的关

系可归纳为以下定理 :

定理 4 　如果V ( x) 是系统 (1) 输出对状态稳定

L yap unov 函数 ,则系统 (1) 输出对 V ( x) 稳定 ;如果

系统 (1) 输出对 V ( x) 稳定 , ϖα1 ,α2 ∈ K∞ , Π x ∈

Rn ,α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤α2 (| x | ) ,则系统 (1) 输出

对状态稳定.

证明 　如果函数 V ( x) 是系统 (1) 的输出对状

态稳定L yap unov函数 ,则由于系统存在输出对状态

稳定L yap unov函数等价于系统输出对状态稳定 ,有

ϖβ∈ KL ,γ ∈ K , | x ( t , x0 ) | ≤β( | x0 | , t) +

γ( ‖y ‖[0 , t] ) , Π x0 ∈Rn , y ∈R r ,

V ( x) ≤α2 (| x | ) ≤

α2 (2β(α- 1
1 (V ( x0 ) ) , t) ) +α2 (2γ( ‖y ‖[0 , t] ) ) =

β1 (V ( x0 ) , t) + �γ( ‖y ‖[0 , t ] ) .

其中

β1 (V ( x0 ) , t) =α2 (2β(α- 1
1 (V ( x0 ) ) , t) ) ,

�γ( ‖y ‖[0 , t] ) =α2 (2γ( ‖y ‖[0 , t ] ) ) .

易知β1 (·, ·) ∈ KL , �γ∈ K. 由此可知 ,系统 (1) 输

出对 V ( x) 稳定. 如果系统输出对 V ( x) 稳定 , 且

ϖα1 ,α2 ∈ K∞ ,使得α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤α2 (| x | ) ,

Π x0 , t ≥0 ,有

α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤β(V ( x0 ) , t) +γ( ‖y ‖[0 , t ] ) .

因此

| x | ≤

α- 1
1 (2β(α2 (| x0 | ) , t) ) +α- 1

1 (2γ1 ( ‖y ‖[0 , t] ) ) =

�β1 (| x0 | , t) + �Ψ( ‖y ‖[0 , t] ) .

其中

�β1 (| x0 | , t) =α- 1
1 (2β(α2 ( x0 ) , t) ) ,

Ψ
～

( ‖y ‖[0 , t ] ) =α- 1
1 (2γ( ‖y ‖[0 , t] ) ) .

易知�β1 (·, ·) ∈KL ,Ψ
～

(·) ∈K. 因此 ,系统 (1) 输出

对状态稳定. □

小时间 V ( x ( t) ) 可观测与小时间状态模可观测
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之间关系 ,有如下定理 :

定理 5 　 非负函数 V ( x) , ϖα1 ,α2 ∈ K∞ ,

α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤α2 (| x | ) ,如果系统 (1) 小时间

V ( x ( t) ) 可观测 ,那么系统 (1) 小时间状态模可观

测.

证明 　若系统 (1) 小时间 V ( x ( t) ) 可观测 ,那

么 Πτ> 0 , ϖγ∈ K∞ ,V ( x ( t) ) ≤γ( ‖y ‖[ t , t+τ] ) .

如果 ϖα1 ,α2 ∈ K∞ ,α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤α2 (| x | ) ,

那么 Πτ> 0 ,α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤γ( ‖y ‖[ t , t+τ] ) . 因

此 , | x | ≤α- 1
1 (γ( ‖y ‖[ t , t+τ] ) ) = �γ( ‖y ‖[ t , t+τ] ) . 显

然 , �γ(·) ∈ K∞ ,由此可知系统 (1) 小时间状态模可

观测. □

同理 ,可得如下定理 :

定理 6 　 非负函数 V ( x) , ϖα1 ,α2 ∈ K∞ ,

α1 (| x | ) ≤V ( x) ≤α2 (| x | ) , 如果系统 (1) 大时

间 V ( x ( t) ) 可观测 ,那么系统 (1) 大时间状态模可

观测.

5 　数值例子
下面利用数值例子验证文中结论. 首先 ,利用统

一 L yap unov 函数来判断切换系统的集合稳定性.

例 1 　两个二维子系统的切换系统为

A :
Ûx1

Ûx2

=
- x2 - 0 . 25 x1 ( x2

1 + x2
2 - 1)

x1 - 0 . 25 x2 ( x2
1 + x2

2 - 1)
,

B :
Ûx1

Ûx2

=
- 0 . 33 x2 - 2 . 25 x1 ( x2

1 + x2
2 - 1)

0 . 33 x1 - 2 . 25 x2 ( x2
1 + x2

2 - 1)
.

将 R2 划分为 X A = { x : x1 x2 ≥0} , XB = R2 / X A ,系

统输出为

y ( x) =

0 . 5 x1 ( x2
1 + x2

2 - 1)

0 . 5 x2 ( x2
1 + x2

2 - 1)
, x ∈ X A ;

1 . 5 x1 ( x2
1 + x2

2 - 1)

1 . 5 x2 ( x2
1 + x2

2 - 1)
, x ∈ X B .

令 V ( x) = 0 . 25 ( x2
1 + x2

2 - 1) 2 ,则 S0 = { x : x2
1

+ x2
2 = 1} . 不难验证 ,系统满足定理 1 的条件 ,由此

可知 ,集合 S0 渐近稳定. 分别从初值 x0 = [ - 1 . 2 ;

1 . 5 ] 和初值 x0 = [ - 0 . 7 ; - 0 . 5 ] 出发 ,仿真图如图

1 所示.

图 1 　集合稳定性( CLF)

下面利用多L yap unov函数来判断集合稳定性.

例 2 　两个二维子系统的切换系统分别为

A :
Ûx1

Ûx2

=

0 . 25 x2 - 0 . 25 x1 ( x2
1 + (0 . 25 x2 ) 2 - 1)

- 4 x1 - 4 x2 ( x2
1 + (0 . 25 x2 ) 2 - 1)

,

yA =
0 . 5 x1 ( x2

1 + (0 . 25 x2 ) 2 - 1)

0 . 5 x2 ( x2
1 + (0 . 25 x2 ) 2 - 1)

,

B :
Ûx1

Ûx2

=

4 x2 - 4 x1 ( (0 . 25 x1 ) 2 + x2
2 - 1)

- 0 . 25 x1 - 0 . 25 x2 ( (0 . 25 x1 ) 2 + x2
2 - 1)

,

yB =
0 . 5 x1 ( (0 . 25 x1 ) 2 + x2

2 - 1)

0 . 5 x2 ( (0 . 25 x1 ) 2 + x2
2 - 1)

.

将 R2 划分为 X A :{ x : | x1 | ≤| x2 | } , X B = R2 / X A .

取

V A ( x) = 0 . 25 ( x2
1 + (0 . 25 x2 ) 2 - 1) 2 ,

V B ( x) = 0 . 25 ( (0 . 25 x1 ) 2 + x2
2 - 1) 2 .

那么

S0
A ∪S0

B =

{ x ∈ X A : x2
1 + (0 . 25 x2 ) 2 = 1} ∪

{ x ∈ X B : (0 . 25 x1 ) 2 + x2
2 = 1} .

令

�hA ( x) =
hA ( x) , x ∈ X A ;

0 , otherwise ;

�hB ( x) =
hB ( x) , x ∈ X B ;

0 , otherwise .

不难验证 , 定理 2 各项假设成立 ,由此可知 ,集合 S0
A

∪S0
B 渐近稳定. 分别从初值 x0 = [ - 3 . 2 ;2 . 5 ]和初

值 x0 = [0 . 2 ; - 1 ] 出发 ,仿真图如图 2 所示.

图 2 　集合稳定性( MLF)

注 6 　由例 1和例 2可知 ,切换系统的平衡状态
不是孤立的平衡点 ,而是一个极限环 ,因此文献 [2 ,

3 ] 中的结论无法分析例 1 和例 2 ,而利用本文结论 ,

不难得到切换系统集合稳定的结论.

6 　结 　　论
本文给出了输出对 V ( x) 稳定等概念 ,基于文中

推广的概念 ,分别利用统一 Lyap unov 函数和多

L yap unov 函数讨论了切换系统的集合稳定性. 文中
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的稳定性判据是在函数 V ( x) 已知的前提下得到的.

对于如何构造 V ( x) ,使得给定集合包含在 V ( x) 零

值水平集内没有展开讨论 ,如何判断任意给定集合

的稳定性是下一步工作的目标.
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