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基于观测器的非线性系统 H∞模糊可靠控制
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摘　要 : 研究了基于观测器的非线性系统 H∞模糊可靠控制问题.采用 T2S模糊模型对非线性系统进行建模 ,用模

糊观测器重构系统状态.在系统发生故障时满足给定 H∞性能的约束下 ,最小化正常情况下的 H∞性能 ,实现次优

H∞模糊可靠控制.提出了两种应用线性矩阵不等式 (L MI)的 H∞模糊可靠控制器设计方法.分别采用两步法和相似

变换法将双线性矩阵不等式问题转化为 L MI问题.仿真示例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract : The H∞ fuzzy reliable control based on observer problem is addressed for nonlinear systems. The Takagi2
Sugeno fuzzy model is adopted for modeling the nonlinear system. The system states are estimated by a fuzzy

observer. The suboptimal H∞ fuzzy reliable controller is achieved by minimizing the H∞ performance in the nomal

case with a prescribed H∞ performance in actuator failure cases. Two methods for the design of a H∞ fuzzy reliable

controller are proposed in terms of linear matrix inequality ( L MI) . Two2step procedure method and similarity

t ransf romation method are used to conver a bilinear matrix inequaliyt (BMI) problem into a L MI problem respectively.

Finally , a simulation example shows the effectiveness of the proposed methods.
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1　引　　言
自 T2S模糊模型出现以来 ,利用模糊 T2S模型

对非线性系统进行建模和控制器设计 ,已成为模糊

控制领域的一个热点[126 ] .在许多实际系统中 ,状态

变量往往不能或难以测量 ,因此基于观测器的控制

十分必要[2 ,3 ] .外部干扰会导致系统性能下降甚至

不稳定 , H∞ 控制是解决这一问题的有力工

具[2 ,4 ,5 ,7 ] .控制系统元部件常常会发生故障 ,从而导

致闭环系统不稳定或者性能变差.为了提高系统的

可靠性 ,可靠控制得到广泛的重视和发展[426 ,8 ] . 文

献[4 ]研究了非线性系统的 L 2 / H∞静态输出反馈

可靠控制问题 ,但需要采用迭代线性矩阵不等式

(L MI) 法 ,设计过程复杂.文献[5 ]研究了非线性系

统的 H∞可靠控制问题 ,但要求状态可测.文献 [6 ]

研究了非线性系统基于观测器的可靠控制问题 ,但

没有考虑外干扰.实际系统往往状态不可测量且受

外扰影响 ,因此 ,研究基于观测器的非线性系统 H∞

可靠控制问题具有现实意义.

本文针对一类非线性系统 , 采用 T2S模糊模型

进行建模 ,提出两种基于观测器的 H∞模糊可靠控

制器设计方法.针对设计过程中的非凸 BMI问题 ,

分别采用两步法和相似变换法将其转化为 L MI问

题.相比于文献[3 ] ,本文提出的相似变换法不需满

足局部输入矩阵列满秩.根据两种方法设计的次优

H∞模糊可靠控制器 ,均可保证系统在发生故障时

满足给定 H∞ 性能约束下 ,最小化正常情况下的

H∞性能.

2　问题描述
考虑由如下 T2S模糊模型描述的非线性系统 :

R i : ifθ1 ( t) is Fi
1 and ⋯andθg ( t) is Fi

g t hen
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Ûx ( t) = A i x ( t) + B wi w ( t) + B i u ( t) ,

z ( t) = C1 i x ( t) + Dwi w ( t) + D i u ( t) ,

y ( t) = C2 i x ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, r.

(1)

其中 :θi ( t) 为模糊规则的前件变量 ; Fi
j 表示模糊集

合 ; r为 if2t hen规则数 ; x ( t) ∈Rn , u( t) ∈Rm分别为

状态向量、控制向量 , w ( t) ∈ R d 为干扰向量 , y ( t)

∈Rq , z ( t) ∈ R p 分别为输出向量、被控输出向量 ;

A i , B wi , B i , C1 i , Dwi , D i , C2 i 为具有适当维数的已知

矩阵.

T2S模糊系统 (1) 清晰化后的输出模型如下 :

Ûx ( t) =

∑
r

i = 1

hi (θ( t) ) { A i x ( t) + B wi w ( t) + B i u ( t) } =

A ( h) x ( t) + B w ( h) w ( t) + B ( h) u( t) ,

z ( t) =

∑
r

i = 1
hi (θ( t) ) { C1 i x ( t) + Dwi w ( t) + D i u ( t) } =

C1 ( h) x ( t) + Dw ( h) w ( t) + D ( h) u( t) ,

y ( t) = ∑
r

i = 1

hi (θ( t) ) C2 i x ( t) = C2 ( h) x ( t) .

(2)

其中

θ( t) = [θ1 ( t) , ⋯,θg ( t) ] ,

hi (θ( t) ) =μi (θ( t) ) / ∑
r

i = 1

μi (θ( t) ) ,

μi (θ( t) ) = ∏
g

j = 1
Fi

j (θj ( t) ) ,

Fi
j (θj ( t) ) 是θj ( t) 属于 Fi

j 的隶属度 ,令μi (θ( t) ) ≥

0 ( i = 1 ,2 , ⋯, r) 且∑
r

i = 1

μi (θ( t) ) > 0 .为描述方便 , hi

Χ hi (θ( t) ) .

考虑执行器连续故障模型[6 ]

uF ( t) =αu ( t) . (3)

其中

α = diag{α1 ,α2 , ⋯,αm } ,

0 ≤αi ≤αi ≤�αi ≤1 , i = 1 ,2 , ⋯, m.

矩阵集

Sβ Χ {βL |βL = diag{βL1 , ⋯,βLm } ,βLi = �αi 或

　αi , i = 1 ,2 , ⋯, m} ,

L = 1 ,2 , ⋯, nβ , nβ = 2m- l ,

l为正常执行器个数.α可由 Sβ的元素表示 ,显然α∈

Sα ,凸多面体集

Sα Χ {α|α = ∑
nβ

L = 1

ζLβL ,ζL ≥0 ,∑
nβ

L = 1

ζL = 1} .

采用如下 T2S模糊观测器重构状态 :

x̂
·

( t) =

∑
r

i = 1

hi [ A i x̂ ( t) + B i u ( t) + L i ( y ( t) - ŷ ( t) ) ] =

A ( h) x̂ ( t) + B ( h) u( t) + L ( h) ( y ( t) - ŷ ( t) ) . (4)

其中 : ŷ ( t) = ∑
r

i = 1
hi C2 i x̂ ( t) , L i 为观测器增益.

采用如下模糊状态反馈控制器 :

u( t) = ∑
r

i = 1
- hi K i x̂ ( t) = - K( h) x̂ ( t) , (5)

其中 Ki 为控制器增益.

把 uF ( t) 代入系统 (2) ,并考虑模糊控制器 (5) ,

定义重构误差 e( t) = x ( t) - x̂ ( t) .令

�x ( t) = [ x T ( t) 　eT ( t) ]T ,

可得增广闭环系统为

x
-
·

( t)

z ( t)
= ∑

r

i , j = 1
hi h j

�A ij �B i

�Cij �D i

�x ( t)

w ( t)
=

A cα ( h) B cα ( h)

Ccα ( h) Dcα ( h)

�x ( t)

w ( t)
. (6)

其中

�A ij =
A i - B iαK j B iαK j

0 A i - L j C2 i

, �B i =
B wi

B wi

,

�Cij = [ C1 i - D iαK j 　D iαK j ] , �D i = Dwi ,

A cα ( h) =

A ( h) - B ( h)αK ( h) B ( h)αK ( h)

0 A ( h) - L ( h) C2 ( h)
,

B cα ( h) =
B w ( h)

B w ( h)
, Dcα ( h) = Dw ( h) ,

Ccα ( h) = [ C1 ( h) - D ( h)αK ( h) 　D ( h)αK ( h) ].

当α = I时 ,式 (6) 代表正常闭环系统.

给定衰减水平常数γ> 0 ,定义如下 H∞性能指

标 :

∫
∞

0
z T ( t) z ( t) d t <γ2∫

∞

0
w T ( t) w ( t) d t. (7)

定义 1　给定常数γf >γ0 > 0 ,若满足条件 :1)

正常闭环系统 (6) 稳定且在给定γ0 的情况下满足指

标 (7) ;2) 故障闭环系统 (6) 稳定且在给定γf 的情况

下满足指标 (7) . 则称控制器 (5) 为基于观测器的

H∞模糊可靠控制器.

定义 2　若满足条件 :1) 故障闭环系统 (6) 稳

定且在给定常数γf > 0 的情况下满足指标 (7) ;2)

正常闭环系统 (6) 稳定 ,并最小化正常情况下指标

(7) 的常数γ0 > 0 .则称控制器 (5) 为基于观测器的

次优 H∞模糊可靠控制器.

本文设计目标如下 :针对闭环系统 (6) ,设计基

于观测器的 H∞模糊可靠控制器和基于观测器的次
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优 H∞模糊可靠控制器.

引理 1　设 A ∈Rn×m 且 rank ( A) = r ≥1 ,则

存在 n阶可逆矩阵 M 和 m 阶可逆矩阵 N 使得

A = M
I r 0

0 0
N . (8)

引理 2　考虑 u( t) = 0的系统 (2) ,给定常数γ

> 0 ,若存在矩阵 P > 0和适维矩阵 T1 , T2 ,使得

- A T ( h) TT
1 - T1 A ( h) - T1 B w ( h)

3 - γ2 I

3 3
3 3

→

←

P + T1 - A T ( h) TT
2 CT

1 ( h)

- B T
w ( h) TT

2 DT
w ( h)

T2 + TT
2 0

3 - I

< 0 (9)

成立 , 3 表示对称位矩阵的转置项 ,则该系统渐近

稳定 ,且对所有 w ( t) 满足指标 (7) .

注 1　引理 2的证明过程类似文献[9 ]定理 1的

证明 ,此处省略.该引理为系统 (2) 的有界实引理 ,

通过引入辅助变量将正定 L yap unov矩阵 P与系统

矩阵乘积分离 ,更适合于针对具有本文故障模型的

系统.采用参数依赖L yap unov方法进行可靠控制器

设计.

3　主要结果
对正常闭环系统 (6) ,给定正常数γ0 ,根据引理

2 ,若存在矩阵 P > 0和适维矩阵 T1 , T2 使得

- A T
c ( h) TT

1 - T1 A c ( h) T1 B cα ( h)

3 - γ2 I

3 3
3 3

→

←

P + T1 - A T
c ( h) TT

2 CT
c ( h)

- B T
cα ( h) TT

2 DT
cα ( h)

T2 + TT
2 0

3 - I

< 0 , (10)

其中 A c ( h) 和 Cc ( h) 分别为α = I 的 A cα ( h) 和

Ccα ( h) ,则正常闭环系统 (6) 满足定义 1的条件 1) .

对α∈Sα的故障闭环系统 (6) ,给定正常数γf ,

根据引理 2 , 采用参数依赖矩阵 Pf = ∑
nβ

L = 1

ζL PL ,可

得若存在矩阵 PL > 0 ( L = 1 ,2 , ⋯, nβ) 和适维矩阵

T1 f , T2 f 使得

　

Γ11 - T1 f B cα ( h)

3 - γ2
f I

3 3
3 3

→

　←

PL + T1 f - A T
cL ( h) TT

2 f CT
cL ( h)

- B T
cα ( h) TT

2 f D T
cα ( h)

T2 f + TT
2 f 0

3 - I

< 0 , (11)

则故障闭环系统 (6) 满足定义 1的条件 2) .其中

Γ11 = - A T
cL ( h) TT

1 f - T1 f A cα , L = 1 ,2 , ⋯, nβ;

CcL ( h) = [ C1 ( h) - D ( h)βL K ( h) , D ( h)βL K ( h) ] ;

A cL ( h) =

A ( h) - B ( h)βL K ( h) B ( h)βL K ( h)

0 A ( h) - L ( h) C2 ( h)
.

根据式 (10) 和 (11) 进行控制器设计 ,将会遇到

双线性矩阵不等式 (BMI) 问题.下面分别采用两步

法和相似变换法将其转化为 L MI问题.

3 . 1　两步设计法

定理 1　对闭环系统 (6) ,给定常数γf >γ0 >

0 ,正标量λ和λf ,若存在正标量φ,矩阵 P11 , P12 ,

P22 , XL ,11 , XL ,12 , XL ,22 ( L = 1 ,2 , ⋯, nβ) , T11 , T22 ,

Kj , L j ( j = 1 ,2 , ⋯, r) ,满足不等式组

　Ξii < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r; (12)

　 1
r - 1
Ξii +

1
2

(Ξij +Ξji ) < 0 ,

　　　　　1 ≤ i ≠ j ≤ r; (13)

　ΨL , ii < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r , L = 1 ,2 , ⋯, nβ; (14)

　 1
r - 1
ΨL , ii +

1
2

(ΨL , ij +ΨL , ji ) < 0 ;

　1 ≤ i ≠ j ≤ r , L = 1 ,2 , ⋯, nβ; (15)

　
P11 P12

3 P22

> 0 ; (16)

　
XL ,11 XL ,12

3 XL ,22

> 0 , L = 1 ,2 , ⋯, nβ. (17)

则控制器 (5) 为基于观测器 (4) 的 H∞模糊可靠控

制器.其中

Ξij =

Ξ( ij)
11 Ξ( ij)

12 - T11 B wi

3 Ξ( ij)
22 - T22 B wi

3 3 - γ2
0 I

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

　　　　　←

Ξ( ij)
14 P12 CT

1 i - KT
j D T

i

Ξ( ij)
24 Ξ( ij)

25 KT
j D T

i

Ξ( ij)
34 Ξ( ij)

35 DT
wi

Ξ44 0 0

3 Ξ55 0

3 3 I

, (18)
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ΨL , ij =

Ψ( L , ij)
11 Ψ( L , ij )

12 - T11 B wi

3 Ψ( L , ij )
22 - T22 B wi

3 3 - φγ2
f I

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

　　　　←

Ψ( L , ij)
14 XL ,12 Ψ( L , ij )

16

Ψ( L , ij)
24 Ψ( L , ij)

25 Ψ( L , ij )
26

Ψ( L , ij)
34 Ψ( L , ij)

35 φD T
wi

Ψ44 0 0

3 Ψ55 0

3 3 - φI

, (19)

Ξ( ij )
11 = - T11 A i - A T

i T T
11 + T11 B i K j + KT

j B T
i T T

11 ,

Ξ( ij )
12 = - T11 B i K j ,

Ξ( ij )
14 = P11 + T11 - λ( A T

i T T
11 - KT

j B T
i T T

11 ) ,

Ξ( ij )
22 = - T22 A i - A T

i T T
22 + T22 L j C2 i + CT

2 iL
T
j T T

22 ,

Ξ( ij )
24 = PT

12 - λK T
j B T

i T T
11 ,

Ξ( ij )
25 = P22 + T22 - λ( A T

i T T
22 - CT

2 iL
T
j T T

22 ) ,

Ξ( ij )
34 = - λB T

wi T T
11 ,Ξ( ij )

35 = - λB T
wi T T

22 ,

Ξ44 =λ( T11 + TT
11 ) ,Ξ55 =λ( T22 + TT

22 ) ,

ΨL , ij
11 = - T11 A i - A T

i T T
11 + T11 B iβL K j +

　KT
jβL B T

i T T
11 ,

Ψ( L , ij)
12 = - T11 B iβL K j ,

Ψ( L , ij)
14 = XL ,11 + T11 - λf ( A T

i T T
11 - KT

jβL B T
i T T

11 ) ,

Ψ( L , ij)
16 =φ( CT

1 i - KT
jβL D T

i ) ,

Ψ( L , ij)
22 = - T22 A i - A T

i T T
22 + T22 L j C2 i + CT

2 iL
T
j T T

22 ,

Ψ( L , ij)
24 = X T

L ,12 - λf K T
jβL B T

i T T
11 ,

Ψ( L , ij)
25 = XL ,22 + T22 - λf ( A T

i T T
22 - CT

2 iL
T
j T T

22 ) ,

Ψ( L , ij)
26 =φK T

jβL D T
i , Ψ( L , ij )

34 = - λf B T
wi T T

11 ,

Ψ( L , ij)
35 = - λf B T

wi T T
22 , Ψ44 =λf ( T11 + TT

11 ) ,

Ψ55 =λf ( T22 + TT
22 ) .

限于篇幅 ,证明略.

式 (12) ～ (17) 为BMIs.为此 ,下面用两步法求

解.由式 (18) 可知 T11 和 T22 均非奇异.由式 (12) ～

(15) 得Ξ( ii)
11 < 0 ( i = 1 ,2 , ⋯, r) ,Ξ( ij )

11 < 0 (1 ≤i ≠

j ≤r) ,Ψ( ii)
L ,11 < 0 ( i = 1 ,2 , ⋯, r) ,Ψ( ij )

L ,11 < 0 (1 ≤i ≠

j ≤ r , L = 1 ,2 , ⋯, nβ) . 对上述不等式组左乘以

T - 1
11 ,右乘以 T - T

11 ,令 S11 = T - 1
11 , Kj T - T

11 = Fj ,可得

L MIs为

- A i S
T
11 + B i F i - S11 A T

i + FT
i B T

i < 0 ,

　　　　　i = 1 ,2 , ⋯, r; (20)

- A i S
T
11 + B i F j - S11 A T

i + FT
j B T

i < 0 ,

　　　　　1 ≤ i ≠ j ≤ r; (21)

- A i S
T
11 + B iβL F i - S11 A T

i + FT
iβT

L B T
i < 0 ,

　　i = 1 ,2 , ⋯, r , L = 1 ,2 , ⋯, nβ; (22)

- A i S
T
11 + B iβL F j - S11 A T

i + FT
jβT

L B T
i < 0 ,

　　1 ≤ i ≠ j ≤ r , L = 1 ,2 , ⋯, nβ. (23)

求解式 (20) ～ (23) 可得 T11 = S - 1
11 和 Kj = Fj T T

11 .

将 T11 和 Kj 代入式 (12) ～ (17) ,并令 T22 L j = Gj ,

式 (12) ～ (17) 化为 L MIs ,求解此 L MIs可得 L j =

T - 1
22 Gj .

令γ′0 =γ2
0 ,根据上述两步法 ,基于观测器的次

优 H∞模糊可靠控制器问题可归结为凸优化问题

　minγ′0 : (γ′0 ,φ, P11 , P12 , P22 , XL ,11 ,

　　　XL ,12 , XL ,22 , T22 , Gj ) , (24)

　s. t .解式 (20) ～ (23) 得 T11 , Kj 代入 (12)

　　　～ (17) 所得的 L MIs , r′0 < rf .

综上所述 ,用两步法进行基于观测器的次优

H∞模糊可靠控制器设计的算法如下 :

算法 1　1) 对给定的γf > 0 ,确定参数λ> 0的

区间[ a , b]和参数λf > 0的区间[ af , bf ] ,使凸优化

问题 (24) 有解.

2 )在区间[ a , b]和区间[ af , bf ]搜索最优值 (λ3 ,

λ3
f ) ,使凸优化问题 (24) 的 minγ′0 (λ,λf ) 最小.

3) 根据 L j (λ3 ,λ3
f ) 和 Kj (λ3 ,λ3

f ) 构造模糊观

测器 (4) 和控制器 (5) .

3 . 2　相似变换法

定理 2　对局部系统满足 B i =μiB , D i = 0的

闭环系统 (6) ,给定常数γf >γ0 > 0 ,正标量λ,λf , n

阶可逆矩阵 M , m阶可逆矩阵 N ,若存在正标量φ,

矩阵 P11 , P12 , P22 , XL ,11 , XL ,12 , XL ,22 ( L = 1 ,2 , ⋯,

nβ) T11 , T222 , W j ,V j ( j = 1 ,2 , ⋯, r) ,对角矩阵 T221 ,

满足如下 L MIs :

Ωii < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r; (25)

1
r - 1
Ωii +

1
2

(Ωij +Ωji ) < 0 ,

　　　1 ≤ i ≠ j ≤ r; (26)

ΦL , ii < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r; L = 1 ,2 , ⋯, nβ;

(27)

1
r - 1
ΦL , ii +

1
2

(ΦL , ij +ΦL , ji ) < 0 ,

1 ≤ i ≠ j ≤ r , L = 1 ,2 , ⋯, nβ; (28)

P11 P12

3 P22

> 0 ,
XL ,11 XL ,12

3 XL ,22

> 0 , (29)

　　　　L = 1 ,2 , ⋯, nβ. (30)

则控制器 (5) 为基于观测器 (4) 的 H∞模糊可靠控

制器.控制器增益为 Kj = N - 1 T - 1
221 V j ,观测器增益为

L j = T - 1
11 W j .其中

B = M
I r 0

0 0
N , r = rank ( B) ,

Ωij =
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Ω( ij )
11 Ω( ij )

12 Ω( i)
13 Ω( ij)

14 Ω( ij)
15 0

3 Ω( ij )
22 Ω( i)

23 PT
12 Ω( ij)

25 M T CT
1 i

3 3 - γ2
0 I Ω( ij)

34 Ω( ij)
35 DT

wi

3 3 3 Ω44 0 0

3 3 3 3 Ω55 0

3 3 3 3 3 - I

, (31)

ΦL , ij =

Φ( L , ij)
11 Φ( L , ij)

12 Φ( L , i)
13

3 Φ( L , ij)
22 Φ( L , i)

23

3 3 - φγ2
f I

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

Φ( L , ij )
14 Φ( L , ij )

15 0

X T
L ,12 Φ( L , ij )

25 Φ( L , ij)
26

Φ( L , ij )
34 Φ( L , ij )

35 φD T
wi

Φ44 0 0

3 Φ55 0

3 3 - φI

, (32)

T22 = diag{ T221 , T222 } ,

Ω( ij )
11 = - T11 A i - A T

i T 11 + W j C2 i + CT
2 i W

T
j ,

Ω( ij )
12 = [μi V

T
j 　0 ] ,Ω( i)

13 = - T11 B wi ,

Ωij
14 = P11 + T11 - λ( A T

i T T
11 - CT

2 i W
T
j ) ,

Ω( ij )
15 = P12 - [μi V

T
j 　0 ] ,Ω( i)

23 = - T22 M - 1 B wi ,

Ω( ij )
22 = - T22 M - 1 A i M - [μi V

T
j ,0 ]T M -

　( T22 M - 1 A i M + [μi V
T
j ,0 ]T M) T ,

Ω( ij )
25 = P22 + T22 - λ( PT A T

i M - T T T
22 -

　M T [μi V
T
j 　0 ]) ,

Ω( ij )
34 = - λB T

wi T T
11 ,Ω( ij )

35 = - λB T
wi M - T T T

22 ,

Ω44 =λ( T11 + TT
11 ) ,Ω55 =λ( T22 + TT

22 ) ,

Φ( L , ij )
11 = - T11 A i - A T

i T T
11 + W j C2 i + CT

2 i W
T
j ,

Φ( L , ij )
12 = [μiβL V T

j 　0 ] ,Φ( L , i)
13 = - T11 B wi ,

Φ( L , ij )
14 = XL ,11 + T11 - λf ( A T

i T T
11 - CT

2 i W
T
j ) ,

Φ( L , ij )
15 = XL ,12 - [μiβL V T

j 　0 ] ,

Φ( ij )
22 = - T22 M - 1 A i M - [μiβL V T

j 　0 ]T M -

　( T22 M - 1 A i M + [μiβL V T
j 　0 ]T M) T ,

Φ( L , i)
23 = - T22 M - 1 B wi ,

Φ( L , ij )
25 = XL ,22 + T22 - λf ( M T A T

i M - T T T
22 -

M T [μiβL V T
j 　0 ]) ,

Φ( L , ij )
26 =φT MCT

1 i ,Φ( L , ij)
34 = - λf B T

wi T T
11 ,

Φ( L , ij )
35 = - λf B T

wi M - T TT
22 ,Φ44 =λf ( T11 + TT

11 ) ,

Φ55 =λf ( T22 + TT
22 ) .

证明 　不失一般性 ,根据引理 1 ,令 B = M[ Im ,

0 ]T N ,对局部系统满足 B i =μiB , D i = 0的闭环系

统 (6) 进行相似变换 �x = Ŝ x̂ ,其中

Ŝ =
0 M

I 0
, Ŝ - 1 =

0 I

M - 1 0
.

变换后系统矩阵为 Â ij = Ŝ - 1 �A ij Ŝ , Â 0
ij 表示α = I时

的 Â ij , B̂ i = Ŝ - 1 �B i , Ĉ0
ij = �C0

ij Ŝ , �C0
ij 表示 D i = 0时的

�Cij .

利用文献[10 ]的定理 2 . 2 ,若式 (25) 和 (26) 成

立 ,则

∑
r

i , j = 1

hi h jΩij < 0 .

令

V j = T221 N K j , W j = T11 L j ,

T1 = diag{ T11 , T22 } , T2 =λT 1 ,

T22 = diag{ T221 , T222 } , P =
P11 P12

3 P22

,

由式 (29) 可知 P > 0 .对∑
r

i , j = 1
hi h jΩij < 0整理后将 Â 0

ij

= Ŝ - 1 �A 0
ij Ŝ , B̂ i = Ŝ - 1 �B i , Ĉ0

ij = �C0
ij Ŝ 代入 ,并左乘以

diag{ Ŝ - T , I , Ŝ - T , I} ,右乘以 diag{ Ŝ - 1 , I , Ŝ - 1 , I} ,令

Ŝ - T T1 Ŝ - 1 = T′1 , Ŝ - T T2 Ŝ - 1 = T′2 , Ŝ - T PŜ - 1 = P′,可

得式 (10) 成立.

同样地 ,若式 (27) 和 (28) 成立 ,则∑
r

i , j = 1
hi h jΦL , ij

< 0 , L = 1 ,2 , ⋯, nβ.令

V j = T221 N K j , W j = T11 L j , PL ,11 =φX L ,11 ,

PL ,12 =φX L ,12 , PL ,22 =φX L ,22 , T11 f =φT 11 ,

T22 f =φT 22 , T22 f = diag{ T221 f , T222 f } ,

T1 f = diag{ T11 f , T22 f } , T2 f =λf T 1 f ,

PL =
PL ,11 PL ,12

3 PL ,22

,

由式 (30) 可知 PL > 0 . 对左右乘以 φI 的

∑
r

i , j = 1

hi h jΦL , ij < 0 , 整理后将 Â ij = Ŝ - 1 �A ij Ŝ , B̂ i =

Ŝ - 1 �B i , Ĉ0
ij = �C0

ij Ŝ 代入 ,并左乘以 diag{ Ŝ - T , I , Ŝ - T ,

I} ,右乘以 diag{ Ŝ - 1 , I , Ŝ - 1 , I} ,令 Ŝ - T T1 f Ŝ - 1 = T′1 f ,

Ŝ - T T2 f Ŝ - 1 = T′2 f , Ŝ - T PL Ŝ - 1 = P′L ,可得式 (11) 成

立.

由式 (31) 可知 T11 和 T22 均非奇异 ,可得 L j =

T - 1
11 W j , Kj = N - 1 T - 1

221 V j . □

令γ′0 =γ2
o ,基于观测器的次优 H∞模糊可靠控

制器问题可归结为凸优化问题

min γ′0 : (γ′0 ,φ, P11 , P12 , P22 , XL ,11 , XL ,12 ,

XL ,22 , T11 , T221 , T222 , W j ,V j ) , (33)

s. t . L MIs (25) ～ (30) , r′0 < r2
f .

用相似变换法进行基于观测器的次优 H∞模糊

可靠控制器设计的算法 2仅需将算法 1中的凸优化

问题 (24) 换为凸优化问题 (33) ,限于篇幅 ,此处省
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略.

注 2　本文所提出的相似变换法不需要如文献

[3 ]要求局部输入矩阵列满秩 ,扩大了适用范围.

注 3　在适用范围方面 ,两步法比相似变换法

适用的范围广.在保守性方面 ,多输入情况下相似变

换法因要求 T221为对角阵 ,难以与两步法进行比较.

但单输入情况下 ,相似变换法比两步法保守性低.

注 4　两步法去掉条件 (14) , (15) , (17) 及相应

的变量 ,相似变换法去掉条件 (27) , (28) , (30) 及相

应的变量 ,均可得到基于观测器的 H∞模糊控制器

的设计方法.

4　仿真示例
考虑如下小车倒立摆系统[9 ] :

Ûx1 = x2 ,

Ûx2 =

g sin ( x1 ) - am l x 2
2 sin (2 x1 ) / 2 - acos ( x1 ) u

4 l/ 3 - amlcos2 ( x1 )
+ w ,

z = x1 , y = x1 .

其中 : x1 表示摆偏离垂直位置的角度 , x2 表示角速

度 , w 表示外扰 , g = 9 . 8 m/ s2 为重力常数 , a =

1/ ( m + M) , m是摆的质量 , M 是推车质量 ,2 l是摆

的长度 , u是作用在小车上的力.本仿真参数选为 m

= 2 kg , M = 8 kg ,2 l = 1 m , w = sin (2πt +π/ 4) .当

x1 在0和±π/ 3附近线性化 ,可得如下 T2S模糊模型

表示 :

If x1 is about 0 , t hen

Ûx ( t) = A 1 x ( t) + B w1 w ( t) + B1 u( t) ,

z ( t) = C11 x ( t) ,

y ( t) = C21 x ( t) ;

If x1 is about ±π/ 3 , t hen

Ûx ( t) = A 2 x ( t) + B w2 w ( t) + B2 u( t) ,

z ( t) = C12 x ( t) ,

y ( t) = C22 x ( t) .

选取模糊隶属函数

h1 ( x1 ) = 1 -
2
π | x1 ( t) | ,

h2 ( x1 ) = 1 - h1 ( x1 ) .

其中

A 1 =
0 1

17 . 294 1 0
, A 2 =

0 1

12 . 630 5 0
,

B1 =
0

- 0 . 176 5
, B2 =

0

- 0 . 077 9
,

B w1 = B w2 = [0　1 ]T , C11 = C12 = [1　0 ] ,

C21 = C22 = [1　0 ].

选取参数

α = 0 . 1 , �α = 1 ,γf = 0 . 8 .

根据算法 1 设计 ,无法获得可行解 ,两步法失

效.根据算法 2设计 ,其中 N = 1 ,μ1 = 2 . 265 7 ,μ2 =

1 , B =
0

- 0 . 077 9
, M =

0 1

- 0 . 077 9 0 . 5
,可得

minγ′0 (λ,λf ) 的最小值为 0 . 315 8 .基于观测器的次

优 H∞模糊可靠控制器增益 K1 = [ - 1 029 . 521 6 ,

- 221 . 237 1 ] , K2 = [ - 968 . 872 5 , - 121 . 638 1 ] ,观

测器增益 L 1 = [ 0 . 7 4 9 8 , 1 4 . 8 5 3 5 ]T , L 2 =

[0 . 957 1 ,21 . 576 3 ]T . 可见对此系统采用相似变换

法比两步法保守性低.给定γ0 = 0 . 8 ,根据注 4用相

似变换法求得基于观测器的 H∞模糊控制器 ,控制

器增益 K1 = [ - 334 . 631 2 , - 119 . 852 1 ] , K2 =

[ - 398 . 204 6 , - 156 . 214 1 ] , 观测器增益 L 1 =

[0 . 321 1 ,25 . 720 3 ]T , L 2 = [0 . 113 5 ,13100 7 ]T . 按

文献[6 ] 方法进行模糊可靠控制器设计 ,选取故障

容许 集 ΦΩ = 0 . 1 , 得 控 制 器 增 益 K1 =

[ - 213 . 853 4 , - 25 . 856 7 ] , K2 = [ - 532 . 478 5 ,

- 66 . 575 4 ]T , 观测器增益为 L 1 = [5 . 477 5 ,

8 . 250 1 ]T , L 2 = [7 . 175 6 ,8 . 354 5 ]T .

将上述设计的控制器分别应用于小车倒立摆系

统 ,执行器在 5 s时发生α= 0 . 2的失效故障 ,系统和

观测器初始状态分别为 x0 = [1　0 ]T , x̂0 =

[1 . 1　0 ]T .从图 1可见 ,采用基于观测器的 H∞模

糊控制器 (虚线) 不能保证系统发生故障时稳定 ,采

用文献[6 ]方法 (实线) 不能保证闭环系统在外扰作

用下的鲁棒性.从图 2可见 ,所设计的控制器能保证

系统在正常和故障情况下都能稳定并对干扰具有鲁

棒性.定义被控输出能量与外扰能量比的平方根为

图 1　两种方法的 x1 响应

图 2　本文方法的 x1 响应及其估计 x̂1
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γ( t) = ∫
t

0
z T (τ) z (τ) dτ/∫

t

0
w T (τ) w (τ) dτ.

从图 3可以看出 ,在正常情况下γ( t) 迅速小于

0 . 561 9 ,并且在执行器故障情况下也远小于0 . 8 .

图 3　被控输出能量与外扰能量比的平方根

5　结 　　论
本文给出了两种基于观测器的 H∞模糊可靠控

制设计方法 :两步法和相似变换法.两种方法均能将

BMI问题转化为 L MI问题.本文所提出的相似变

换法不需要满足文献 [ 3 ]方法所要求的局部输入矩

阵列满秩的条件.分析了两种方法在适用范围和保

守性方面的不同之处 ,采用何种设计方法需根据实

际情况具体选择.仿真示例验证了本文方法的有效

性.
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