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纯反馈非线性离散系统的自适应神经网络控制
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摘　要 : 针对一类未知的纯反馈非线性离散系统 ,提出了基于反步法设计的自适应神经网络控制方法.为避免反步

法设计中可能出现的因果矛盾问题 ,首先将系统进行等价变换 ,然后利用隐函数定理证实了理想虚拟控制输入和实

际控制输入的存在性 .利用高阶神经网络估计这些控制量 ,并基于反步法设计自适应神经网络控制系统 ,证明了闭环

系统半全局一致最终有界.仿真结果验证了所提出方法的有效性 .
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Abstract : For a class of pure2feedback discrete2time nonlinear systems , adaptive neural network control based on

backstepping design is proposed. To avoid the causality contradiction problem in backstepping design , the system is

firstly t ransformed through a coordinate t ransformation. Then implicit function theorem is exploited to assert the

existence of the desired virtual controls and practical control. By using high2order neural networks to approximate the

desired controls , an effective adaptive neural network control system is developed by backstepping design. The closed2
loop system is proved to be semi2globally uniformly ultimately bounded. Simulation result illust rates the effectiveness

of the proposed control.
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1　引　　言
近年来 ,反步法已广泛应用于具有三角结构的

非线性系统控制中[1 ] .对于具有严格反馈形式的离

散非线性系统 ,提出了许多基于反步法的控制器设

计方法[229 ] .文献 [ 2 ]针对一类参数严格反馈的离散

非线性系统 ,提出了基于反步法的自适应控制方法 ;

[3 ]将其推广到一类参数严格反馈的时变离散非线

性系统中 ; [ 4 ]进一步提出避免过参数化的自适应反

步控制方法 ; [ 5 ,6 ]针对未知的严格反馈离散非线性

系统 ,提出了基于反步法的神经网络自适应控制方

法 ,并将其推广到具有三角结构的多输入多输出离

散非线性系统[7 ,8 ] ; [ 1 ]针对一类严格反馈的多变量

系统 ,提出了基于反步法的神经网络自适应控制方

法 ,将扩展 Kalman 滤波应用到神经网络的学习律

中 ,并将该方法应用于感应电机.

文献[ 128 ]研究的是严格反馈形式的非线性系

统 ,这些系统的控制输入均具有仿射形式 ,可以采用

反馈线性化的方法来处理.然而 ,对于纯反馈离散非

线性系统 ,由于控制输入不具有仿射形式 ,不能采用

反馈线性化来处理这类系统 ,控制问题变得非常复
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杂.文献[ 9 ]曾针对一类非常特殊的纯反馈离散非线

性系统 ,提出了自适应神经网络控制方法.然而 ,该

方法只能处理两阶系统 ,对于一般的纯反馈离散非

线性系统 ,目前没有很好的控制方法.本文将研究一

般的未知纯反馈离散非线性系统的控制问题.

2　问题描述
考虑具有纯反馈形式的单变量离散非线性系统

　　　　

x i ( k + 1) = f i ( �x i ( k) , x i+1 ( k) ) ,

　　　1 ≤ i ≤n - 1 ;

x n ( k + 1) = f n ( �x n ( k) , u( k) ) ;

y ( k) = x1 ( k) .

(1)

其中 :�x i ( k) = [ x1 ( k) , x2 ( k) , ⋯, x i ( k) ]T ∈ Ri ;

u( k) ∈R和 y ( k) ∈R分别为系统的状态变量、输入

和输出 ; f i (·) ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 为未知的光滑非线性

函数.控制目标为设计控制系统使系统输出 y ( k) 跟

踪期望轨迹 y d ( k) ,同时保证闭环系统的所有信号

均有界.

假设 1　非线性函数的偏微分 5 f i (·) / 5 x i+1 ( k)

和 5 f n (·) / 5 u( k) 的方向已知 ,且存在常数 0 < g
-

i <

�g i 和 0 < g
-

n < �gn 满足 g
-

i < | 5 f i (·) / 5 x i+1 ( k) | ≤

�g i ( i = 1 ,2 , ⋯, n - 1) 和 g
-

n < | 5 f n (·) / 5 u( k) | ≤

�gn .

假设 1说明 5 f i (·) / 5 x i+1 ( k) 和 5 f n (·) / 5 u( k)

的方向为正或为负. 不失一般性 , 本文假设

5 f i (·) / 5 x i+1 ( k) 和 5 f n (·) / 5 u( k) 为正[11 ] .

假设 2　期望轨迹 y d ( k) ∈Ωy ( Πk ≥0) 光滑

且已知.

定义 1[11 ] 　对于任意给定的紧集 Ω, 如果

�x n ( k0 ) = x0 ∈Ω,且存在常数ε> 0和整数 N (ε, x0 )

使得对于所有的 k ≥k0 + N都有 ‖�x n ( k) ‖<ε,那

么系统 (1) 的解半全局一致最终有界.

引理 1[5 ] 　对于线性时变离散系统

x ( k + 1) = A ( k) x ( k) + B u ( k) ,

y ( k) = Cx ( k) , (2)

其中 A ( k) , B和C为维数匹配的矩阵 ,且 B和C为常

数矩阵.令Φ( k1 , k0 ) = ∏
k1 - 1

k = k0

A ( k) ,若 ‖Φ( k1 , k0 ) ‖

< 1 , Πk1 > k0 ≥0 ,那么系统 (2) 在 u( k) = 0时全

局指数稳定 ,且输入输出有界稳定.

3　系统的等价变换
与文献[1 ,5 ]中的严格反馈离散非线性系统相

似 ,当采用反步法直接对纯反馈离散非线性系统 (1)

进行控制系统设计时 ,将出现因果关系矛盾.参照文

献[5 ]中的方法 ,将纯反馈离散非线性系统 (1) 等价

变换成适合采用反步法设计的形式.

由系统 (1) 的前 ( n - 1) 个方程可知 , x i ( k + 1)

为 �x i+1 ( k) (1 ≤ i ≤ n - 1) 的函数 ,为便于分析 ,记

x i ( k + 1) 为

x i ( k + 1) = f c
n , i ( �x i+1 ( k) ) ,

i = 1 ,2 , ⋯, n - 1 , (3)

其中 f c
n , i ( �x i+1 ( k) ) = f i ( �x i ( k) , x i+1 ( k) ) , i = 1 ,2 ,

⋯, n - 1 .因此 ,可得

�x i ( k + 1) =

x1 ( k + 1)

…

x i ( k + 1)

=

f c
n ,1 ( �x2 ( k) )

…

f c
n , i ( �x i+1 ( k) )

: =

Fc
n , i ( �x i+1 ( k) ) , (4)

其中 i = 1 ,2 , ⋯, n - 1 .值得注意的是 f c
n , i ( �x i+1 ( k) )

是标量 , Fc
n , i ( �x i+1 ( k) ) ∈Ri为矢量.将系统的拍数后

推 1步 ,系统 (1) 的前 ( n - 1) 个方程可以表示为

x i ( k + 2) = f i ( �x i ( k + 1) , x i+1 ( k + 1) ) ,

　　　1 ≤ i ≤n - 2 ;

x n- 1 ( k + 2) = f n- 1 ( �x n- 1 ( k + 1) , x n ( k + 1) ) .

(5)

将式 (3) 和 (4) 代入 (5) 可得

x i ( k + 2) = f c
( n- 1) , i ( �x i+2 ( k) ) ,

1 ≤ i ≤n - 2 ;

x n- 1 ( k + 2) = Fn- 1 ( �x n ( k) , x n ( k + 1) ) .

(6)

其中

f c
( n- 1) , i ( �x i+2 ( k) ) =

f i ( Fc
n , i ( �x i+1 ( k) ) , f c

n( i+1) ( �x i+2 ( k) ) ) ,

　　　1 ≤ i ≤n - 2 ;

Fn- 1 ( �x n ( k) , x n ( k + 1) ) =

f n- 1 ( Fc
n , ( n- 1) ( �x n ( k) ) , x n ( k + 1) ) .

同理 ,方程 (6) 中的前 ( n - 2) 个方程可以写成

�x i ( k + 2) =

x1 ( k + 2)

…

x i ( k + 2)

=

f c
( n- 1) ,1 ( �x3 ( k) )

…

f c
( n- 1) , i ( �x i+2 ( k) )

: =

Fc
( n- 1) , i ( �x i+2 ( k) ) ,

i = 1 ,2 , ⋯, n - 2 . (7)

依此类推 ,后推 ( n - 2) 步 ,系统 (1) 的前 2个方程可

以表示为

x1 ( k + n - 1) = f c
2 ,1 ( �x n ( k) ) ,

x2 ( k + n - 1) = F2 ( �x n ( k) , x3 ( k + n - 2) ) .

(8)

其中

f c
2 ,1 ( �x n ( k) ) = f 1 ( Fc

3 ,1 ( �x n- 1 ( k) ) , f c
3 ,2 ( �x n ( k) ) ,

F2 ( �x n ( k) , x3 ( k + n - 2) ) =

f 2 ( Fc
3 ,2 ( �x n ( k) ) , x3 ( k + n - 2) ) .

继续后推一步 ,系统 (1) 的第 1个方程变为

x1 ( k + n) = F1 ( �x n ( k) , x2 ( k + n - 1) ) , (9)

984



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 24 卷

其中 F1 ( �x n ( k) , x2 ( k + n - 1) ) = f 1 ( f c
2 ,1 ( �x n ( k) ) ,

x2 ( k + n - 1) ) .

由于式 (6) ～ (9) 均由原系统得到 ,纯反馈非线

性系统 (1) 可以等价为

x1 ( k + n) = F1 ( �x n ( k) , x2 ( k + n - 1) ,

　…

x n- 1 ( k + 2) = Fn- 1 ( �x n ( k) , x n ( k + 1) ) ,

x n ( k + 1) = f n ( �x n ( k) , u( k) ) ,

y ( k) = x1 ( k) .

(10)

从上 述 推 导 过 程 可 知 �x i ( k + n - i) =

Fc
( i+1) , i ( �x n ( k) ) ,它与变量 x i+1 ( k + n - i) 无关.另外 ,

从 Fi ( �x n ( k) , x i+1 ( k + n - i) ) 的定义可知

5 Fi ( �x n ( k) , x i+1 ( k + n - i) )
5 x i+1 ( k + n - i)

=

5 f i ( Fc
( i+1) , i ( �x n ( k) ) , x i+1 ( k + n - i) )

5 x i+1 ( k + n - i)
=

5 f i ( �x i ( k + n - i) , x i+1 ( k + n - i) )
5 x i+1 ( k + n - i)

,

1 ≤ i < n. (11)

因此 ,由假设 1知

g
-

i < |
5 Fi ( �x n ( k) , x i+1 ( k + n - i) )

5 x i+1 ( k + n - i) | ≤�g i ,

1 ≤ i < n. (12)

注 1　由式 (11) 和 (12) 可以看出 ,通过等价变

换 ,原系统的偏微分性质仍然保留.由于系统为非仿

射形式 ,性质 (12) 保证了理想的虚拟控制输入和实

际控制输入的存在性.

4　控制系统设计
下面利用反步法对系统 (10) 设计神经网络控

制器.设计过程包括 n步 ,在第 i ( i = 1 ,2 , ⋯, n - 1)

步 ,设计虚拟控制输入αi+1 ( k) ,在第 n步 ,设计实际

的控制输入 u( k) .与文献 [5 ] 中的严格反馈非线性

系统不同 ,本文的被控对象为非仿射形式 ,不能采用

反馈线性化的方法来构造虚拟控制输入和实际控制

输入.在每一步 ,首先采用隐函数定理说明期望的虚

拟控制输入和实际控制输入的存在性 ,然后再进行

控制器设计.具体设计过程如下 :

Step1 : 定义 e1 ( k) = x1 ( k) - y d ( k) ,利用系统

(10) 的第 1个方程得到

e1 ( k + n) = x1 ( k + n) - y d ( k + n) =

F1 ( �x n ( k) , x2 ( k + n - 1) ) - y d ( k + n) . (13)

将 x2 ( k + n - 1) 看作式 (13) 的虚拟控制输入 ,根据

式 (12) 和隐函数定理可知 ,存在唯一光滑的理想虚

拟控制输入α3
2 ( k) : =α3

2 ( �x n ( k) , y d ( k + n) ) 使得

F1 ( �x n ( k) ,α3
2 ( k) ) - y d ( k + n) = 0 , (14)

其中α3
2 ( k) 是关于 �x n ( k) 和 y d ( k + n) 的函数.可采

用如下的高阶神经网络估计α3
2 ( k) :

α3
2 ( k) = W 3 T

1 Ψ1 ( z1 ( k) ) +ζz1 , W 3
1 ∈Rl1 . (15)

Ψ1 ( z1 ( k) ) = [Ψ11 ( z1 ( k) ) ,Ψ12 ( z1 ( k) ) , ⋯,

Ψ1 ( z1 ( k) ) ]T ∈Rl1 ;

Ψ1 i ( z1 ( k) ) = ∏
j∈I i

[Ψ( z1 j ( k) ) ]
μ

j
( i) , i = 1 ,2 , ⋯, l1 ;

z1 ( k) = [ z11 , z12 , ⋯, z1 ( n+1) ]T =

[ �x T
n ( k) , y d ( k + n) ]T ∈Ωz1 < Rn+1 .

其中 :W 3
1 ∈R l1 为理想的神经网络权值 , l1 为隐元

数 ,估计误差ζz1 在紧集Ωz1 中有界 ,即 |ζz1 | ≤ζ01 ,

{ I1 , I2 , ⋯, I l1 } 为{ 1 ,2 , ⋯, n + 1} 的非有序子集 ,

μj ( i) 为非负整数 ,基函数Ψ( z j ) 选择双曲正切函数

Ψ( z j ) = (e z j - e - z j ) / (e z j + e - z j ) .因此 ,可构造虚拟

的神经网络控制输入和神经网络权值自适应律为

α2 ( k) = �W T
1 ( k)Ψ1 ( z1 ( k) ) , Ŵ1 ( k) ∈Rl1 ; (16)

Ŵ1 ( k + 1) = Ŵ1 ( k1 ) - Γ1 [Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) e1 ( k +

　　　　　　1) +σ1 Ŵ1 ( k1 ) ]. (17)

其中 : k1 = k - n + 1 ,Γ1 =γ1 I为对角矩阵 ,γ1 > 0 ,

σ1 > 0 .

Step i (2 ≤ i < n) : 定义 ei ( k) = x i ( k) -

αi ( ki - 1 ) , ki- 1 = k - n + i - 1 ,利用系统 (10) 的第 i个

方程得

ei ( k + n - i + 1) = x i ( k + n - i + 1) - αi ( k) =

Fi ( �x n ( k) , x i+1 ( k + n - i) ) - αi ( k) . (18)

将 x i+1 ( k + n - i + 1) 看作式 (18) 的虚拟控制输入 ,

根据式 (12) 和隐函数定理可知 ,存在唯一光滑的理

想虚拟控制输入α3
i+1 : =α3

i+1 ( �x n ( k) ,αi ( k) ) 使得

Fi ( �x n ( k) ,α3
i+1 ( k) ) - αi ( k) = 0 , (19)

其中α3
i+1 ( k) 是关于 �x n ( k) 和αi ( k) 的函数.可采用如

下的高阶神经网络估计α3
i+1 ( k) :

α3
i+1 ( k) = W 3 T

i Ψi ( z i ( k) ) +ζzi ,

W 3
i ∈Rl i . (20)

其中 : z i ( k) = [ �x T
n ( k) ,αi ( k) ]T ∈Ωzi < Rn+1 , W 3

i ∈

R l i 为理想的神经网络权值 , l i 为神经网络的隐元

数 ,估计误差ζzi在紧集Ωzi中有界 ,即 |ζzi | ≤ζ0 i .因

此 ,构造虚拟的神经网络控制输入和神经网络权值

自适应律为

αi+1 ( k) = Ŵ T
i ( k)Ψi ( z i ( k) ) , Ŵ i ( k) ∈R l i ; (21)

Ŵ i ( k + 1) = Ŵ i ( ki ) - Γi [Ψi ( z i ( ki ) ) ei ( k + 1) +

　　　　　　σi Ŵ i ( ki ) ]. (22)

其中 : ki = k - n + i ,Γi =γi I为对角矩阵 ,γi > 0 ,σi

> 0 .

Step n :定义 en ( k) = x n ( k) -αn ( k - 1) ,利用系

统 (10) 的第 n个方程得

en ( k + 1) = x n ( k + 1) - αn ( k) =

f n ( �x n ( k) , u( k) ) - αn ( k) . (23)

094
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由假设 1可知 g
-

n < | 5 f n / 5 u( k) | ≤�gn ,又由隐函数

定理可知 ,存在唯一光滑的理想控制输入 u 3 ( k) : =

u 3 ( �x n ( k) ,αn ( k) ) 使得

f n ( �x n ( k) , u 3 ( k) ) - αn ( k) = 0 , (24)

其中 u3 ( k) 是关于 �x n ( k) 和αn ( k) 的函数.可采用如

下的高阶神经网络估计 u 3 ( k) :

u3 ( k) = W 3 T
n Ψn ( z n ( k) ) +ζzn ,

W 3
n ∈Rl n . (25)

其中 : z n ( k) = [ �x T
n ( k) ,αn ( k) ]T ∈Ωzn < Rn+1 , W 3

n ∈

R ln 为理想的神经网络权值 , ln 为神经网络的隐元

数 ,估计误差ζzn 在紧集中有界 ,即 |ζzn | ≤ζ0 n . 因

此 ,可构造神经网络控制输入和神经网络权值自适

应律为

u( k) = Ŵ T
n ( k)Ψn ( z n ( k) ) , Ŵ n ( k) ∈R l n ; (26)

Ŵ n ( k + 1) = Ŵ n ( k) - Γn [Ψn ( z n ( k) ) en ( k + 1) +

　　　　　　σn Ŵ n ( k) ]. (27)

其中 :Γn =γn I 为对角矩阵 ,γn > 0 ,σn > 0 .

综上 ,针对系统 (10) 设计的虚拟控制输入和实

际控制输入为

αi ( k) = Ŵ T
i - 1 ( k)Ψi- 1 ( z i - 1 ( k) ) ,

　　i = 2 ,3 , ⋯, n;

u( k) = Ŵ T
n ( k)Ψn ( z n ( k) ) .

(28)

对应的神经网络权值自适应律为

Ŵ i ( k + 1) = Ŵ i ( ki ) - Γi [Ψi ( z i ( ki ) ) ei ( k +

　　　　　　1) +σi Ŵ i ( ki ) ] , (29)

　　　ki = k - n + i , i = 1 ,2 , ⋯, n;

e1 ( k) = x1 ( k) - y d ( k) ;

ei ( k) = x i ( k) - αi ( ki- 1 ) , 2 ≤ i < n;

en ( k) = x n ( k) - αn ( k - 1) .

(30)

5　稳定性分析
定理 1　对于离散非线性系统 (1) ,控制输入

(28) 以及神经网络权值自适应律 (29) ,如果选择参

数满足

σi <
1

(1 + �g i )γi
,γj <

1
2 + l j + �g j l j

,

γn <
1

2 + ln + �gn l n
,

i = 1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ,

则闭环系统半全局一致最终有界 ,且 lim
k→∞

| y ( k) -

y d ( k) | ≤ε,ε为任意正数.

证明 　在 k时刻 ,假设 �x n ( k) ∈Ω,利用反步法

证明 �x n ( k + 1) ∈Ω和 u ( k) 有界.

Step1 : 利用中值定理、式 (13) 和 (14) ,得

　　e1 ( k + n) =

　　F1 ( �x n ( k) ,α3
2 ( k) ) - y d ( k + n) +

　　gλ1 ( k + n - 1) [ x2 ( k + n - 1) - α3
2 ( k) ] =

　　gλ1 ( k + n - 1) [ x2 ( k + n - 1) - α3
2 ( k) ]. (31)

其中

gλ1 ( k + n - 1) : =

5 F1 ( �x n ( k) , x2 ( k + n - 1) )
5 x2 ( k + n - 1) | x2 ( k+ n- 1) = x2λ1

;

x2λ1 =λ1 x2 ( k + n - 1) + (1 - λ1 )α3
2 ( k) ,

0 ≤λ1 ≤1 .

如前定义 , e2 ( k) = x2 ( k) -α2 ( k1 ) ,则 x2 ( k + n - 1)

= e2 ( k + n - 1) +α2 ( k) .将它代入式 (31) ,并由式

(15) 和 (16) 可得

e1 ( k + n) = gλ1 ( k + n - 1) [ �W T
1 ( k)Ψ1 ( z1 ( k) ) +

e2 ( k + n - 1) - ζz1 ] , (32)

其中 �W1 ( k) = Ŵ1 ( k) - W 3
1 .式 (32) 可进一步写成

　　　 �W T
1 ( k1 )Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) =

　　　 e1 ( k + 1) / gλ1 ( k) - e2 ( k) +ζz1 . (33)

由假设1和式 (12) 可知 ,0 < g
-

1 < gλ1 ( k) ≤�g1 .选择

L yap unov函数

V 1 ( k) = e2
1 ( k) / �g1 + ∑

n- 1

j = 0

�W T
1 ( k1 +

j)Γ- 1
1 �W1 ( k1 + j) , (34)

其一阶差分为

ΔV 1 ( k) = V 1 ( k + 1) - V 1 ( k) =

e2
1 ( k + 1) / �g1 - e2

1 ( k) / �g1 + �W T
1 ( k +

1)Γ- 1
1 �W1 ( k + 1) - �W T

1 ( k1 )Γ- 1
1 �W1 ( k1 ) =

e2
1 ( k + 1) / �g1 - e2

1 ( k) / �g1 -

2 �W T
1 ( k1 )Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) e1 ( k + 1) -

2σ1 Ŵ T
1 ( k1 ) Ŵ1 ( k1 ) +σ21 Ŵ T

1 ( k1 )Γ1 Ŵ1 ( k1 ) +

ΨT
1 ( z1 ( k1 ) )Ψ1Γ1 ( z1 ( k1 ) ) e2

1 ( k + 1) +

2σ1 Ŵ T
1 ( k1 )Γ1Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) e1 ( k + 1) ≤

- e2
1 ( k + 1) / �g - e2

1 ( k) / �g1 - 2ζz1 e1 ( k + 1) +

2e2 ( k) e1 ( k + 1) - 2σ1 �W T
1 ( k1 ) Ŵ1 ( k1 ) +

ΨT
1 ( z1 ( k1 ) )Γ1Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) e2

1 ( k + 1) +

2σ1 Ŵ T
1 ( k1 )Γ1Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) e1 ( k + 1) +

σ21 Ŵ T
1 ( k1 )Γ1 Ŵ1 ( k1 ) .

应用下式 :

- 2ζz1 e1 ( k + 1) ≤γ1 e2
1 ( k + 1) / �g1 + �g1ζ2

01 /γ1 ,

2e2 ( k) e1 ( k + 1) ≤γ1 e2
1 ( k + 1) / �g1 + �g1 e2

2 ( k) /γ1 ,

ΨT
1 ( z1 ( k1 ) )Γ1Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) ≤γ1 l1 ,

2σ1 Ŵ T
1 ( k1 )Γ1Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) e1 ( k + 1) ≤

γ1 l1

g1
e2

1 ( k + 1) + �g1σ1γ1 ‖Ŵ1 ( k1 ) ‖2 ,

- 2σ1 �W T
1 ( k1 ) Ŵ1 ( k1 ) =

- σ1 ‖�W1 ( k1 ) ‖2 - σ1 ‖Ŵ1 ( k1 ) ‖2 +σ1 ‖W 3
1 ‖2 ,

可得
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　　ΔV 1 ( k) ≤

　　 - ρ1 e2
1 ( k + 1) / �g1 - e2

1 ( k) / �g1 +β1 -

　　 - σ1 (1 - σ1γ1 - �g1σ1γ1 ) ‖Ŵ1 ( k1 ) ‖2 +

　　 �g1 e2
2 ( k) /γ1 , (35)

其中ρ1 = 1 - 2γ1 -γ1 l1 - �g1γ1 l1 和β1 = �g1ζ2
01 /γ1 +

σ1 ‖W 3
1 ‖2 有界.如果选择参数满足

γ1 <
1

2 + l1 + �g1 l1
,σ1 <

1
(1 + �g1 )γ1

, (36)

那么ρ1 > 0且 (1 -σ1γ1 - �g1σ1γ1 ) > 0 .在式 (35) 中 ,

由于β1 有界 ,如果能够保证 e2 ( k) 有界、式 (35) 中

最后一项 �g1 e2
2 ( k) /γ1 有界 ,那么一旦 | e1 ( k) | >

g
-

1β1 + e2
2 ( k) /γ1 ,则ΔV 1 ( k) ≤0 .说明 :若 e2 ( k) 有

界 ,则 V 1 ( k) = V 1 (0) + ∑
k

j = 0

ΔV 1 ( j) 和 e1 ( k) 均有

界 ,并且误差 e1 ( k) 渐近收敛于紧集Ω1 = {χ| |χ| ≤

g
-

1β1 + e2
2 ( k) /γ1 } .

神经网络的权值自适应律 (17) 可以进一步写

成

Ŵ1 ( k + 1) =

( I - σ1Γ1 ) Ŵ1 ( k1 ) - Γ1Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) e1 ( k + 1) =

A 1 ( k) Ŵ1 ( k1 ) - Γ1Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) e1 ( k + 1) , (37)

其中 A 1 ( k) = I -σ1Γ1 .由于Ψ1 ( z1 ( k1 ) ) 和Γ1有界 ,

由以上的分析可知 ,若 e2 ( k) 和 e1 ( k) 有界 ,那么式

(37) 的最后一项有界.由式 (36) 可知 ,0 <σ1γ1 <

1 ,因此 A 1 ( k) 的特征根均位于单位圆内.应用引理

1可得神经网络的权值 Ŵ1 ( k) 有界.

综上 ,如果 e2 ( k) 有界 , 那么 V 1 ( k) , e1 ( k) 和

Ŵ1 ( k) 均有界.下面将证明 e2 ( k) 有界.

Step i (2 ≤i < n) :由中值定理、式 (18) 和 (19)

得

ei ( k + n - i + 1) =

Fi ( �x n ( k) ,α3
i+1 ( k) ) - αi ( k) +

5 Fi ( �x n ( k) , x i+1 ( k + n - i) )
5 x i+1 ( k + n - i) | x i+1 ( k+ n- i) = x ( i+1)λi

×

[ x i+1 ( k + n - i) - α3
i+1 ( k) ] =

gλi ( k + n - i) [ x i+1 ( k + n - i) - α3
i+1 ( k) ]. (38)

其中

gλi ( k + n - i) =

5 Fi ( �x n ( k) , x i+1 ( k + n - i)
5 x i+1 ( k + n - i) | x i+1 ( k+ n- i) = x ( i+1)λi

;

x ( i+1)λi =λi x i+1 ( k + n - i) + (1 - λi )α3
i+1 ( k) ,

0 ≤λi ≤1 .

如前面所定义 , ei+1 ( k) = x i+1 ( k) -αi+1 ( ki ) , ki = k -

n + i ,即 x i+1 ( k + n - i) = ei+1 ( k + n - i) +αi+1 ( k) ,

代入式 (38) ,并由式 (20) 和 (21) 可得

ei ( k + n - i + 1) =

gλi ( k + n - i) [ �W T
i ( k)Ψi ( z i ( k) ) +

ei+1 ( k + n - i) - ζzi ] ,

其中 �W i ( k) = Ŵ i ( k) - W 3
i .上式可进一步写成

�W T
i ( ki )Ψi ( z i ( ki ) ) = ei ( k + 1) / gλi - ei+1 ( k) +ζzi .

(39)

由假设 1和式 (12) 可知 ,0 < g
-

i < gλi ( k) ≤�g i .选择

L yap unov函数

V i ( k) =
1
�g i

e2
i ( k) + ∑

n- i

j = 0

�W T
i ( ki +

j)Γ- 1
i �W i ( ki + j) . (40)

类似于 Step1的推导过程 ,可得 Lyap unov函数 (40)

的一阶差分为

ΔV i ( k) ≤- ρie
2
i ( k + 1) / �g i -

e2
i ( k) / �g i +βi - σi (1 - σiγl -

�g iσiγi ) Ŵ i ( ki ) ‖2 + �g ie
2
i+1 ( k) /γi ,

(41)

其中ρi = 1 - 2γi - γi l i - �g iγi l i 和βi = �g iζ2
0 i /γi +

σi ‖W 3
i ‖2 有界.如果选择参数满足

γi <
1

2 + l i + �g i l i
,σi <

1
(1 + �g i )γi

, (42)

那么ρi > 0) 且 (1 -σiγi - �g iσiγi ) > 0 .同理可知 ,如

果能够保证 ei+1 ( k) 有界 ,则 V i ( k) , ei ( k) 和 Ŵ i ( k)

均有界 , 且 ei ( k) 收敛于紧集 Ωi = {χ| | χ | ≤

g
-

iβi + e2
i+1 ( k) /γi .下面证明 ei+1 ( k) 有界.

Step n : 利用中值定理、式 (23) 和 (24) 可得

en ( k + 1) =

f n ( �x n ( k) , u( k) ) - αn ( k) +

5 f n ( �x n ( k) , u( k) )
5 u( k) | u( k) =ξ[ u( k) - u3 ( k) ] =

gλn ( k) [ u( k) - u 3 ( k) ]. (43)

其中 : gλn ( k) =
5 f n ( �x n ( k) , u( k) )

5 u( k) | u( k) =ξ ,ξ=λn u ( k)

+ (1 -λn u 3 ( k) ) 且 0 ≤λn ≤1 .将式 (25) 和 (26) 代

入 (43) ,整理得

�W n ( k)Ψn ( z n ( k) ) = en ( k + 1) / gλn ( k) +ζzn ,

(44)

其中 �W n ( k) = �W n ( k) - W 3 ( n) .选择 L yap unov函

数

V n ( k) = e2
n ( k) / �gn + �W T

n ( k)Γ- 1
n �W n ( k) , (45)

采用类似于 Step1的推导过程 ,可得式 (45) 的一阶

差分为

ΔV n ( k) ≤

- ρne2
n ( k + 1) / �gn - e2

n ( k) / �gn +βn -

σn (1 - σnγn - �gnσnγn) ‖Ŵ n ( k) ‖2 , (46)
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其中ρn = 1 - γn - γn l n - �gnγn l n和βn = �gnζ2
0 n /γn +

σn ‖W 3
n ‖2 有界.如果选择参数满足

γn <
1

1 + ln + �gn l n
,σn <

1
(1 + �gn)γn

, (47)

那么 ,一旦 | en ( k) | > g
-

nβn ,则ΔV n ( k) ≤0 .说明

en ( k) ,V n ( k) 和 Ŵ n ( k) 均有界 ,另外 , en ( k) 将渐近

收敛于紧集Ωn = {χ| | χ| ≤ g
-

nβn } .

　　由 en ( k)有界可知 , St ep ( n - 1 )中�gn- 1 e2
n ( k) /

γn- 1 有界 ,因此 V n- 1 ( k) , en- 1 ( k) 和 Ŵ n- 1 ( k) 均有界.

依此类推 ,向后推 ( n - 1) 步 ,可得 V i ( k) , ei ( k) 和

Ŵ i ( k) ( i = 1 ,2 , ⋯, n - 1) 均有界 ,进一步得 x i ( k) ( i

= 1 ,2 , ⋯, n - 1) 有界.

基于上述分析 ,如果 �x n ( k) ∈Ω,那么 �x n ( k + 1)

∈Ω且 u ( k) 有界.如果系统的初始状态 �x n (0) ∈Ω,

参数σi < 1/ [ (1 + �g i )γi ] ,γj < 1/ (2 + l j + �g j l j ) ( i =

1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, n - 1) 和γn < 1/ (2 + ln +

�gn l n) ,存在 k 3 > k0 ,使得在所有 k > k 3 时刻系统的

跟踪误差 ei ( k) 和神经网络权值 Ŵ i ( k) 均有界 ,则说

明闭环系统半全局一致最终有界. □

6　系统仿真
为验证本文所提出控制方法的有效性 ,将其应

用于如下纯反馈离散非线性系统 :

x1 ( k + 1) = 0 . 9 x1 ( k) + 0 . 2 x2
1 ( k) x2 ( k) +

　　　　　0 . 3 x2 ( k) + 0 . 1 x1 ( k) e - 0 . 1/ (1 +5 x2
2 ( k) )

,

x2 ( k + 1) =

0 . 5 x2 ( k) + 0 . 2 sin ( x1 ( k) x2 ( k) ) + 1 . 2 u( k) +

0 . 1 x1 ( k) x2 ( k) / (10 + u2 ( k) ) ,

y ( k) = x1 ( k) .

控制目标为输出跟踪

y d ( k) = 0 . 5 sin (
πk
400) + 0 . 2 cos (

πk
130) .

虚拟控制输入和实际控制输入分别为

α2 ( k) = Ŵ T
1 ( k)Ψ1 ( z1 ( k) ) ,

z1 ( k) = [ x1 ( k) , x2 ( k) , y d ( k + 2) ]T ,

u( k) = Ŵ T
2 ( k)Ψ2 ( z2 ( k) ) ,

z2 ( k) = [ x1 ( k) , x2 ( k) ,α2 ( k) ]T .

神经网络权值自适应律为

Ŵ1 ( k + 1) = Ŵ1 ( k - 1) - Γ1 [Ψ1 ( z1 ( k -

1) ) e1 ( k + 1) +σ1 Ŵ1 ( k - 1) ] ,

Ŵ2 ( k + 1) = Ŵ2 ( k) - Γ2 [Ψ2 ( z2 ( k) e2 ( k +

1) +σ2 Ŵ2 ( k) ].

误差为 e1 ( k) = x1 ( k) - y d ( k) , e2 ( k) = x2 ( k) -

α1 ( k - 1) .系统的初始状态为 x1 (0) = x2 (0) = 0 ,神

经网络的隐含层节点数为 l1 = l2 = 13 ,初始基函数

分别选择为 Ψ1 (0) = Ψ2 (0) = 0 , 初始权值为

Ŵ1 (0) = Ŵ2 (0) = 0 .虚拟控制量的初始值为α2 (0)

= 0 ,自适应增益矩阵Γ1 =Γ2 = 0 . 07 I ,且σ1 = 0 .

002 ,σ2 = 0 . 000 1 .仿真结果如图 1～图 3所示.

图 1　系统输出

图 2　控制量

图 3　神经网络权值的模 ( ‖Ŵ1 ( k) ‖和 ‖Ŵ2 ( k) ‖)

图 1 给出了系统输出跟踪期望轨迹的跟踪性

能 ,其中实线表示期望轨迹 y d ,点线表示系统的输

出 y.从图1中可以看出 ,在仿真的初始时刻 ,系统的

跟踪误差较大 ,随着时间的推移 ,系统输出能够很好

地跟踪设定值.图 2显示了对应的控制量.图 3给出

了神经网络权值的模.从图 2和图 3可以看出 ,控制

量和神经网络权值均有界.

7　结 　　论
本文研究了一类具有纯反馈形式的未知离散非

线性系统 ,提出了基于反步法的神经网络自适应控

制方法.为避免因果矛盾问题 ,首先将被控系统等价

变换成适合反步法设计的形式.应用隐函数定理证

实了理想的虚拟控制输入和实际控制输入的存在

性 ,然后用神经网络估计虚拟控制输入和实际控制

输入.适当选择控制器参数 ,闭环系统能够半全局一

致最终有界.仿真研究验证了所提出方法的有效性.
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