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鲁棒区间类型 2可能性 C均值聚类

于　龙 , 肖　建 , 周　聪
(西南交通大学 电气工程学院 , 成都 610031)

摘　要 : 提出了一种鲁棒区间类型 2可能性 C均值 ( IT2PCM) 聚类规则 ,其实质是采用交替迭代结构进行聚类的交

替类估计 ,但隶属度函数通过区间类型 2模糊集合来选择.在提出的方法中 ,类原型的更新方程通过将降型与解模糊

相结合的形式来计算 .在鲁棒统计的框架下 ,通过φ函数的分析指出这种更新方程对类内不确定的模式以及野点具

有鲁棒性.最后 ,与现有的鲁棒聚类规则进行比较 ,仿真结果说明了 IT2PCM良好的鲁棒性.

关键词 : 区间类型 2 ; 鲁棒 ; 可能性 ; 交替类估计

中图分类号 : TP18　　　　文献标识码 : A

Robust interval type22 possibil istic C2means clustering

YU L ong , X I A O J i an , Z HOU Cong

(School of Elect rical Engineering , Southwest J iaotong University , Chengdu 610031 , China. Correspondent : YU

Long , E2mail : yulong. swjtu @163. com)

Abstract : This paper present s alternating iteration architecture for clustering , robust interval type22 possibilistic

C2means ( IT2PCM) clustering algorithm. It is actually alternating cluster estimation , but membership functions are

selected directly with interval type22 fuzzy set s by the users. In the proposed method , the cluster prototype update

equation is calculated by type reduction combined with defuzzification. It is robust to uncertain inliers and outliers on

the basis of it sφfunction analysis in the f ramework of robust statistics. Simulation result s of comparing IT2PCM with

existing methods show the nice robust properties of IT2PCM.
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1　引　　言
在现实情况中 ,信息本身存在着不确定性 ,从而

给信息分析带来特殊的困难.鲁棒理论的引入 ,允许

在信息存在着不确定性的情况下 ,仍然能够很好地

分析和处理信息[1 ] .鲁棒聚类是处理含有噪声和野

点数据的信息分析技术[2 ] ,其中最典型的方法为可

能性 C均值 ( PCM)聚类[3 ] . PCM 在交替优化 (AO)

中采用高斯或柯西型的可能性模糊隶属度函数 ,最

小化具有正则化项的类内方差和目标函数以解决不

确定性数据的问题[4 ] .交替类估计 (ACE)则抛弃了

目标函数模型 ,采用交替迭代结构使人们可以任意

选择可能性模糊隶属度函数 ,是一种广义的可能性

C均值聚类方法 ,如文献 [ 5 ]利用跳舞圆锥 (DC)隶

属度函数有效地解决了点云的聚类问题.近年来 ,人

们又在 AO的原型更新方程中 ,同时引入可能性隶

属度函数和概率性隶属度函数[ 6 ,7 ] ,以期望聚类分

析得到的类的原型具有更好的鲁棒性.然而在鲁棒

统计的框架下 ,上述鲁棒聚类方法可以理解为在原

型的更新方程中采用不同形式的权重函数 ,且这些

权重函数都是由类型 1隶属度函数构成的.

类型 2 隶属度函数 ,尤其是运算更加简单的区

间类型 2隶属度函数 ( IT2MF) ,由于其能够更好地

描述不确定性信息 ,受到了广泛的关注[8210 ] .文献

[11 ]曾利用 IT2MF来描述模糊 C均值 ( FCM)聚类

中的模糊集合 ,得到一种新的区间类型 2 FCM

( IT2FCM) . IT2FCM 利用降型和解模糊相结合的

方法来进行原型更新 ,在原型的更新方程中 ,采用

IT2MF作为权重函数 ,但其上界和下界仍然是基于

距离测度的相对隶属度函数 ,而这种隶属度函数往

往对数据中的野点非常敏感.因此 ,考虑抛弃目标函

数模型 ,类似于 ACE采用交替迭代结构选择合适

的 IT2MF直接用于降型进行原型更新 ,以期望得
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到具有较好鲁棒性的区间类型 2 可能性 C均值

( IT2PCM) 模糊聚类规则.

本文首先回顾和分析了 PCM 及 IT2MF 的一

些主要特点 ,并提出一种新的区间类型 2 可能性隶

属度.然后 ,在鲁棒统计的框架下 ,评估单独观测模

式对降型与解模糊相结合的原型更新方程以及传统

原型更新方程的相对影响 ,并分析了它们的特性.最

后 ,给出完整的 IT2PCM 模糊聚类规则 ,并通过仿

真实验验证所提出规则的有效性.

2　知识回顾与问题分析
2 . 1　可能性 C均值聚类

PCM是一种最典型的鲁棒聚类规则 ,它采用

AO分别求解 C个独立的子目标函数.随着迭代的

进行 ,原型被自动吸引到模式空间中稠密的区域.对

于 N 个向量训练模式{ x j , j = 1 ,2 , ⋯, N} , PCM的

原型更新方程为

v i =
∑
N

j = 1
uij x j

∑
N

j = 1
uij

. (1)

其中 : v i表示第 i个类的原型 ; uij 表示 x j 在第 i个类

中的隶属度 ,且

uij = exp - d2
ij /ηi , (2)

dij = d ( x j , v i ) 为定义在模式空间的欧氏距离测度 ,

ηi 为尺度参数.式 (1) 和 (2) 是构成最小化子目标函

数的必要条件[3 ] . ACE规则指出 ,可以抛弃目标函

数模型 ,采用交替迭代结构并直接指定 uij ,如DC隶

属度

uij =
1 - ( dij

b i
)
α

, dij ≤bi ,α > 0 ;

0 , ot herwise .

(3)

其中 bi 为尺度参数.因此 , ACE是一种广义的可能

性 C均值聚类.容易发现 ,式 (2) 和 (3) 的构成独立

于其他的类 ,与 FCM聚类规则中的隶属度相比可以

有效地处理含有野点和噪声的数据.

2 . 2　区间类型 2模糊隶属度

在 ACE规则的框架下 ,原型更新方程无论采用

式 (2) 或 (3) 作为隶属度 ,其本质都是类型 1 的.类

型 1模糊集合在处理不确定性信息时是具有一定局

限性的[8 ] .受此启发 ,可考虑在交替迭代结构中直接

引入区间类型 2模糊隶属度函数构造 uij 进行原型

的更新.

IT2FCM通过引入两个模糊指数将类型 1隶属

度扩展为区间类型 2的形式 ,即有

uij = [ uij , �uij ] ; (4)

�uij =

1

∑
C

k = 1

( dij / dik ) 2/ ( m1 - 1)

,
1

∑
C

k = 1

( dij / dik )

<
1
C

;

1

∑
C

k = 1

( dij / dik ) 2/ ( m2 - 1)

, ot herwise ;

(5)

uij =

1

∑
C

k = 1

( dij / dik ) 2/ ( m1 - 1)

,
1

∑
C

k = 1

( dij / dik )

≥ 1
C

;

1

∑
C

k = 1

( dij / dik ) 2/ ( m2 - 1)

, ot herwise .

(6)

然后 ,通过降型和解模糊相结合的方法进行原型的

更新 ,即

[ vi , vi ] = ∑
N

j = 1
[ uij , �uij ] x j / (∑

N

j = 1
[ uij , �uij ]) , (7)

v i = ( v i + �v i ) / 2 . (8)

比较式 (5) , (6) 与 (2) , (3) 的定义 ,不难看出 uij

除了采用区间的形式外 ,其构成并不独立于其他的

类 ,而仍然是一种相对的隶属度.容易验证

lim
x j →±∞

�uij = lim
x j →±∞

uij = 1/ C. (9)

类似于 FCM ,IT2FCM聚类规则可能会赋予野点和

噪声违反直觉的隶属度的值.

本文考虑下面的单变量对称 IT2MF ,上界隶属

度函数为梯形 ,下界隶属度函数为三角形 ,如图 1所

示.为方便描述聚类规则 ,将其写成区间隶属度的形

式 ,即

ui ( x j ) =
| x j - ai | / bi , - ai ≤ x j ≤ai ;

0 , otherwise ;
(10)

�ui ( x j ) =

( x j + bi ) / ai , - bi ≤ x j < ai - bi ;

1 , ai - bi ≤ x j < bi - ai ;

( bi - x j ) / ai , bi - ai ≤ x j < bi ;

0 , otherwise .

(11)

其中 : ai = bi - ci , ci为不确定均值半径 , bi为尺度参

数 ,且 bi ≥ai ≥0 .容易验证 ,当 ci = 0时 ,式 (10) 和

(11) 简化为一维的 DC隶属度 (α = 1) .对于向量模

式 x j ,即 x j = ( x j1 , x j2 , ⋯, x jp ) ,根据文献[8 ]定理 3

的推论 2 ,可以定义 x j 的区间隶属度为

　　　　�uij = �ui ( x j1 ) 3 ⋯3 ui ( x jp ) , (12)

　　　　uij = ui ( x j1 ) 3 ⋯3 ui ( x jp ) . (13)

其中 : 3 表示乘积 t范数 ,由 �uij 和 u ij 构成的矩阵分

别称为上界特征矩阵 ( U TM) 和下界特征矩阵

(L TM) .可以看出 ,式 (12) 和 (13) 的构成是独立

的 ,不受其他类的原型的影响 , 因此将式 (12) 和

(13) 理解为一种区间类型 2可能性隶属度 ,以区别

于式 (5) 和 (6) .这样 ,模式 x j属于第 i个类的隶属度

不再是确定的值 ,而是一个区间 , �uij 和 u ij 分别表示
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模式 x j属于第 i 个类的隶属度的最大值和最小值.

图 1　对称的 IT2MF

3　原型更新方程的鲁棒特性
在鲁棒统计的框架下 ,原型更新方程是一个标

准的 M估计器 (M2estimator) ,通过研究其φ函数的

特性来评估单独观测模式对原型估计的相对影响 ,

如φ函数的相对幅值可以说明观测模式对原型估计

的影响程度[2 ,12 ] .

式 (1) 等价于

∑
N

j = 1
uij ( x j - v i ) = 0 , (14)

则φ函数可以定义为[2 ]

φ( rij ) = uij r ij . (15)

其中 : rij = x j - v i , uij 表示权重.这样不同聚类规则

的 uij对应着不同形式的φ函数.本节将研究 uij 采用

区间类型 2的形式时 ,φ函数的形式及其特性.

根据文献 [10 ] ,降型得到的原型区间集合左右

端点分别为

v i =
∑

l

j = 1
x i�u ij + ∑

N

j = l+1
x i u ij

∑
l

j = 1
�uij + ∑

N

j = l+1
uij

, (16)

�v i =
∑

r

j = 1
x i u ij + ∑

N

j = r+1
x i�u ij

∑
r

j = 1

uij + ∑
N

j = r+1

�uij

, (17)

其中 r和 l 为变换点且可采用 KM规则计算10 ] .有

v i = [ U (∑
l

j = 1
�uij x i + ∑

N

j = l+1
uij x i) +

L (∑
r

j = 1

uij x i + ∑
N

j = r+1

�uij x i) ]/ 2UL .

其中

U = ∑
r

j = 1
uij + ∑

N

j = r+1
�uij ,

L = ∑
l

j = 1
�uij + ∑

N

j = l+1
uij .

那么

∑
l

j = 1
�uij r ij

L
+
∑
N

j = l+1
uij r ij

L
+
∑

r

j = 1
uij r ij

U
+
∑
N

j = r+1
�uij r ij

U
= 0 .

显然 ,如果[ uij , �uij ]是关于 v i 对称的区间类型 2 隶

属度 ,则 U = L [9 ] .因此 ,定义其φ函数为

φ( rij ) =

∑
l

j = 1
�uij r ij + ∑

r

j = 1
uij r ij , j ≤ l ;

∑
N

j = l+1
uij r ij + ∑

r

j = 1
uij r ij , l < j ≤ r;

∑
N

j = l+1
uij r ij + ∑

N

j = r+1
uij r ij , j > r.

(18)

无论采用区间类型 2可能性隶属度或跳舞圆锥

隶属度 ,当单独观测模式在尺度参数半径以外时 ,容

易验证φ( rij ) = 0 .当 x j 为标量时 ,图 2绘制了两种

情况下φ函数的曲线.显然 ,远离原点的单独观测模

式并不对原型估计产生任何影响 , 这与 FCM 和

IT2FCM是不同的.另外 ,从图 2 (a) 可以看到 ,在变

换点之间φ函数的幅值相对较小.该区域φ只采用

u ij 作为权重 ,导致单独观测模式对原型估计的影响

相对较小 ,而在变换点之外 ,权重则采用 uij 和 �u ij 相

结合的方式.因此 ,在 ACE规则中 ,采用区间类型 2

可能性隶属度会有效地减小类内不确定因素以及类

外野点对原型估计的影响.

图 2　原型更新方程的φ函数曲线

4　区间类型 2可能性 C均值聚类规则
本节将提出的区间类型 2可能性隶属度 (10) ～

(13) 用于聚类 ,给出下面的鲁棒模糊聚类规则.

规则 1 ( IT2PCM聚类规则)

初始化 : 指定类的数目 C,给定模式集合{ x j , j

= 1 ,2 , ⋯, N} ,选择不确定均值半径 ai ,尺度参数

bi ( i = 1 , ⋯, C) 及容忍误差ε.根据式 (10) ～ (13)

的定义初始化 U TM和L TM , Iter = 1 ,2 , ⋯( Iter为

迭代次数) .
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Step1 : 更新原型 ,根据式 (7) 和 (8) 计算 vIter
i .

Step2 : 更新特征矩阵 ,根据式 (10) ～ (13) 计

算 U TM Iter 和 L TM Iter .

Step3 : 判断终止条件 , 如果 ‖U TM Iter -

U TM Iter - 1 ‖ <ε和 ‖L TM Iter - L TM Iter - 1 ‖ <ε同

时满足 ,则停止迭代 ;否则转至 Step3 .

5　仿真分析
考虑下面两个类以及跨接点 A 和远端点 B .两

个类的真实中心分别为[ - 1 . 5　0 ] , [1 . 5　0 ] ,如图

3所示.

图 3　两个类以及跨接点 A和远端点 B

分别采用 IT2FCM ,ACE2DC ,IT2PCM 对其进

行聚类分析 ,利用 Matlab软件编写聚类规则的程序

代码 ,并设定容忍误差为0. 000 1.表1给出了采用不

同聚类规则估计的类的原型.结果显示 , IT2FCM的
表 1　IT2FCM , ACE2DC, IT2PCM估计的原型

IT2FCM

m1 m2

ACE2DC

b a

IT2PCM

b a

1. 1 2 1 1 1 1

- 1. 442 8 1. 443 2 1. 5 - 1. 5 1. 5 - 1. 5

0. 049 8 0. 049 6 0 0 0 0

图 4　ACE2DC聚类估计

图 5　IT2PCM聚类估计

原型估计受到跨接点及远端点的影响 ,而且隶属度

的值违反直觉.如 B点在左侧的类的上界和下界隶

属度 分 别 为 0. 501 1 ,0. 500 1 , 而 ACE2DC 和

IT2PCM 能够很好地估计出原型的位置.

下面考虑模式产生不确定波动或含有不确定噪

声时 ,ACE2DC和 IT2PCM规则对原型估计的情况 ,

结果如图 4和图 5所示.

从图 4和图 5中可以看出 ,当存在不确定噪声

以及模式不确定波动时 , IT2PCM 聚类方法估计出

的原型更接近于真实值 ,具有较好的鲁棒性.表 2给

出了估计的原型与真实值之间的距离.

表 2　ACE2DC, IT2PCM估计的原型与真实值的距离

含有不确定噪声 模式产生不确定波动

ACE2DC

与类 1
真实值距离

0 . 203 5 0 . 044 0

与类 2
真实值距离

0 . 129 8 0 . 033 9

IT2PCM

与类 1
真实值距离

0 . 061 8 0 . 007 8

与类 2
真实值距离

0 . 012 3 0 . 000 6

6　结 　　论
本文提出了一种鲁棒区间类型 2 可能性 C均

值聚类规则 ,其扩展了采用交替迭代结构进行聚类

的交替类估计.设计者可以预先指定区间类型 2 可

能性隶属度 ,用于降型和解模糊进行原型估计 ,从而

增加了对于隶属度函数选择的弹性 ,使设计者可以

利用 IT2MF替代传统的类型 1隶属度函数来设计

模糊聚类规则.同时 ,通过对其原型更新方程的φ函
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数特性的分析指出 ,区间类型 2 可能性隶属度的引

入 ,在聚类规则的更新迭代过程中 ,可以有效地减小

类内不确定因素以及类外野点对原型估计的影响 ,

从而具有更好的鲁棒性.
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