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摘　要 : 针对多选择多维背包问题 ( MM KP)的特点 ,设计一种新型混合算法 (ACO &PR) .该算法将线路重连算法

( PR)嵌入蚁群算法 (ACO) ,在搜索过程中既考虑解的质量 ,又考虑解的分散性.线路重连算法在重连过程中 ,向导解

的属性逐步引入起始解属性中 ,可快速获得该线路上的最优解.实验结果表明 ,该算法优于其他现有较好的方法 ,获

得了较好的结果.
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Abstract : For the features of the multipl2choice multidimensinal knap sack problem(MM KP) , a novel hybrid algorithm

(ACO &PR) is designed , in which path relinking ( PR) is embeded into the solution const ruction mechanism of ant

colony optimization , and solution diversification is considered besides solution quality in the search process. In the

process of the path relinking phase , the att ributes of the guiding solution is int roduced into the initial solution

progressively to obtain the high quality solution as quickly as possible. The experimental result s show that the method

is very efficient and competitive to solve the MM KP compared with the better existing methods.
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1　引　　言
　　背包问题 ( KP)是运筹学领域中一个经典的具

有 N P难度的组合优化问题[1 ] ,为满足广泛的实际

应用的需要 ,出现了许多变形[2 ] . 多维背包问题

(MD KP)是一种最常用的变形 ,它考虑了多种资源

约束[ 3 ] , 但物品的选择没有限制.多选择背包问题

(MC KP)是背包问题的另一种变型[4 ,5 ] ,它将物品分

为若干类 ,在每类物品中只能选择一种物品装入背

包. MC KP 考虑了物品选择约束 ,但只考虑了单一

资源约束.本文主要研究多选择多维背包 (MM KP)

问题 ,是最复杂的一类变形. MM KP 实际上是

MD KP与 MC KP 的组合 ,它既考虑了多种资源的

约束条件 ,同时又考虑了物品选择条件的限制.

许多文献是围绕单个约束进行研究 ,并获得了

一些有效的近似算法[3 ] ,而直接研究 MM KP 的文

献却相对较少.精确算法只能求解规模较小的问

题[6 ] ,而对于大规模问题则依赖启发式算法加以解

决. Heranandez 等[ 7 ] 提出一种将 MM KP 转换为

MD KP的启发式算法 ,并获得了较高的质量解 ,但

所消耗的时间相对多一些. Hifi 等[8 ]提出了解决该

问题的启发式算法 ,该算法通过惩罚函数改变搜索

轨迹 ,从而使算法跳出局部最优 ,并获得了较好的结

果.本文给出了采用蚁群算法 (ACO算法)直接解决

MM KP问题的算法设计 ,包括状态转移方式和信息

素更新方式.同时针对 ACO 易于出现早熟、停滞现

象 ,设计了一种新型混合算法 ( ACO &PR) .该算法

既考虑了解的质量 ,又考虑了解的分散性 ,为

MM KP的研究提供了一种新的有效方法.
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2　数学描述
　　MM KP给出 m 种资源 ,将需放入背包的物品

分为相互排斥的 n类 , I = { 1 , ⋯, n} ,物品集合为 J

= { J 1 , ⋯, J n} ,每类物品 J i ( i ∈I) 有 ni个不同的物

品.在 J i 类中 ,每个物品 j ( j ∈J i , J i = { 1 , ⋯, ni } )

的单位重量收益值为 cij ,所需要的 k资源为 w k
ij ( k ∈

M , M = { 1 , ⋯, m} ) . MM KP就是从每类 i ( i ∈I) 物

品中选择一个满足资源约束的相应物品 j ( j ∈ J i )

放入背包 ,使得装入物品总收益值最大. MM KP问

题的数学模型如下 :

maximize

f = ∑
n

i = 1
∑
ni

j = 1
cij x ij ; (1)

∑
n

i = 1
∑
ni

j = 1
w k

ij x ij ≤Ck , k = 1 , ⋯, m ; (2)

∑
ni

j = 1
x ij = 1 , i = 1 ,2 , ⋯, n; (3)

x ij ∈{ 0 ,1} , i = 1 ,2 , ⋯, n ,

　 　 　　 　j = 1 ,2 , ⋯, ni . (4)

约束 (2) 为背包容量约束 , Ck 为 k 种资源的最大数

量 ;约束 (3) 表示从每类物品中只能选择一个 ;约束

(4) 表示 x ij 为 021决策变量 ,当第 i类中的第 j个物

品放入背包时 , x ij = 1 ,否则 x ij = 0 .可行解二进制

编码如图 1 所示. 为算法描述方便 ,先给出下面定

义 :

定义 1　用σ∶= I →J映射表示每类物品与所

选择物品的对应关系.σ( i) = j表示 i类中物品 j 被

选中 ,与决策变量 x ij 的对应关系 x ij = 1 Ζσ( i) = j .

图 1　MMKP解的表示

图 1给出了二进制代码表示的 2个解分别对应

的映射解为σ1 = { 3 ,1 ,3 ,1} ,σ2 = { 1 ,1 ,3 ,3} .

定义 2　假设σ与σ′为任意 2个解 ,则 dist (σ,

σ′) = | { i ∈ I∶σ( i) ≠σ′( i) | 为选择不同物品的类

的数目 ,称为 2 个解分散度 ,表示这 2 个解的分散

性.

dist (σ,σ′) 值越大 ,表明这 2 个解的分散性越

大.图 1中 2个解分散度为 dist (σ1 ,σ2 ) = 2 .

3　算法设计
3 . 1　蚁群算法的基本原理

蚁群优化 (ACO) 算法是模拟蚁群觅食行为而

设计的 ,其基本过程见文献 [9 ,10 ]. ACO 主要研究

排序问题 , 如旅行商问题或二次分配问题等. 而

MM KP问题是一个子集选取问题 ,子集选取问题与

排序问题的主要区别是前者不需考虑子集元素之间

的顺序 ,而后者则需考虑集合之间的顺序. ACO 解

决子集选取问题时 ,蚂蚁移动下个位置与所在的当

前位置无关 ;对于排序问题 ,蚁群的信息素留在连接

2个点的路径上 ,而子集选取问题信息素则留在子

集的元素上 ,也就是用点代替排序问题的路径.下面

介绍用 ACO算法解决 MM KP问题的过程.

将蚁群随机分布在某些类物品上 ,每个蚂蚁模

拟一个背包.蚂蚁 k从 i 类物品选择 j 物品 ,其对应

的转移概率可定义为

pk
ij =

τij [ uij ]
β

∑
l∈J1

τil [ uil ]
β

, j ∈J i ;

0 , ot herwise .

(5)

其中 :τij 表示第 i 类物品中 j 物品的信息素 ,β为参

数. uij = cij / ∑
m

k = 1
w k

ij ·Ck表示资源的效率 ,在蚁群算

法中 ,蚂蚁按下式选择下一个物品 :

j =
arg max

l∈J i

{τil [ uil ]
β

} , q < q0 ;

S , ot herwise .
(6)

其中 :q0 为一个参数 , q为均匀分布在 [0 ,1 ]的随机

变量. q > q0 时 ,依式 (5) 决定随机变量 S .滞留在物

品上的信息素随时间变化需要不断更新 ,信息素更

新策略有局部和全局更新两种[10 ] .局部更新可避免

因频繁选择相同物品而陷入局部最优 ;全局更新可

加强收益比较大物品上的信息素.

3 . 2　线路重连算法

线路重连算法 ( PR) 是由 Glover等[11 ] 提出的 ,

其详细介绍参见文献[12 ,13 ]. PR原理如下 :首先产

生初始种群 , 在初始种群中选择 b1 个高质量解

Ref Set1 和 b2 个分散性好的解 Ref Set2 作为参考集

R.从 R中按一定规则选择 2个解 ,分别作为起始解

σA ( Initiating solution) 和 向 导 解 σB ( Guiding

solution) ;然后产生一条从起始解延伸到向导解的

路径 ,以期获得质量高的解.在这条路径搜索移动过

程中 ,向导解的属性被逐步引入起始解中 ,以形成一

图 2　线路重连过程示意图
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系列中间解 (intermediate solution) ,用这些解按照

一定准则更新参考集.线路重连算法过程如图 2 所

示.

PR算法主要包括起始解和向导解选择规则和

参考集合的更新方式两部分. 结合 MM KP实际情

况 ,给出下面定义.

定义 3　定义 C3 = { C1 , C2 }为起始解和向导解

选择规则 , C1 为起始解和向导解分别从参考集 R中

选择分散度最大的解和最好解 , C2 为起始解从参考

集 R中随机选择一个解 ,当前最好解作为向导解.

定义 4　假设σj 3 为 R中的一个解 ,对于非参考

集中的任意一个解σj , distmax (σj ) 定义为 distmax (σj )

= max
σ

j 3 ∈R
{ dist (σj ,σj 3 ) } ,σj ∈non2R ,表示该解在 R中

分散度.

distmax (σj ) 值最大的解就是非参考集合中分散

性最好的解.

定义 5　定义 R 3 = { R1 , R2 } 为参考集更新准

则 , R1 定义为解质量更新准则 ,如果满足 f (σj ) >

min
σ

i ∈RefSet1

{ f (σi ) } 时 ,则新解σj 更新 Ref Set1 集合中目

标函数值最小的解 ; R2 为分散度更新准则 ,如果满

足 distmax (σj ) > min
σ

i ∈RefSet2

{ distmax (σi ) } 时 ,则σj 更新

Ref Set2 集合中分散度最小的解.

下面给出 PR算法过程 ,输入参数为参考集 R

和当前最好解σ3 ,函数返回值为当前最好解.

算法 1　线路重连算法

Pat h relinking ( R ,σ3 )

{ Psize = | R | ; n_iterate = 0 ;

{ while n_iterate < Psize

{SelectσA ,σB 　　　/ / 依 C3选择σA ,σB

v = dist (σA ,σD ) ; / / dist 两个解分散度

σC =σA ;

While ( v > 0‖σC ! =σB )

{ i = (int) (rand (1 , n) / / 随机产生物品类编号

If (σC ( i) =σB ( i) ) continue ;

　　　ElseσC ( i) =σB ( i) ;

　IfσC is feasible

　　{ If ( f (σC) > f (σ3 ) ) f (σ3 ) = f (σC) ;

　　　IfσC satisfies R 3 R = R ∪{σC} ;

　　　v = v - 1 ;}

　Else break ; / / 不可行 ,退出循环

}

n_iterate = n_iterate + 1 ;}

returnσ3 ;} / / 返回当前最好解

3. 3　ACO &PR算法

ACO &PR算法是将 PR嵌入到 ACO算法构解

机制中 ,该算法既考虑解的质量 ,同时又考虑解的分

散性 ,从而增强了 ACO 算法跳出局部最优的能力.

ACO &PR算法主要由解的生成 Const ruct ( ) ,解的

修复 Repair ( ) 和解的改进 3部分组成.

解的生成 Const ruct ( ) 采用 ACO算法 ,主要有

两部分 ,一部分是初始参考集的生成 ,另一部分是算

法在每次迭代过程中解的生成.产生的解有两种情

况 ,一种是可行解 ,另一种是不可行解.如果是不可

行解 , 则首先对其修复 , 使其变为可行解.

Const ruct ( ) 的复杂性为 O( ; ·m ·n) ,其中 ; =

max{ n1 , ⋯, nn} .

修复程序 Repair ( ) 的功能是将不可行解转化

为可行解 ,分为删除 (DROP) 与添加 (ADD) 物品两

个阶段. DRO P阶段就是找出发生冲突最大的资源

编号 k0 ,然后删除 k0中资源权重系数最大的物品. i0

= arg max
1≤i≤m

{ w k0ij i
} ;而 ADD阶段就是在 i0 类中找出

满足资源约束的物品 ,并添加到该解中.

解的 改 进 部 分 由 线 路 重 连 程 序 Pat h

relinking ( ) 和改进程序Improve ( ) 两部分组成.当

可行解σS 生成之后 ,如果满足 R更新准则 R 3 ,则添

加到 R中 ;然后调用 Path relinking ( ) 对解进行改

进 ,生成的新解再通过 Improve ( ) 程序对解作进一

步改进.改进程序邻域结构为交换邻域 ,对每类已经

选择的物品进行重新选择 ,使当前目标函数值最大.

改进程序规定当前解必须是可行的 ,且只在同类物

品中进行交换.在每类 i物品中 ,寻找价值系数比较

大的物品 j′, j′= arg max
1≤j≤ni

{ cij | cij > ci ,σr
( i) } .如果存

在满足条件的物品 ,则用该物品替换原来解中的物

品 ,σr ( i) = j′;否则 ,继续对下一个类物品进行新的

搜索 ,直到所有类的物品处理结束. Imp rove ( ) 程序

的输入参数是一个可行解 ,而输出参数是一个改进

的可行解 ,算法的复杂性为 O( ; 2 ·m·n) ,其中 ; =

max{ n1 , ⋯, nn} . ACO &SS算法步骤如下 :

算法 2 (ACO &SS算法)

Step1 : 初始化一些参数 :τ0 ,β, | R | , b1 , b2 ,

count , N max .

Step2 : 调用 Const ruct ( ) ,产生解σS .如果解σS

不可行 ,则调用修复程序 Repair ( ) ;否则 ,转 Step3 .

Step3 : 检查σS 是否满足 R 更新条件 R 3 ,如果

满足条件 ,则 R = R ∪{σS } .

Step4 : 计算函数 f (σS ) 和 f (σ3 ) ,如果满足条

件 f (σS ) > f (σ3 ) ,则更新当前最好解σ3 =σS ,

f (σ3 ) = f (σS ) ;否则 ,转 Step5 .

Step5 : 改进程序 ,σr = pat h relinking ( R ,σ3 ) ,

σ3
r = Improve (σr) .计算目标函数 f (σ3

r ) 和 f (σ3 ) ,

137
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如果满足条件 f (σ3
r ) > f (σ3 ) ,则σ3 =σ3

r , f (σ3 ) =

f (σ3
r ) ;否则 ,转 Step6 .

Step6 : count = count + 1 .重复 Step2～ Step5 ,

直到 count > N max ,输出最终结果.

4　实例求解与分析
　　ACO &PR算法采用 C + + 编程 ,在 512 RAM ,

1 600 M Hz CPU 速度的 IBM计算机运行.测试实例

采用 MM KPL IB 中的典型例子 , 地址为 ht tp :

/ / mscmga. ms. ic. ac. uk/ jeb/ orlib/ MM KP. ht ml .

ACO &PR算法中存在一些参数 ,这些参数值直接

或间接影响算法性能.由于MM KP较小规模的实例

已经证明能获得最优解 ,一些参数以实例 I01 为例

进行测试.为测试β值对解的影响 ,β取不同值 ,经 10

次仿真实验 ,记录每次实验在迭代不同次数时所获

得的最好解的平均值.实验测定β∈{ 4 ,5 ,6}时能获

得比较好的结果. 采用同样方法测试 q0 ∈ [0 . 50 ,

0 . 75 ] ,ρ∈[0 . 3 ,0 . 5 ].其他参数设置为 | R | = 10 ,

b1 = b2 = 5 ,τ0 = 0 . 01 ,迭代次数 N max = 1 000 .

表 1为ACO &PR算法与ACO算法的运行结果

比较.因为 ACO &PR算法在线路重连过程中 ,向导

解的属性逐步引入到起始解属性 ,可快速获得该线

路上的最优解. 因此 ,ACO &PR 算法运行效果比

ACO 算法好 , 平均改进值为 2. 01 %. 但是 ,

ACO &PR算法在线路重连生成新解过程以及参考

集更新等需消耗一些时间 ,所以运行时间比ACO算

法长.

表 1　蚁群算法与 ACO &PR算法寻优效果对比

实例
ACO

最大值 时间 / s

ACO &PR

最大值 时间 / s
改进值 / %

I01 169. 00 0. 02 173. 00 0. 03 2. 31

I02 353. 00 0. 02 364. 00 0. 03 3. 02

I03 1 521. 00 0. 04 1 556. 00 0. 07 2. 25

I04 3 383. 20 0. 10 3 452. 00 0. 16 2. 00

I05 3 800. 10 0. 12 3 905. 70 0. 25 2. 71

I06 4 723. 40 0. 15 4 799. 30 0. 35 1. 58

I07 23 600. 00 0. 24 23 938. 24 0. 54 1. 41

I08 35 405. 00 0. 30 35 997. 00 0. 70 1. 64

I09 47 225. 00 0. 35 47 928. 00 1. 15 1. 46

I10 58 824 . 34 0 . 49 59 846 . 00 1 . 34 1 . 70

　　表 2为 ACO &PR算法与其他启发式算法的仿

真结果.表 2中最好解从实例库 MM KPL IB[ 13 ] 中获

得 ,Moser算法的数据均来源于文献 [ 14 ] ,ACO 和

ACO &PR分别为蚁群算法和混合算法.目前 ,关于

MM KP问题的研究 ,只有小规模实例已经证明能获

得最优解. KL MA 算法[15 ] 与 Moser 算法是比较经

典的两个启发式算法. 许多 MM KP问题的算法研

究 ,除与当前最好解比较外 ,还与 KL MA 和 Moser

算法进行比较 ,以评价算法的性能.实验表明 ,ACO

算法优于 Moser方法 , KL MA 算法比 ACO 算法性

能好 ,而 ACO &PR结果优于 KL MA算法和 Moser

方法 ,获得了较好的结果.其中 I01 ,I02 ,I05和 I06

实例都能找到最优解 ,ACO &PR 算法与当前最好

解平均偏差为 0. 79 %.

表 2　ACO &PR算法与其他启发式算法寻优效果对比

实例 最好解 KL MA MOSER ACO ACO &PR

I01 173. 00 167. 00 151. 00 169. 00 173. 00

I02 364. 00 354. 00 291. 00 353. 00 364. 00

I03 1 602. 00 1 533. 00 1 464. 00 1 521. 00 1 556. 00

I04 3 597. 00 3 437. 00 3 375. 00 3 383. 20 3 452. 00

I05 3 905. 70 3 899. 10 3 905. 70 3 800. 10 3 905. 70

I06 4 799. 30 4 799. 30 4 115. 20 4 723. 40 4 799. 30

I07 23 983. 00 23 912. 00 23 556. 00 23 600. 00 23 938. 24

I08 36 007. 00 35 979. 00 35 373. 00 35 405. 00 35 997. 00

I09 48 048. 00 47 901. 00 47 205. 00 47 225. 00 47 928. 00

I10 60 176 . 00 59 811 . 00 58 648 . 00 58 824 . 34 59 846 . 00

　　根据实验的仿真结果 ,可得到以下结论 :

1) ACO &PR算法运行效果比 ACO算法好 ,平

均改进值为 2. 01 %.

2) ACO &PR算法能提高全局搜索能力.从算

法的最终结果看 ,ACO &PR算法在解决 MM KP问

题时具有一定的优势 ,与当前最好解的平均偏差只

有 0. 79 %.

3) 起始解和向导解选择规则是ACO &PR算法

的关键因素之一 ,考虑解分散度与解质量的选择规

则是一种有效方式.

4) 搜索邻域空间随着问题规模的增大而增大 ,

ACO &PR算法搜索消耗的时间会越来越长.

5　结 　　论
　　本文以研究 MM KP 问题为例 ,提出了一种新

型 ACO &PR混合算法 ,该算法将线路重连算法嵌

入蚁群算法中.采用这种混合算法 ,可以避免蚁群算

法陷入局部最优 ,提高算法的全局寻优能力.在算法

设计过程中 ,对起始解和向导解选择规则、参考集动

态更新方式、不可行解修复策略以及解的改进策略

等均进行了较为深入的讨论.实验结果验证了所设

计算法的实用性和有效性 ,从而为 MM KP 问题的

研究提供了一种新的有效方法.
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