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内模控制系统鲁棒跟踪控制器的参数化及优化
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摘　要 : 针对最常用的 2自由度内模控制系统 ,利用基于传递函数互质分解的频域理论 ,推导了存在模型失配且参

考输入和扰动为任意已知函数时 ,所有能实现稳态无差跟踪的前馈控制器和反馈滤波器的参数化表达式.所得结论

同时适用于连续和离散时间系统 ,并可在参数化基础上实现频域的优化控制.
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Abstract : By using the t ransfer2function2based factorization approach in the f requency domain , the parameterized

representations of all feedforward controllers and feedback filters are derived for most f requently2used two2degree2of2
f reedom internal model control ( IMC) systems , which can eliminate steady2state t racking error under the model

mismatches and for any given reference input and disturbance. The obtained result s can be applied to both continuous2
time and discrete2time systems. The optimal control in the f requency domain can be realized based on this

parameterization.
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1　引　　言
　　内模控制 ( IMC) 是一种实用性很强的控制方

法 ,其结构简单、设计简便、调整参数少、调整方针明

确 ,因而其工程应用越来越广泛 ,相关的理论研究也

越来越深入[126 ] .

图 1所示的 2自由度内模控制系统是目前最常

用的结构.图中 : r , u , y , d分别为参考输入、控制量、

输出量和扰动量 ; P , Pm , Q , F分别为受控对象、对象

模型、前馈控制器和反馈滤波器.前馈控制器 Q一般

针对不考虑模型失配和外部扰动时的标称性能进行

设计 ,等价于开环控制问题 ,可采用零极点相消法、

预测控制法、有限拍控制法、H2 / H∞优化法等多种

方法[1 ] ;反馈滤波器 F则专门用于改善存在模型失

配及扰动时的鲁棒性能 ,而且已经证明只需一个简

单的一阶滤波环节就可以获得很好的鲁棒稳定性

(只要被控对象的增益不变号 ,则无论多大的模型失

配 ,增大 F 的惯性总能使系统闭环稳定[7 ] ) 和

H2 / H∞意义下的最优鲁棒性能[8 ] .然而 ,所有这些

鲁棒性结论和前馈控制器的大部分设计方法都是针

对阶跃型输入和扰动的 ,不能用于任意的给定输入

和扰动.

图 1　2自由度内模控制系统

鲁棒跟踪指的是 ,即使存在模型失配和外部扰

动也能使跟踪稳态误差为零 ,这种特性又称为鲁棒

无差跟踪.作者在文献 [9 ]和 [10 ]中针对任意的给

定输入和扰动 ,讨论了实现鲁棒跟踪的条件.但满足

鲁棒跟踪条件的控制器是一个集合 ,如何从中寻求

最优的控制器是一个尚待解决的问题.而要利用频

域优化方法来实现控制器的优化 ,首先需要解决满

足鲁棒跟踪条件的控制器参数化问题 ,即将受鲁棒
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跟踪条件约束的优化问题转化为不受约束的优化问

题.本文首先对现有的鲁棒跟踪条件进行分析 ,得到

其等价表达式 ;然后利用基于有理分式互质分解的

现代频域控制理论[11 ,12 ] ,推导出实现鲁棒跟踪的所

有前馈控制器 Q和反馈滤波器 F. Q和 F都表达为

一个自由参数的函数 ,从而为进一步的优化奠定基

础.所有推导过程无论系统连续或离散都同样成立.

最后通过一个设计例子对 Q和 F的参数化过程以及

如何实现 H2 / H∞优化控制进行说明 ,并给出了相

关的仿真结果.

2　IMC系统的鲁棒跟踪条件
　　设图 1 所示的 IMC系统为 SISO 线性定常系

统 ,在没有模型失配情况下系统应稳定 ,因此最基本

的要求是 P , Pm , Q , F均稳定.系统的跟踪误差定义

为

e = r - y , (1)

则由图 1容易推得

e =
1 - FQ P m + QP ( F - 1)

Δ r -

1 - FQ P m

Δ d , (2)

式中Δ = 1 + FQ ( P - Pm ) .实现鲁棒跟踪要求对于

不确定的实际对象 P ,任意参考输入 r和扰动 d ,跟

踪误差 e必须为稳定的函数 ,因此可得到鲁棒跟踪

条件如下[9 ] :

1) Δ- 1 稳定 (闭环系统鲁棒稳定) ;

2) 1 - FQ P m和 F - 1的零点包含 r的不稳定极

点 (跟踪性能) ;

3) 1 - FQ P m的零点包含 d的不稳定极点 (抗扰

性能) .

上述条件实际上就是 IMC结构下的内模原理.

它包含了两个方面 ,即不考虑扰动时的无差跟踪条

件和不考虑参考输入时的无差抗扰条件.前者需满

足条件 1) 和 2) ,后者需满足条件 1) 和 3) .

为便于求出所有满足鲁棒跟踪条件的 Q和 F ,

需进一步推导上述条件的等价表达形式. 以下用

H∞代表所有稳定的可实现函数 (即 s或 z 的真有理

分式) ,则 r和 d 可表达为

r =
r1

αr
, r1 ,αr ∈ H∞ ; (3)

d =
d1

αd
, d1 ,αd ∈ H∞. (4)

其中 :αr的零点为 r的所有不稳定极点 ,αd 的零点为

d的所有不稳定极点 , r1 与αr互质 , d1 与αd互质 (指

H∞空间的互质) .显然 ,鲁棒跟踪条件 2) 和 3) 可等

价表达为

1 - FQ P m

αr
∈ H∞ , (5)

F - 1
αr
∈ H∞ , (6)

1 - FQ P m

αd
∈ H∞. (7)

　　先讨论无差跟踪条件 (5) 和 (6) .由式 (6) 知 ,对

于αr的任意零点ρi ,有 F(ρi ) = 1 ,所以式 (5) 等价于

1 - QP m

αr
∈ H∞. (8)

该式实际上就是没有模型失配和扰动 ,即标称情况

下的无差跟踪条件.综合式 (5) , (6) 和 (8) 可知 ,存

在模型失配时 ,满足无差跟踪条件 (5) 和 (6) 可等价

于满足式 (5) 和 (8) .

下面综合考虑无差跟踪和无差抗扰条件.设αc

为αr 和αd 的最小公倍式 ,则式 (5) 和 (7) 等价于

1 - FQ P m

αc
∈ H∞. (9)

　　综上所述 ,可得等价的鲁棒跟踪条件如下 :

①Δ- 1 ∈ H∞ (闭环系统鲁棒稳定) ;

②1 - Q P m

αr
∈ H∞ (标称跟踪条件) ;

③1 - FQ P m

αc
∈ H∞ (鲁棒及抗扰条件) .

3　IMC系统鲁棒跟踪器的参数化
　　对于 2自由度 IMC系统 ,前馈控制器 Q针对标

称性能 ,反馈滤波器 F则针对鲁棒性能及抗扰性 ,因

此设计的顺序应先确定 Q ,然后确定 F.

要实现鲁棒跟踪性能 , Q只需满足标称跟踪条

件 ,即条件 ②.运用文献[11 ]或[12 ]的方法 ,可推导

出 Q的参数化表达式.

定理 1　设 Q和 P m稳定 , Pm与αr互质 ,则存在

H∞空间的 x p 和 y p ,使以下 Bezout 等式成立 :

Pm x p +αr y p = 1 . (10)

所有满足鲁棒跟踪条件 ②的 Q可表达为

Q = x p +αrq , q ∈ H∞. (11)

　　证明 　先证明式 (11) 所表达的所有 Q都满足

鲁棒跟踪条件 ②.将式 (11) 的 Q代入条件 ②,并利

用 Bezout 等式 (10) 可得

1 - Q P m

αr
=

1 - Pm x p - αr P m q
αr

=

y p - Pm q ∈ H∞.

　　下面证明任何满足条件 ②的 Q一定可以表达

为式 (11) 的形式.设

1 - Q P m

αr
= g ∈ H∞ ,

则有 Pm Q +αr g = 1 .将该式与式 (10) 相减 ,可得

Pm ( Q - x p ) =αr ( y p - g) .
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所以有

Pm ( Q - x p )
αr

= y p - g ∈ H∞.

考虑到 Pm 与αr 互质 ,所以必有Q - x p

αr
∈ H∞. 令

Q - x p

αr
= q ∈ H∞ ,便得到式 (11) 的表达形式. □

注 1　作为定理 1的特例 ,当αr 只有一个不稳

定零点 (如参考输入为阶跃信号) 时 ,设该零点为ρ,

则表达式 (11) 可以更简洁地等价表达为

Q = P- 1
m (ρ) +αrq , q ∈ H∞ , (12)

而不用求解 Bezout 等式.该结论既可以采用上面类

似的思路进行证明 ,也可以直接证明式 (12) 与 (11)

表达的是同一个集合.

定理1的作用是将受条件 ②约束的 Q转化为不

受约束、自由参数 q的函数 ,从而为进一步的性能优

化奠定了基础.性能优化可以直接利用现有的频域

优化方法 ,如 H2 / H∞优化等对标称性能进行优化 ,

例如使跟踪误差最小化、控制能量最小化等.

下面进一步讨论 F的参数化问题. F必须满足

鲁棒跟踪条件 ③,在 Q确定的情况下 , F的参数化与

Q的参数化类似 ,推导过程只需将条件 ③中的 Q P m

看作条件 ②中的 Pm即可 ,因此容易得到如下结论.

定理 2　设 Q , Pm和 F稳定 , Q P m与αc互质 ,则

存在 H∞空间的 x f 和 y f ,使以下Bezout等式成立 :

Q P m x f +αc y f = 1 . (13)

所有满足鲁棒跟踪条件 ③的 F可表达为

F = x f +αc f , f ∈ H∞. (14)

　　与注1类似 ,当αc只有一个不稳定零点时 ,设该

零点为ρ,则表达式 (14) 可以更简洁地等价表达为

F = Q- 1 (ρ) P- 1
m (ρ) +αc f , f ∈ H∞. (15)

　　F的作用是针对模型失配和扰动进行调节 ,而

模型失配和扰动在图 1的结构中是通过误差 em体现

的 ,其对输出的影响按文献[1 ]有如下关系 :

y = Pm Q r + (1 - FP m Q) em . (16)

等式右端的第 1项代表没有模型失配和扰动情况下

的标称响应 ,第 2项则代表模型失配和扰动对输出

的影响.定义

S = 1 - FP m Q , (17)

S实际上就是系统的敏感性函数 ,减小 S 便能改善

鲁棒性和抗扰性 ,可采用 H2 / H∞优化、回路整形等

方法实现.

4　设计与仿真例子
　　为使设计过程简单明了 ,选取控制对象模型为

Pm =
1

s + 1
.

设参考输入为正弦信号 , r =
1

s2 + 1
,扰动为阶跃信

号 ,则有

αr =
s2 + 1

( s + 1) 2 ,αd =
s

s + 1
,

αc =
s( s2 + 1)
( s + 1) 3 .

　　上述 3个表达式的分子、分母阶次相同是为了

保证互质性.而极点实际上可以任意选取 ,只要保证

函数稳定即可 ,与最终的参数化结果无关.

首先针对 Q进行参数化和标称性能优化.由于

Pm 与αr 互质 ,求解 Bezout 等式 (10) 可得一组解为

x p =
2s

s + 1
, y p = 1 .因此 ,所有满足鲁棒跟踪条件 ②

的前馈控制器可表达为

Q = x p +αrq =

2s
s + 1

+
s2 + 1

( s + 1) 2 q , q ∈ H∞.

任意选取自由参数 q都不会产生稳态误差 ,标称性

能优化选择使跟踪误差 e最小化.将参数化的 Q代

入误差表达式中 ,并利用 Bezout 等式可得

e = (1 - Pm Q) r =
1

( s + 1) 2 -
1

( s + 1) 3 q.

显然 ,跟踪误差不可能完全为零 ,否则 q不可实现 ,

但存在使误差趋于零的多个准最优解.选取如下最

简形式的准最优解 :

q =
s + 1
Ts + 1

, T > 0 ,

则 T →0时 ,有 e →0 .

仿真结果如图 2所示 ,响应曲线 y1 和 y2分别对

应 T = 0 . 2和 0 . 5 .显然 , T越小 ,输出越接近参考输

入 ,且最终都没有稳态误差 ,但 T不能取得太小 ,否

则 Q的微分作用会变得过强 ,不利于抑制高频噪声

和防止控制幅值过大.

图 2　Q优化后所对应的响应

下面针对 F进行参数化和鲁棒以及抗扰性能的

优化.由于 QP m与αc互质 ,求解Bezout等式 (13) 可

得一组解为

x f = 1 , y f =
T ( s + 1)

Ts + 1
.
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因此 ,所有满足鲁棒跟踪条件 ③的 F可表达为

F = x f +αc f = 1 +
s( s2 + 1)
( s + 1) 3 f , f ∈ H∞.

　　对于鲁棒及抗扰性能的优化 ,可针对式 (17) 中

的敏感性函数 S ,通过自由参数 f 使 S 的 H 2 或 H∞

范数达到最小.将 F代入 S 的表达式 ,并进行 H2 或

H∞优化可得

f =
T ( s + 1) 3

(βs + 1) [ (1 + 2 T) s2 + 2s + 1 ]
,β> 0 .

式中β→0时 ,有 ‖S ‖→0 ,即输出趋向于完全没有

模型失配和扰动情况下的标称响应.仿真取 Q的调

节参数为 T = 0 . 5 ,有模型失配的实际对象为

P =
2 ( s + 1)

s2 + s + 10
.

仿真结果如图 3所示 ,响应曲线 y1和 y2分别对

应β= 0 . 1和β= 1 .系统响应不仅没有稳态误差 ,而

且可调参数β越小 ,响应性能越好 ,但与设计 Q类

似 ,实际系统不可能取太小的β.

图 3　F优化后所对应的响应 (有模型失配和扰动)

5　结 　　论
　　本文针对常用的 2 自由度内模控制系统 ,深入

分析了系统的鲁棒跟踪条件 ,给出了等价的表达形

式.并利用频域的互质分解方法推导出了所有保证

鲁棒跟踪的前馈控制器和反馈滤波器的参数化表达

式.二者的计算都只涉及求解一个 Bezout 等式 ,而

对于输入和扰动都只有一个相同的不稳定极点的情

况 (如常见的阶跃输入和阶跃扰动) , Q和 F的参数

化 Bezout 等式也无需求解.在参数化表达式的基础

上 ,系统的性能优化可采用任何一种频域优化方法.

所得结论同时适用于连续和离散时间系统 ,并可以

很容易地扩展应用于其他结构的 IMC系统.
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