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具有跳跃时滞的跳跃线性离散系统的控制器设计
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摘　要 : 研究一类具有 Markov随机时滞的 Markov跳跃线性离散系统的控制器设计问题.给出了系统随机稳定的

充分必要条件 ,在公共控制器不存在时 ,所给出的依赖于模态和时滞的控制器可以保证系统随机稳定 ,并可以利用锥

补线性化等方法求出控制器.仿真结果验证了所提出的控制器设计方法的有效性.
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Abstract : A glass of Markov jump linear systems in discrete time domains with Markov random time delays is

discussed. The necessary and sufficient conditions for the stochastic stability of systems are presented. When the

common controller ensuring the asymptotic stability of systems doesn’t exist , the proposed controller depending on

modes and time delays can ensure the stochastic stability of systems , and can be obtained by using the cone

complementarity linearization method. The simulation result s illust rate the effectiveness of the proposed controller

design methods.
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1　引　　言
　　Markov 跳跃线性系统是由 Krasovskii 和

Lidskii于 1961年提出的 ,是一类具有时间和事件

两种动态 ,在有限个状态的 Markov 链之间随机切

换的混杂随机系统.因其在具有偶发因素的网络控

制系统、通信系统以及机械制造系统等领域 ,适于建

模、分析和综合而受到研究者的广泛关注 ,成为目前

控制界的研究热点之一[1 ,2 ] .近年来 ,在 Markov 跳

跃系统的稳定、镇定和滤波等方面都取得了显著的

研究成果[326 ] .随着计算机技术的广泛普及 ,相应的

Markov 跳跃线性离散系统的研究也越来越受到重

视[7 ,8 ] .

另外 ,在许多现实系统中时滞普遍存在.时滞的

存在使得被控量不能及时地响应控制信号的作用 ,

控制不能对干扰产生抑制作用 ,从而可能导致系统

性能变差 ,甚至影响系统的稳定性 ,所以对时滞系统

的研究具有重要意义[9 ,10 ] .随着网络技术的快速发

展 ,网络控制系统已得到广泛的应用.由于网络时滞

的不确定性 ,将时滞视为 Markov链是处理网络控

制系统问题的方法之一[11 ] ,值得深入研究.

本文首先提出一类具有 Markov 跳跃时滞的

Markov跳跃线性离散系统的数学模型 ;然后给出

系统随机稳定的充分必要条件 ;进而应用锥补线性

化等方法设计出依赖于模态和时滞的保持系统随机

稳定的控制器.

2　问题描述

　　假设 {δk , k ∈ Z} 和{ dk , k ∈ Z} 分别是在已知

有限集Λ = { 1 ,2 , ⋯, m}和Ω = { 0 ,1 , ⋯, d}内取值
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的两个独立的 Markov链 ,其中 Z是整数集.状态转

移矩阵分别为 P = [ pij ] ( i , j ∈Λ) 和 Q = [ qrs ] ( r ,

s ∈Ω) ,即转移概率如下 :

Pr{δk+1 = j |δk = i} = p ij , Π i , j ∈Λ;

Pr{ dk+1 = s | dk = r} = qrs , Π r , s ∈Ω. (1)

其中 :∑
m

j = 1

pij = 1 , Πi ∈Λ;∑
d

s = 1

qrs = 1 , Πs ∈Ω.

考虑一个具有 m个模态的跳跃线性离散系统 ,

假定系统按 Markov链{δk , k ≥0} 在各模态之间随

机切换 ,系统的状态空间表达式如下 :

x ( k + 1) = A (δk ) x ( k) + B (δk ) u( k) ,

y ( k + 1) = C(δk ) x ( k) + D (δk ) u( k) . (2)

其中 : x ( k) , u( k) 和 y ( k) 分别是具有适当维数的状

态向量、控制输入向量和量测输出向量.对于{δk } 的

每一个具体取值而言 , A (δk ) , B (δk ) , C(δk ) 和 D (δk )

分别是具有适当维数的常数矩阵.

假定系统存在有界时滞 dk .时滞通常与最近一

次时滞有关 ,所以可视 dk为一个Markov链 ,其取值

在Ω = { 0 ,1 , ⋯, d} 上 , d为最大时滞.在许多情况

下 ,系统模态的跳跃是内部系统自身的因素所引起

的 ,比如遥控小车质量随机地增减 ,远程飞机在不断

地耗油的同时又进行空中加油等 ;而随机变化的时

滞大多是由系统外部随机因素引起的 ,比如网络诱

导时滞等 ,所以为研究方便 ,可以认为时滞与模态跳

跃相互独立是符合许多现实问题的.因此 ,本文假定

反映时滞和模态的两个 Markov链相互独立.

如果能有一个公共的控制器 ,使系统 (2) 对于

所有模态和时滞都保持渐近稳定 ,则系统一定是渐

近稳定的.但是 ,这样的公共控制器可能不存在 ,即

使存在 ,其保守性可能会较大.下面考虑设计依赖于

模态和时滞的控制器.

当第 k次系统的状态信息和时滞信息到达控制

器时 ,并不知道δk和 d k ,但δk- 1 和 dk- 1 可以得到 ,所

以考虑设计依赖于δk- 1 和 dk- 1 的状态反馈控制增益

u( tk ) = F(δk- 1 , dk- 1 ) x ( k - dk ) ,

x ( t) = <( t) , t = - d , - d + 1 , ⋯,0 . (3)

将式 (3) 代入 (2) ,闭环系统可表为

x ( k + 1) =

A (δk ) x ( k) + B (δk ) F(δk- 1 , dk- 1 ) x ( k - dk ) . (4)

　　定义 1　系统 (4) 是随机稳定的 ,如果对于任

意有限的 x0 = x (0) ,初始的δ- 1 ∈Λ和 d - 1 ∈Ω,存

在一个有限的矩阵 S > 0 ,使下式成立 :

E{ ∑
∞

k = 0
‖x ( tk ) ‖2 | x0 ,δ- 1 , d- 1 } ≤ x T

0 S x 0 .

　　在时刻 k ,放大状态变量成如下形式 :

X ( k) = [ x ( k) T 　x ( k - 1) T 　⋯　x ( k - d) T ]T .

式 (4) 可写成

X ( k + 1) =

( �A (δk ) + �B (δk ) F(δk- 1 , dk- 1 ) �E( dk ) ) X ( k) , (5)

X (0) = [ <(0) T 　<( - 1) T 　⋯　<( - d) T ]T .

其中

�A (δk ) =

A (δk ) 0 ⋯ 0 0

I 0 ⋯ 0 0

0 I ⋯ 0 0

… … ω … …
0 0 ⋯ I 0

,

�B (δk) =

B (δk )

0

0

…

0

,

�E( dk ) = [0　⋯　0　I　⋯　0 ].

�E( dk ) 除第 1 + dk 个矩阵块为单位矩阵外 ,其他均

为零矩阵 , I是适当维数的单位矩阵.

容易证明 ,闭环系统 (4) 和 (5) 的随机稳定性是

等价的. 下面由闭环系统 (5) 的随机稳定性设计出

闭环系统 (4) 的控制器 F(δk- 1 , dk- 1 ) .

3　控制器设计
　　根据定义 1 ,闭环系统 (5) 随机稳定的充分必要

条件如下 :

定理 1　闭环系统 (5) 是随机稳定的 ,当且仅当

存在Φ( i , r) > 0和矩阵 F( i , r) ,使得矩阵不等式

Γ( i , r) =

∑
d

s = 0
∑
m

j = 1

( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E( s) ) T qrs p ijΦ( j , s) ( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E( s) ) - Φ( i , r) < 0 ,

对于所有的 i ∈Λ, r ∈Ω成立.

证明 　1) 充分性.首先假定

δk- 1 = i ,δk = j , dk- 1 = r , dk = s.

对于闭环系统 (5) ,构造 L yap unov函数

V ( X ( k) , k) = X ( k) TΦ(δk- 1 , dk- 1 ) X ( k) .

由已知有

E{ΔV [ ( X ( k) , k) , ( X ( k + 1) , k + 1) ]} =

E{ V ( ( X ( k + 1) , k + 1) | X ( k) ,δk- 1 = i ,

dk- 1 = r) - V ( X ( k) , k) } =

X ( k) T [∑
d

s = 0
∑
m

j = 1

( ( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E(s) ) T qrs p ijΦ( j , s) ( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E(s) ) ) - Φ( i , r) ] X ( k) =

X ( k) TΓ( i , r) X ( k) .
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因此 ,如果Γ( i , r) < 0 ,则

E{ΔV [ ( X ( k) , k) , ( X ( k + 1) , k + 1) ]} ≤

- λmin ( - Γ( i , r) ) X ( k) T X ( k) =

- β‖x ( k) ‖2 .

其中 :β= inf{λmin ( - Γ( i , r) ) , i ∈Λ, r ∈Ω} > 0 .由

此 ,对于任意 n ≥1 ,有

E{ ∑
n

k = 0
‖X ( k) ‖2 } < (1/β) E{ V ( X (0) ,0) } =

(1/β) E{ V ( X0 ,0) } .

取极限 ,并令

S = (1/β) max{ ‖Φ( i , r) ‖| Πi ∈Λ, r ∈Ω} ·I ,

得

E{ ∑
∞

k = 0
‖X ( k) ‖2 } ≤

(1/β) E{ V ( x (0) ,0) } = X T
0 S X 0 .

根据定义 1 ,闭环系统 (5) 随机稳定.

2) 必要性.若闭环系统 (5) 随机稳定 ,则有

E{ ∑
∞

k = 0
‖X ( k) ‖2 | X (0) = X0 ,δ- 1 , d- 1 } ≤

X T
0 S X 0 . (6)

对于任意给定的 X ( n) ,δn- 1 = i , dn- 1 = r ,任意取定

一组范数有界的正定矩阵 Q(δk- 1 , dk- 1 ) > 0 ,考虑函

数

X ( n) T �Φ( N , n;δn- 1 , dn- 1 ) X ( n) Χ

E{ ∑
N

k = n

X ( k) T Q(δk- 1 , dk- 1 ) X ( k) | X ( n) ,

δn- 1 = i , dn- 1 = r} .

　　假设 X ( k) ≠0 ,则由 Q(δk- 1 , dk- 1 ) > 0和式 (6)

知 ,当 N →∞时 , X ( n) T �Φ( N , n;δn- 1 , dn- 1 ) X ( n) 极

限存在 ,记

X ( n) TΦ(δn- 1 , dn- 1 ) X ( n) Χ
lim
N→∞

X ( n) T �Φ( N , n;δn- 1 , dn- 1 ) X ( n) =

lim
N→∞

E{ ∑
N

k = n

X ( k) T Q(δk- 1 , dk- 1 ) X ( k) | X ( n) ,

δn- 1 = i , dn- 1 = r} . (7)

由于上式对任意 X ( n) 成立 ,有

Φ(δn- 1 , dn- 1 ) Χ lim
N→∞

�Φ( N , n;δn- 1 ) , (8)

又由 Q(δk- 1 , dk- 1 ) > 0 以及式 (5) 知 ,Φ(δn- 1 , dn- 1 )

> 0 .再由

E{ X ( n + 1) T �Φ( N , n + 1 ;δn , dn) X ( n +

1) | X ( n) ,δn- 1 = i , dn- 1 = r} =

X ( n) T [∑
d

s = 0
∑
m

j = 1

( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E( s) ) T qrs p ij �Φ( j , s) ( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E( s) ) ] X ( n) , (9)

可将

E{ X ( n) T �Φ( N , n;δn- 1 , dn- 1 ) X ( n) -

X ( n + 1) T �Φ( N , n + 1 ;δn , dn) X ( n +

1) | X ( n) ,δn- 1 = i , dn- 1 = r} =

X ( n) T Q(δn- 1 , dn- 1 ) X ( n)

化成

X ( n) T [ �Φ( N , n;δn- 1 , dn- 1 ) - (∑
d

s = 0
∑
m

j = 1

( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E(s) ) T qrs p ij �Φ( N , n +

1 ; j , s) ( �A ( j) + �B ( j) F( i , r) �E( s) ) ) ] X ( n) =

X ( n) T Q(δn- 1 , dn- 1 ) X ( n) .

注意到 Q(δn- 1 , dn- 1 ) = Q( i , r) > 0及式 (8) ,对上式

取极限 N →∞,并由 X ( n) 任意性 ,可得

Γ( i , r) =

∑
d

s = 0
∑
m

j = 1

( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E( s) ) T qrs p ijΦ( j , s) ( �A ( j) +

�B ( j) F( i , r) �E( s) ) - Φ( i , r) < 0 . □

定理 1给出了依赖于模态和时滞的状态反馈控

制器存在的充分必要条件 ,但是所给矩阵不等式不

利于求解.为此 ,进一步引入矩阵

U ( i , r) ( j , s) =

qrs p ij ( �A ( j) + �B ( j) F( i , r) �E( s) ) ,

Ω( i , r) =

[U ( i , r) (1 ,0) ,U ( i , r) (1 ,1) , ⋯,U ( i , r) (1 , d) ,

U ( i , r) (2 ,0) ,U ( i , r) (2 ,1) , ⋯,U ( i , r) (2 , d) , ⋯,

U ( i , r) ( m ,0) ,U ( i , r) ( m ,1) , ⋯,U ( i , r) ( m , d) ] ,

Ψ =

diag[Φ(1 ,0) ,Φ(1 ,1) , ⋯,Φ(1 , d) ,Φ(2 ,0) ,

Φ(2 ,1) , ⋯,Φ(2 , d) , ⋯,Φ( m ,0) ,Φ( m ,1) ,

⋯,Φ( m , d) ].

根据矩阵不等式的 Schur性质 ,将定理1中的矩阵不

等式变形后 ,有如下定理 :

定理 2　闭环系统 (5) 是随机稳定的 ,当且仅当

存在对称矩阵Φ( i , r) > 0和矩阵 F( i , r) ,使得矩阵

不等式

- Φ( i , r) Ω( i , r)

Ω( i , r) T - Ψ- 1
< 0 , (10)

对于所有的 i ∈Λ, r ∈Ω成立.

值得注意的是 ,将定理 2中的矩阵不等式左右

同时乘以分块对角矩阵 diag[ I ,Ψ]后 ,所得到的并

不是一组线性矩阵不等式 ,不能应用线性矩阵不等
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式工具直接求解.但是目前有一些方法可以求解 ,比

如锥补线性化方法[12 ] 等 ,通过迭代计算可求得状态

反馈增益矩阵 F(τi , r) < 0 .

如果能有一个公共的控制器 ,使闭环系统对于

所有模态和时滞都保持渐近稳定 ,则系统一定是渐

近稳定的.但是 ,当这样的控制器不存在时 ,由定理

2设计的控制器可以保证闭环系统随机稳定 ,从而

降低了控制器设计的保守性.文中定理 1 的证明与

文献[11 ]中定理的证明类似 ,但是所研究的问题不

同.

4　仿真实例
　　假设{δk } 是在有限集Λ = { 1 ,2 ,3} 内取值的

Markov链 ,状态转移矩阵为

P =

0 . 81 0 . 16 0 . 03

0 . 09 0 . 88 0 . 03

0 . 17 0 . 19 0 . 64

.

{ dk }是在有限集Ω = { 0 ,1}内取值的Markov链 ,状

态转移矩阵为

Q =
0 . 79 0 . 21

0 . 18 0 . 82
.

　　考虑一个具有 3个模态的跳跃线性离散系统 ,

假定系统按 Markov链{δk } 在各模态之间切换 ,系

统时滞按 Markov链{ dk } 在各模态之间切换 ,系统

的状态方程如式 (1) ,具体矩阵为

A (1) =

1 . 00 0 . 10 0 . 02 0 . 01

0 1 . 00 0 . 33 0 . 02

0 0 1 . 04 0 . 10

0 . 01 0 0 . 96 1 . 04

,

B (1) =

0 . 01 0 . 23

0 . 14 0 . 35

0 . 05 0 . 29

0 . 12 0 . 33

,

A (2) =

1 . 01 0 . 12 0 . 03 0 . 01

0 1 . 08 0 . 40 0 . 03

0 0 1 . 07 0 . 12

0 . 03 0 1 . 20 1 . 07

,

B (2) =

0 . 02 0 . 26

0 . 17 0 . 40

0 . 08 0 . 37

0 . 14 0 . 35

,

A (3) =

1 . 20 0 . 15 0 . 04 0 . 02

0 1 . 00 0 . 52 0 . 04

0 . 02 0 1 . 11 0 . 16

0 . 05 0 . 02 1 . 52 1 . 19

,

B (3) =

0 . 07 0 . 32

0 . 24 0 . 45

0 . 10 0 . 42

0 . 17 0 . 39

,

则 3种模态的子系统都不稳定.根据定理 2 设计控

制器

F(1 ,0) =

1 . 083 4 - 5 . 468 4 4 . 975 4 1 . 654 5

- 0 . 155 8 1 . 118 9 - 4 . 214 7 - 2 . 083 3
,

F(2 ,0) =

- 3 . 143 0 - 14 . 644 3 12 . 163 0 3 . 824 6

0 . 860 4 3 . 924 5 - 6 . 268 2 - 2 . 654 0
,

F(3 ,0) =

1 . 137 2 - 8 . 116 1 6 . 972 5 0 . 828 2

- 0 . 435 6 2 . 150 7 - 5 . 152 1 - 1 . 673 0
,

F(1 ,1) =

0 . 728 9 - 1 . 406 0 0 . 452 5 1 . 348 0

- 0 . 009 9 0 . 427 0 - 1 . 792 0 - 0 . 997 6
,

F(2 ,1) =

- 0 . 572 4 - 4 . 074 7 2 . 145 4 2 . 158 4

0 . 237 4 1 . 138 5 - 2 . 087 5 - 1 . 146 9
,

F(3 ,1) =

- 1 . 433 8 - 1 . 267 7 1 . 073 7 1 . 668 9

0 . 465 8 0 . 360 6 - 1 . 927 7 - 1 . 044 9
.

给定初值 x (0) = x ( - 1) = [0 ,0 ,0 . 5 ,0 ]T和δ- 1 =

1 , d- 1 = 0 ,仿真结果如图1所示 ,其结果说明了所设

计控制器的有效性.

图 1　状态响应曲线

5　结 　　论
　　本文研究了一类具有 Markovs 随机时滞的

Markov跳跃线性离散系统 ,给出了系统随机稳定

的充分必要条件.尽管所得充分必要条件并不是线

性矩阵不等式形式 ,但在确保系统渐近稳定的公共

控制器不存在时 ,所给出的依赖于模态和时滞的控

制器可以保证系统随机稳定 ,从而降低了控制器设

计的保守性 ,而且可利用已有的一些计算方法 (如锥
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补线性化等方法)设计出保持系统随机稳定的控制

器.仿真结果验证了所提出的控制器设计方法的有

效性.
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