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具有自适应内模的一类非线性系统输出调节问题

陈作贤 , 季海波
(中国科学技术大学 自动化系 , 合肥 230027)

摘　要 : 研究一类包含未知非线性项的非线性系统的鲁棒输出调节问题.此类非线性系统由一包含未知参数的线性

中性稳定的外系统驱动.首先运用调节器方程组解和标准内模将输出调节问题转化为镇定问题 ;然后给出控制律镇

定闭环系统 ,同时利用镇定输入项和外系统信息设计出自适应内模方程.控制律使得闭环系统的信号全局最终有界 ,

且误差被调节至预先设定的任意小的精度值.仿真结果验证了所提出设计方法的有效性.
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Abstract : This paper studies robust output regulation problem for a class of nonlinear systems with uncertain

nonlinearities. The nonlinear system is driven by a linear , neut rally stable exosystem containing unknown parameters.

Firstly , solutions to regulator equation and a canonical internal model are proposed to convert the output regulation

problem to stabilization problem. Then , a robust control algorithm is designed to stabilize the close2loop system and

the adaptive internal model part is presented with stabilization input items and exosystem information. The control

scheme regulates the error signal to arbit rarily prescribed small neighborhood of the origin while maintaining overall

signals uniform ultimate boundedness. A simulation example demonst rates the effectiveness of the designed method.

Key words : Nonlinear systems ; Uncertainty ; Output regulation ; Internal model

1　引　　言
　　如何设计控制律使得闭环系统信号达到渐近扰

动抑制和/或渐近跟踪是控制理论中的基础问题之

一.当参考输入和扰动是由同一个称作外系统的自

治微分方程生成时 ,这个问题被称作输出调节问题

或伺服系统问题.与常规的轨道跟踪或扰动抑制问

题相比 ,输出调节问题的描述特点是参考输入和扰

动并非完全可知 ,且被称作外信号统一处理.近年

来 ,输出调节问题一直是众多学者研究的热点 ,对于

系统中不确定性的处理使得该问题更具吸引力和挑

战性.

自线性系统输出调节问题于 20世纪 70年代提

出以来 ,在学者们的共同努力下 ,现已得到较好的解

决[123 ] .线性系统输出调节问题的可解性条件是以系

统传输零点的位置条件或一组称作 Sylvester 方程

组的矩阵方程组的可解性条件给出的.学者们在研

究中提出一个称作内模原理的控制思想 ,它描述了

所设计的需要满足控制目标的反馈控制律与外系统

结构之间的潜在关系.确切地说 ,动态反馈控制律在

反馈路径中包含一个模型 ,可以产生前馈控制项 ,在

被控对象存在参数不确定性条件下达到渐近跟踪一

类参数输入的目的.这个模型是对调节器需要处理

的外信号的动态结构的一个合适的复制.对于非线

性系统输出调节问题 ,文献[ 4 ,5 ]在线性化系统是可

镇定且存在一个确定的控制不变流形假设条件下 ,

首次给出了一个包括系统状态和外信号量测值的局
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部全状态解存在的充要条件. [6 ]针对一类反馈可线

性化系统 ,给出了半全局全状态解.同时 , [ 628 ]还考

虑了一类具有参数不确定的非线性系统的结构稳定

调节 (在小的参数变动情况下调节性质可以被保持)

和鲁棒输出调节 (对于一个所给紧致集中的任意允

许参数可维持调节性质) .当外系统动力学方程中存

在不确定性时 ,[9 ]通过构造自适应内模 ,解决了一

类具有一串积分器的非线性系统半全局鲁棒输出调

节问题. [ 10 ,11 ]研究了严格反馈系统和一类扩展的

严格反馈系统的输出调节问题的全局解. [12 ,13 ]针

对一类不可线性化的非线性输出反馈系统 ,解决了

全局鲁棒自适应输出调节问题. [ 14 ]考虑了具有未

知非线性项的一类输出反馈系统的鲁棒输出调节问

题.

本文研究一类耦合了不确定外系统的具有未知

非线性项的下三角系统鲁棒输出调节问题.与文献

[9 ] (一串积分器系统)和文献 [ 12 ,13 ] (输出反馈系

统)中设计方法不同的是 ,由于外系统包含了未知参

数 ,并考虑到系统中不确定函数项的影响 ,本文运用

镇定输入项结合外系统结构信息来构造自适应内模

方程 ,给出了一种满足控制目标的全状态反馈控制

律.仿真实例验证了所提出控制算法的有效性.

2　问题描述
　　考虑由下列方程描述的不确定非线性系统 :

Ûx1 = x2 + D1 ( w) + f 1 ( x1 ) ,

　…

Ûx i = x i+1 + D i ( w) + f i ( x1 , x2 , ⋯, x i ) ,

　…

Ûx n = u + Dn ( w) + f n ( x1 , x2 , ⋯, x n) ,

y = x1 ,

e = y - R ( w) . (1)

其中 : ( x1 , ⋯, x n) ∈ Rn 为被控系统状态向量 ; u ∈

R , y ∈R分别代表控制输入和系统输出 ; D i ( w) 和

R ( w) 为平滑的非线性函数 ,分别代表非期望扰动

和参考输入 , i = 1 , ⋯, n; f i 为未知的连续函数 , i =

1 , ⋯, n; e为被调节的误差信号 ; w ∈Rm为外系统信

号 ,由以下被称作外系统的线性自治微分方程生成 :

Ûw = S (σ) w , (2)

σ∈Rv 为未知的参数向量.

对于被控对象 (1) 和外系统 (2) ,给出以下假

设 :

假设 1　函数 f i为其自变量 ( x1 , ⋯, x i ) 的多项

式形式 , i = 1 , ⋯, n.

假设 2　外系统是中性稳定的 ,例如外系统的

所有特征值具有零实部且都为单根.

注 1　如果外系统的平衡点 w = 0为L yap unov

稳定 ,且存在 w = 0的一个开邻域 ,其中每一点都是

Poisson稳定的 ,则外系统是中性稳定的[4 ] .

注 2　可以看出 ,此外系统信号包含了频率、振

幅和相位都未知的正弦波信号.其中初始条件 w (0)

决定了正弦波的未知振幅和相位 ,未知参数向量σ

决定了未知频率.

本文要解决的输出调节问题定义如下 : 对于系

统 (1) 和 (2) ,寻找一状态反馈自适应控制律 ,使得

对于任意的 x (0) ∈Rn , w (0) ∈Ω < Rm ,σ∈Σ,闭

环系统全局信号一致有界 ,且误差 e( t) 被调节至预

先设定的任意精度值.其中Ω和Σ为各自包含原点

的任意的确定已知的紧致子集.

3　状态变换和标准化内模设计
　　对应于线性系统输出调节问题中一矩阵方程

组可解性条件 ,非线性输出调节问题可解性的一个

必要条件是称作调节器方程的一个偏微分方程组可

解[4 ] .对于系统 (1) ,容易看出对于给定σ,相应的非

线性调节器方程组存在一个全局定义解 ,形式如下 :

π1 ( w) = R ( w) ;

πi ( w) =
5πi - 1 ( w)

5w
S (σ) w - D i- 1 ( w) -

f i- 1 (π1 ( w) , ⋯,πi - 1 ( w) ) ,

i = 2 , ⋯, n;

α( w) =
5πn ( w)

5w
S (σ) w - Dn ( w) -

f n (π1 ( w) , ⋯,πn ( w) ) . (3)

本文用该不变流形定义状态变换θ= x - π( w) .由

式 (1) 和 (3) ,容易得到

Ûθ1 =θ2 + f̂ 1 (θ1 ) ,

　…

Ûθi =θi+1 + f̂ i (θ1 , ⋯,θi ) ,

　…

Ûθn = u - α( w) + f̂ n (θ1 , ⋯,θn) ,

e =θ1 , (4)

其中

f̂ i (θ1 , ⋯,θi ) =

f i (θ1 +π1 ( w) , ⋯,θi +πi ( w) ) -

f i (π1 ( w) , ⋯,πi ( w) ) .

下面给出 2个引理 :

引理 1　在假设 1条件下 ,存在函数φi (θ1 , ⋯,

θi ) , i = 1 , ⋯, n ,使得 | f̂ i (θ1 , ⋯,θi ) | ≤φi (θ1 , ⋯,

θi ) ,且φi 为其参数 (θ1 , ⋯,θi ) 的多项式函数.

证明 　因为外系统为中性稳定系统 ,且Ω为已

知的紧致子集 ,则对于任意的 w (0) ∈Ω,存在已知

的紧致子集 W 使得 w ( t) ∈W , Π t ≥0 ,于是π( w)

有界.注意到 f i ( i = 1 , ⋯, n) 为其参数的多项式 ,故

067



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 5 期 陈作贤等 : 具有自适应内模的一类非线性系统输出调节问题 　 　 　

存在一足够大的依赖于 w (0) 的常数 d > 0和一已

知整数 p > 1 ,使得

| f i (θ1 +π1 ( w) , ⋯,θi +πi ( w) ) -

f i (π1 ( w) , ⋯,πi ( w) ) | ≤

d∑
i

j = 1

(1 +θ2 p
j )

成立.令φi 为上述不等式右边项 ,则引理 1得证. □

引理 2　对于任意ε> 0 ,存在平滑函数 g使得

不等式 | x | ≤xg ( x) +ε, Π x ∈R成立 ,且 g (0) =

0 .

选取 g ( x) = (1/ 4ε) x ,则显然满足条件. 文献

[15 ]给出了另一个满足条件的选取 , 即 g ( x) =

tanh (δx /ε) ,其中δ> 0定义为δ= exp ( -δ- 1) ,可

知δ< 1/ 2 .

可以看出 ,系统 (1) 的输出调节问题可转化为

系统 (4) 的镇定问题. 系统 (4) 镇定问题的难点在

于 ,除要处理系统中的未知非线性项外 ,用于抑制扰

动的前馈控制项α( w) 是不可量测的 ,而且包含不确

定参数.这就需要重构此前馈项 ,并对未知参数进行

自适应辨识.通常需要如下假设[9 ] :

假设 3　存在正整数 s 和实数组α0 (σ) , ⋯,

as- 1 (σ) ,使得对于任意的σ∈Σ,如下等式成立 :

L s
S (σ) wα( w) =

a0 (σ)α( w) + a1 (σ) L S (σ) wα( w) +

⋯+ as- 1 L s- 1
S (σ) wα( w) , (5)

其中 L 为李导数算子.

注 3　由式 (5) 可以看出 ,若 D i ( w) 和 R ( w) 为

w的线性表达式 ,则假设 3自动满足.在假设 3条件

下容易得出 ,对于任意固定的σ∈Σ,具有输出α( w)

的外系统可浸入到如下可观测线性系统 :

Ûτ( w) =
5τ( w)

5w
S (σ) w =Φ(σ)τ( w) ,

α( w) =Γτ( w) . (6)

其中

τ( w) = [α( w) , L S (σ) wα( w) , ⋯, L s- 1
S (σ) wα( w) ]T ,

Φ(σ) =

0 1 ⋯ 0

… … ω …

0 0 ⋯ 1

a0 (σ) a1 (σ) ⋯ as- 1 (σ)

,

Γ =

1

0

…

0

T

.

　　基于线性观测器理论 ,可选取一个可控矩阵对

( G, H) ,其中 G ∈Rs×s 为 Hurwitz矩阵 , H ∈Rs×1 .

因为 (Φ,Γ) 可观测 ,且 G,Φ(σ) 具有不相交的频谱 ,

于是 Sylvester方程

TσΦ(σ) - GTσ = HΓ (7)

具有一个唯一的非奇异解 Tσ.令ψ =ΓT - 1
σ ,则外系

统被浸入到系统

Ûη = ( G + Hψ)η,

α =ψη. (8)

式 (8) 被称作内模的标准参数化形式[9 ] .

解决输出调节问题的标准控制器是内模部分与

镇定部分的合成.在设计内模部分时 ,除要使其能产

生用于抑制扰动的前馈项 ,还应考虑到信号收敛性

以及最后镇定闭环系统的策略 ,这便使得内模设计

在思想上达到统一 ,但在形式上可以多样化.基于式

(8) ,根据确定性等价原则 ,本文用ψ̂估计ψ,同时考

虑到镇定控制步骤 ,选取

Ûξ = ( G + Hψ̂)ξ+ i (·) (9)

作为调节器的内模部分 ,其中 i (·) 为待设计函数.

4　控制设计
　　 对 于系 统 (4) , (8) 和 (9) , 本 文 运 用

Backstepping技巧[16 ] 进行控制律设计.定义如下变

量替换 :

θ̂1 =θ1 ,

θ̂2 =θ2 - α1 (θ1 ) ,

　…

θ̂n =θn - αn- 1 (θ1 ,θ2 , ⋯,θn- 1 ) . (10)

其中αi 为待设计的镇定函数项 , i = 1 , ⋯, n - 1 .

Step1　首先考虑系统 (4) 的子系统

Ûθ1 =θ2 + f̂ 1 (θ1 ) .

取 L yap unov函数 V 1 = (1/ 2)θ̂2
1 ,运用引理 1和引理

2 ,选取

α1 (θ1 ) =

- k1θ̂1 - φ̂1 (θ1 ) tanh[θ̂1φ̂1 (θ1 ) /ε1 ]. (11)

其中 : k1 和ε1 为正的设计常数 ,φ̂1 (θ1 ) =φ1 (θ1 ) .将

式 (11) 代入 V 1 对时间求导表达式 ,可得

ÛV 1 ≤- k1θ̂2
1 +θ̂1θ̂2 + (1/ 2)ε1 . (12)

　　在上式推导过程中运用到引理 2隐含的结论 :

对于任意ε > 0 , u ∈ R ,0 ≤| u | - utanh ( u/ε) ≤

(1/ 2)ε成立.

Stepi (2 ≤i ≤n - 1) 　考虑Backstepping.令V i

= V i- 1 + (1/ 2)θ̂2
i .注意到

( 1
2
θ̂2

i )′=θ̂i [θ̂i+1 +αi + f̂ i - ∑
i - 1

k = 1

5αi - 1

5θk
(θk+1 + f̂ k ) ] .

由引理 1可知 ,存在已知的多项式函数φ̂i (θ1 , ⋯,θi )

满足

| f̂ i - ∑
i- 1

k = 1

5αi - 1

5θk
f̂ k | ≤φ̂i (θ1 , ⋯,θi ) .

运用相似的分析过程 ,设计镇定函数项如下 :
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　αi (θ1 , ⋯,θi ) =

　 - kiθ̂i - θ̂i- 1 - φ̂i tanh[θ̂iφ̂i /εi ] +

　∑
i- 1

k = 1

5αi - 1

5θk
θk+1 . (13)

经计算得

ÛV i ≤- ∑
i

j = 1
k jθ̂2

j +θ̂iθ̂i+1 +
1
2 ∑

i

j = 1

εj .

Stepn　注意到θ̂
·

n = u - ψη+ f̂ n - Ûαi- 1 ,定义坐

标变换 �ξ =ξ- η- Hθ̂n ,由式 (4) , (8) 和 (9) 可得

�ξ
·

= G�ξ+ GHθ̂n - H ( u - ψ̂ξ+

f̂ n - Ûαn- 1 ) + i (·) . (14)

同时可知 ,存在多项式函数φ̂n (θ1 , ⋯,θn) 满足

| f̂ n - ∑
n- 1

k = 1

5αn- 1

5θk
f̂ k | ≤φ̂n (θ1 , ⋯,θn) .

取全局 Lyap unov函数

V = V n- 1 + (1/ 2)θ̂2
n + (1/ 2) �ξT Q�ξ+ (1/γ) �ψ�ψT .

其中 :Q为一正定对称矩阵 , 满足 GT Q + QG =

- 2 kI ; k > 0 ,γ > 0为设计常数 ; �ψ Χψ̂ - ψ. V 沿着

式 (4) 和 (14) 的解对时间的导数为

ÛV ≤

- ∑
n- 1

j = 1
k jθ̂2

j +θ̂n- 1θ̂n +
1
2 ∑

n- 1

j = 1

εj +

θ̂n [ u - ψη+ f̂ n - Ûαn- 1 ] +
1
γ�ψ̂ψ
·

T -

k�ξT�ξ+ �ξT Q[ GHθ̂n -

H ( u - ψ̂ξ+ f̂ n - Ûαn- 1 ) + i (·) ]. (15)

　　注意到镇定函数项出现在 �ξ动力学方程中 ,设

计过程与式 (13) 有所变化. 选取控制律、自适应内

模如下 :

u = - knθ̂n - θ̂n- 1 +ψ̂ξ+

　　∑
n- 1

j = 1

5αn- 1

5θj
θj +1 - φ̂n tanh (

φ̂n

εn
) ,

Ûξ= ( G + Hψ̂)ξ- ( GH + Hk n)θ̂n - Hθ̂n- 1 ,

ψ̂
·

= - γ̂θnξT . (16)

将式 (16) 带入 ÛV 表达式 ,得

ÛV ≤

- ∑
n

j = 1
k jθ̂2

j +
1
2 ∑

n- 1

j = 1

εj +
1
2

| θ̂nεn | -

k�ξT �ξ+
1
2

| �ξT Q Hεn | +θ̂nψ�ξ+ψHθ̂2
n . (17)

注意到

| θ̂nψ�ξ| ≤τ1θ̂2
n + ( ‖ψ‖2 / 4τ1 ) �ξT �ξ,

(1/ 2) | θ̂nεn | ≤τ2θ̂2
n + (1/ 16τ2 )ε2n ,

(1/ 2) | �ξT Q Hεn | ≤

τ3 �ξT�ξ+ ( ‖Q H ‖2 / 16τ3 )ε2n . (18)

其中τ1 ,τ2 和τ3 为正的设计常数 ,满足

kn - τ1 - τ2 - |ψH | > 0 ,

k - τ3 - ( ‖ψ‖2 / 4τ1 ) > 0 . (19)

从 V 的表达式及式 (17) ～ (19) 可以得出 ÛV ≤cV +

δ.其中 :c ≥0 ,δ≥0 ,定义如下 :

c Χ min{ 2 ( kn - τ1 - τ2 - |ψH | ) ,2 ki ,

　　2 ( k - τ3 - ( ‖ψ‖2 / 4τ1 ) ) /λmin ( Q) ,

　　i = 2 , ⋯, n - 1} ,

δΧ ∑
n- 1

j = 0

εj +
1

16τ2
ε2n +
‖Q H ‖2

16τ3
ε2n . (20)

　　注意到自适应内模方程包含外系统信息和镇

定输入项. 令ρ Χδ/ c ,则 0 ≤V ≤ρ+ [V ( t0 ) -

ρ) ]e - ct ,因此闭环系统全局变量一致最终有界 ,且对

于任意给定 d >ρ,存在 T使得对于所有的 t > T有

‖̂θ( t) ‖+ ‖�ξ‖≤ 2 d成立 ,其中θ̂( t) = (θ̂1 , ⋯,

θ̂n) .可以看出 ,恰当选择设计常数可以使得紧致集

L = {θ̂( t) ∈Rn ∶‖̂θ( t) ‖≤ 2 d} 范围为任意期

望地小.注意到 e =θ̂1 ( t) ,因此所设计的调节器能够

使得在维持全局状态有界情况下 ,调节误差至任意

预先设定的精度 ,而且所设计的内模状态任意逼近

标准化内模状态.

从ψ̂自适应律及全局信号有界性可以看出 ,当

外系统初值选择 w (0) 使其轨道 w ( t) 包含 m/ 2个不

同频率值 ,即初始信号激励外系统全部未知频率时 ,

ψ̂可以收敛到ψ的一个任意小的邻域内.

以上分析可归结为 :

定理 1　对于被控系统 (1) 和外系统 (2) ,如果

满足假设1～假设3 ,则对于任意设定的常数 d > 0 ,

存在形如式 (10) , (13) 和 (16) 的控制器及时间常数

T ,使得闭环系统全局信号最终有解 ,且对于任意 t

> T误差信号满足 | e( t) | ≤ d.

注 4　对外系统初值 w (0) 的条件限制 ,是为了

避免外系统轨道退化为只包含部分未知频率的情

况 ,从而无法估计出全部的未知频率 ,事实上并不影

响ψ̂的收敛性.当这种情况发生时 ,可选择一个低维

的空间 ,使得信号 w ( t) 满足持续激励条件.

注 5　当系统 (1) 耦合一零动态Ûz = f 0 ( z , x1 ,

w) 为级联系统时 ,定理 1也可成立 (证明略) ,但须

满足如下假设条件 :

假设 4　对于任意给定σ∈Σ,存在一平滑函数

π0 ( w) ,π0 (0) = 0 ,满足

5π0 ( w)
5 w

S (σ) w = f 0 (π0 ( w) , R ( w) , w) . (21)

假设 5　 存在一个 C1 的正定且正则的

L yap unov函数 V 0 ( e0 ) 满足
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　 　 　5V 0 ( e0 )
5e0

[ f 0 ( z , x1 , w) -

　 　 　f 0 (π0 ( w) , R ( w) , w) ] ≤

　 　 　 - K‖e0 ‖2 + M x 2
1 . (22)

其中 :e0 = z - π0 ( w) ; K > 0 , M > 0为已知常数.

5　仿真实例
　　下面给出一个例子来说明本节所设计鲁棒调

节器的控制性能.考虑下列非线性系统 :

Ûx1 = x2 + x2
1 + w1 - w2

1 , Ûx2 = u + w2 ,

Ûw1 =σw 2 , Ûw2 = - σw 1 , e = x1 - w1 . (23)

其中 :σ表示外系统信号的未知频率 ,σ在闭区间

[1　4 ]中取值.可验证系统 (23) 满足假设 1～假设

3 ,且调节器方程组有解

π( w) = ( w1 , - w1 +σw 2 ) ,

α( w) = - σ2 w1 - (1 +σ) w2 .

于是 ,外系统被浸入到一线性可观测系统 Ûτ( w) =

Φ(σ)τ( w) ,α( w) =Γτ( w) ,其中

Φ =
0 1

- σ2 0
,Γ = [1　0 ] ,

τ( w) =

( - σ2 w1 - (1 +σ) w2 , (σ+σ2 ) w1 - σ3 w2 ) .

定义状态变换θ= x - π( w) .令 k = 2 ,选取矩阵对

( G, H) ,并计算 Q如下 :

G =
0 1

- 2 - 3
, H = [0　1 ]T , Q =

5 1

1 1
.

设计参数ε1 =ε2 = 0 . 1 , k1 = 4 , k2 = 10 ,γ = 1 .选

取初始状态θ(0) = (1 . 2 ,1 . 5) ,ψ̂(0) = (0 . 6 ,1) ,

w (0) = (1 ,0 . 5) .当设置未知频率σ= 1时 ,向量ψ

图 1　误差信号

图 2　估计值ψ̂

理想值为 (1 ,3) .由式 (16) 计算 ,仿真结果如图 1和

图 2所示.

由仿真结果可以看出 ,自适应内模参数ψ̂逼近ψ

的理论值 ,误差趋近于零.从理论分析得知 ,在一般

情况下 ,由于δ≠0 ,在合适的参数选取下只能使误

差被调节到预先设定的与原点距离的精度值.

6　结 　　论
　　本文研究了一类由不确定外系统驱动的具有不

确定函数的非线性下三角系统的全状态反馈鲁棒输

出调节问题.所设计的调节器能够在维持全局信号

最终有解的情况下 ,调节误差变量至预先设定的距

离原点任意的精度.在构造自适应内模方程时 ,本文

给出了一种新的设计方法 ,运用镇定控制项和外系

统信息估计外系统未知频率.运用输出反馈设计此

类不确定系统的鲁棒调节器尚有待进一步研究.
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计静态抗饱和补偿器 ,给出了同时保证闭环系统鲁

棒稳定和鲁棒性能的充分条件 ,并给出了此类系统

代数环良定的充要条件 ,从而将抗饱和补偿器设计

问题转化为便于求解的 L MI约束下的凸优化问题.

所设计的控制器简单 ,易于工程实现 ,具有很高的实

际应用价值.
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