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一类饱和不确定非线性系统静态抗饱和控制设计
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摘　要 : 研究一类执行器幅值与速率饱和的不确定非线性系统静态抗饱和控制问题.采用线性微分包含的方法处理

系统模型中的非线性项.给出了抗饱和补偿器设计方法 ,该方法能同时保证闭环鲁棒稳定及鲁棒性能.给出了此类非

线性系统代数环良定的充要条件 ,从而将抗饱和补偿器设计问题转化为线性矩阵不等式约束的凸优化问题.最后通

过仿真算例说明了所提出方法的有效性.
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Abstract : The static anti2windup control is studied for a class of uncertain nonlinear systems subject to actuator

magnitude and rate saturation. The nonlinear terms of the system model are dealt with by using the linear differential

inclusions method. The design method of the anti2windup compensator is p roposed , which can assure the closed2loop

robust stability and robust performance simultaneously. Furthermore , the necessary and sufficient condition for the

well2posedness of the algebraic loop is given for this kind of nonlinear systems. Thus , the design problem of the anti2
windup compensator is expressed as the convex programming problem subject to linear matrix inequalities. Finally ,

the simulation result s show the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　实际的物理系统大都存在执行器幅值和/或速

率饱和.例如船舶操舵系统一般通过电液伺服系统

驱动 ,由于流体动力特性的影响 ,船舶航向[1 ]、避碰、

舵阻横摇控制中经常出现舵角幅值及舵角变化率饱

和 ,如果控制器设计时没有考虑饱和问题 ,控制器的

输出将与被控对象的输入不一致 ,从而导致闭环系

统性能下降 ,甚至不稳定.随着鲁棒、H∞理论及线

性矩阵不等式 (L MI)优化方法[ 2 ,3 ]的发展 ,对于难以

处理的饱和问题便有了更加有效的分析工具.近 10

年来 ,针对幅值饱和的线性系统已经取得大量的研

究成果[429 ] .以文献[ 6 ]为代表的局部分析方法 ,能够

充分利用饱和特性 ,使得控制规律具有更低的保守

性 ; [ 8 ]综合讨论了饱和线性系统的一般框架 ,提出

了能同时保证饱和线性系统闭环稳定性与性能的设

计方法 ; [9 ]给出了对于幅值饱和线性系统进行抗饱

和控制设计的一般方法 ,抗饱和控制主要是设计无

约束控制规律和抗饱和补偿器.然而 ,对于同时存在

幅值与速率饱和的线性系统则更难设计 ,这方面的

文献也很少见[ 10 ,11 ] .近年来 , [ 10 ]在 [ 9 ]的基础上 ,

给出了进行抗饱和控制设计的一般方法 ,该方法是

针对确定线性系统进行的 ,很难应用于实际系统是

非线性不确定的系统.

本文针对一类幅值与速率饱和的二阶不确定非

线性系统 ,进行静态抗饱和控制设计.首先采用线性
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微分包含 (LDI)方法[8 ]处理系统模型中的非线性

项 ;然后对所得到的 LDI系统模型 ,用线性系统理

论设计无约束控制规律.难点在于抗饱和补偿器设

计 ,以及给出同时保证闭环鲁棒稳定和鲁棒性能的

充分性条件.文献[ 8 ,10 ]的不足之处在于假设代数

环是良定的 ,然而在设计抗饱和补偿器时 ,不一定能

保证代数环良定性假设 ,即不一定保证闭环系统解

的存在性与唯一性.本文给出了此类系统代数环良

定的充要条件 ,它可转化为 L MI ,从而将抗饱和补

偿器设计问题转化为 L MI约束的凸优化问题 ,便于

使用 MA TL AB等仿真软件求解.

2　问题描述
　　考虑如下一类非线性不确定被控系统 :

Ûx + f ( x) x = Ku u + Kw w ,

Ûy = x.
(1)

其中 : x ( t) , y ( t) ∈R为状态变量 ; u( t) , w ( t) ∈R分

别为控制与扰动变量 ; Ku , Kw 为实常数. 假设存在

实数λ > 0 ,使得不确定项满足

α≤ f ( x) ≤β, Π x | x2 ≤λ. (2)

在控制器求解优化时 ,式 (2) 可等效为后面的 L MI

约束式 (25) .

由于被控系统的执行器存在幅度与速率饱和 ,

不失一般性 ,式 (1) 中的控制变量 u应使下式成立 :

| u | ≤1 , | Ûu | ≤1 . (3)

估计闭环系统的稳定域. 针对零状态系统 (1)

及范数有界的扰动 ‖w ‖2 ≤1 ,设计控制规律 u ,即

抗饱和控制器 ,使如下二次型指标最小 :

J =∫
∞

0
( Q1 x2 + Q2 y2 + Ru2 ) d t. (4)

其中 :Q1 , Q2 ≥0 , R > 0均为通过设计经验选取的

正实数.式 (4) 可等效为后面的式 (13) 的特殊形式 ,

由此求解式 (4) 最小化问题便变为求解式 (13) 的

‖z‖2
2 最小化问题.

3　控制器设计
3 . 1　静态抗饱和控制器设计

Step1　用LDI方法处理模型 (1) 中的不确定非

线性项.令状态变量 xT
p = ( y　x) ,则在条件 (2) 成

立的前提下 ,可将式 (1) 化为如下 LDI模型 :

Ûxp ∈co{ Ap1 , Ap2 } xp + B pu u + B pw w . (5)

其中 :符号 co 表示凸组合 ,相应的矩阵分别为

Ap1 =
0 1

0 - α
, Ap2 =

0 1

0 - β
,

BT
pu = (0　Ku) , BT

pw = (0　Kw ) . (6)

这样 ,不确定非线性模型 (1) 便用一组线性模型 (5)

所包含 ,进而控制问题转化为对模型 (5) 的设计 ,目

的是可应用文献[8212 ]中的一些结果处理模型 (1)

中存在的输入幅值与速率饱和 ,从而得出后面控制

器设计定理.

Step2　为处理执行器幅度与速率饱和 ,在抗饱

和控制器中引入文献[10 ]的 MRS模型

Ûδ = sat (η) ,

η = Ûumrs + k ( umrs - δ) + v ,

ymrs = sat (δ) .

(7)

其中 :δ为 MRS模型的状态变量 , k为给定的正数.

式 (7) 中的饱和函数 sat (·) 定义如下 :

sat ( u) =

1 , u > 1 ;

- 1 , u < - 1 ;

u , - 1 ≤u ≤1 .

(8)

　　Step3　不考虑系统饱和 ,利用 Step1得出的系

统 LDI模型 ,采用线性控制理论很容易设计静态无

约束控制器 X.

Step4　求取静态抗饱和补偿器增益 L ,这也是

抗饱和控制器设计的难点.

静态抗饱和控制器由静态无约束控制规律 X ,

静态抗饱和补偿器 L和MRS模型组成 ,闭环系统的

结构如图 1所示 ,其中Π为被控系统.

图 1　引入 MRS模型的闭环系统结构框图

3 . 2　闭环系统的一般形式

由图 1 引入增广状态变量与输出变量 �xT
p =

( xp 　δ) , �yT
p = (δ　η) ,得

�x
·

p ∈co{ �Ap1 , �Ap2 } �xp + �B pw w +

　 　 �B pu ( sat (δ) 　sat (η) ) T , (9)

�yp ∈co{ �Cy1 , �Cy2 } �xp + �D pyw w + �D pyq q +

　 　 �D psat ( sat (δ) 　sat (η) ) T . (10)

由式 (10) 及 qT = (δ- sat (δ) 　η- sat (η) ) ,可得

( sat (δ) 　sat (η) ) T ∈

Δu q - Δu �D pyq q - Δuco{ �Cy1 , �Cy2 } �xp - Δu �D pyw w .

(11)

式 (9) ～ (11) 中的各矩阵依次如下 :

�Api =
Api 0

0 0
, i = 1 ,2 ;

�B pw =
B pw

0
; �B pu =

B pu 0

0 1
;
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�Cyi =
0 1

kF + FA pi - k
=

0 1

kF - k
+

0 0

F 0
�A pi , i = 1 ,2 ;

�D pyw =
0

FB pw

; �D pyq =
0

L
;

�D psat =
0 0

FB pu 0
;Δu = ( �D past - I) - 1 . (12)

其中 X = F ,由 �D psat 的表达式易知 �D psat - I可逆 ,所

以Δu 有定义.

被调输出 z一般以下述形式给定 :

z = C�x p + D ( sat (δ) 　sat (η) ) T . (13)

当 CT D取为零矩阵时 , z退化为传统的二次型性能

指标 (4) .

由式 (9) ～ (11) 和 (13) ,图 1的闭环系统可化

作如图 2所示的一般形式 ,其中 y = �y p .

图 2　具有抗饱和补偿器的闭环系统一般形式

图 2中的系统描述为

Ûx = Ax + Bw w + Bqq ,

y = Cy x + Dyw w + Dyq q ,

z = Cz x + Dzw w + Dzq q ,

q = dz ( y) = y - sat ( y) .

(14)

其中 : x ∈R3 , y , q ∈R2 , z ∈Rm依次为状态向量、量

测向量、抗饱和补偿器的输入向量及被调输出向量.

令 �Ap = co{ �Ap1 , �Ap2 } , �Cy = co{ �Cy1 , �Cy2 } ,则式 (14)

中的矩阵依次为

A = �Ap - �B puΔu�C y , Cy = �Cy - �D psatΔu�C y ,

Cz = C - DΔu�C y , Bq = �B puΔu ( I - �D pyq ) ,

Bw = �B pw - �B puΔu �D pyw ,

Dyq = �D pyq + �D pastΔu ( I - �D pyq ) ,

Dyw = �D pyw - �D psatΔu �D pyw ,

Dzq = DΔu ( I - �D pyq ) , Dzw = - DΔu �D pyw . (15)

3 . 3　主要结果

定理 1　式 (14) 中代数环良定的充要条件为

L12 < 1 , (16)

其中 L12 为矩阵 L = (L11 　L12 ) 的分量.

证明 　经验算可知 ,式 (15) 中矩阵

Dyq =
0 0

- FB pu + L11 L12

, (17)

故由文献[8 ]的推断 2 ,证明式 (16) 成立等价于仅需

证明以下 4个实数非零且同号 :

det ( I - Dyq Ki ) . (18)

其中 : Ki ∈R2×2 且为对角矩阵 ,对角元取 0或 1 .至

此 ,结论易证. □

注 1　定理 1将闭环系统的代数环良定性假设

转换为由式 (16) 表示的充要条件 ,即在系统优化设

计时增加一个 L MI约束 ,从而保证了控制系统设计

的可行性.

对于矩阵 X ,引入记号 He X = X + XT ,则有下

述定理成立 :

定理2　已知实数γ> 0 ,正定矩阵Q ∈R3×3 ,对

角正定矩阵 U ∈ R3×3 , 如果存在矩阵 Y =

( YT
1 　YT

2 ) T ∈R2×3 ,使得

1 Yi

3 Q
> 0 , i = 1 ,2 ;

He

AiQ B w 0 BqU

0 - I/ 2 0 0Czi QDzw-γ2 I/ 2DzqU

Czi Q D zw - γ2 I/ 2 DzqU

Cyi Q - Y D yw 0 - U + DyqU

< 0 .

(19)

其中 :Ai , Czi , Cyi ( i = 1 ,2) 代表式 (15) 中 A , Cz , Cy

的凸组合顶点矩阵.则 E( Q- 1 ) = { x | xT Q- 1 x ≤1}

是闭环系统的一个收缩不变椭圆 , 且对于所有满足

‖w ‖2 ≤1的干扰 w ,系统零初始条件下的响应满

足 ‖z‖2 ≤γ‖w ‖2 .

证明 　由文献[8 ]的命题 1和推断 3可知 ,式

(14) 中的 q满足

q ∈{ f (Ω) (co{ Cy1 , Cy2 } x +

Dyw w - Hx) ∶‖Ω‖≤1} . (20)

其中矩阵 H ∈R2×3 满足

| Hx | ∞ ≤1 , Πx ∈{ x∶xT Px ≤1} , (21)

而 f (Ω) = M ( S- 2 + S- 1ΩS - 1 ) M- 1 ,两个常数矩阵 M

是对角正定的 , S是对称非奇异的 ,且满足 S2 = 2 I -

He ( M- 1 Dyq M) .令

AΩi BΩi

CΩi DΩi

=

Ai B w

Czi D zw

+
Bq

Dzq

f (Ω) ( Cyi - H　Dyw ) ,

i = 1 ,2 . (22)

再由式 (12) 中 �Cyi 仿射依赖于 �A pi ,式 (15) 中 A仿射

依赖于 �Ap 与 �C y , Cy 与 Cz 仿射依赖于 �C y ,可得

Ûx
z
∈{ co{

AΩi BΩi

CΩi DΩi
}

x

w
∶

i = 1 ,2 , ‖Ω‖≤1} . (23)

引入变换 Q = P- 1 , Y = HQ ,U = M2 ,证明的后半部

分仿照文献[8 ]的定理 2易证. □

注 2　定理 2给出了同时保证闭环系统鲁棒稳
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定和鲁棒性能的充分条件.

3. 4　LMI优化求解

将上述抗饱和补偿器设计问题转化为 L MI约

束下的凸优化问题 ,以便使用 MA TL AB 等仿真软

件进行求解.

注意到式 (15) 中 Bq , Dyq , Dzq 均仿射依赖于

�D pyq ,式 (12) 中 �D pyq 是唯一与抗饱和补偿器增益 L

相关的矩阵 ,故取 X = �D pyqU为优化变量 ,则式 (19)

显然是 L MI.而模型有效性条件 (2) 等价于

{ x | xT Q- 1 x ≤1} Α { x | | Hv x | ≤1} . (24)

进而与如下 L MI等价[12 ] :

1 HvQ

3 Q
> 0 . (25)

其中 : Hv = (0　λ- 1/ 2 　0) , 3 表示对称项.

由 U的对角正定性 ,代数环良定性条件 (16) 可

在数值上由如下 L MI实现 :

N ( X - ρU) NT < 0 . (26)

其中 : N = (0　1) ;ρ< 1 ,ρ越小数值稳定性越好.

实际中 ,一般还要求不变椭圆包含某特定状态

x1 ,表述为如下 L MI的约束 :

1 3
x1 Q

> 0 . (27)

最终控制问题转化为如下具有 L MI约束的凸优化

求解问题 :

min
U > 0 ,γ> 0 , Q > 0 , X, Y

γ,

s. t . 式 (19) , (25) ～ (27) . (28)

3 . 5　仿真算例

考虑被控系统模型

TÛr +αr +βr3 = Kδ+ w ,

Ûψ = r.
(29)

其中 :不确定模型参数满足αmin ≤α≤αmax ,βmin ≤β

≤βmax ;控制输入满足不等式约束 |δ| ≤δmax , | Ûδ| ≤

Ûδmax ; r ,ψ为系统状态 ; w为干扰 ,满足 ‖w ‖2 ≤s ;系

统参数为 K = 0 . 251 1 , T = 206 . 8 ,αmin = 11 . 29 ,

αmax = 50 ,βmin = 9 . 598 ,βmax = 100 , s = 5 ,δmax = 35°,

Ûδmax = 2 . 5°/ s.

假设系统状态可测 ,要求设计控制器使ψ跟踪

幅值为 20 ,周期为 400 s的方波.

首先 ,不考虑系统存在的饱和 ,采用 Step3 方

法 ,设计图 1中反馈阵 F = ( - 0 . 654　- 10 . 21) ,然

后设计抗饱和补偿器.令二次型指标中 Q = CT C , R

= DT D ,其中

C =

1e24 0

0 0

0 0

, D =

0

0

1e24

.

设计参数λ = 0 . 25 , k = 1 ,ρ = 0 . 95 ,通过求解式

(28) ,得到抗饱和补偿增益 L = ( - 0 . 75　0 . 93) .

为说明所提出的控制算法的有效性 ,在相同条

件下 , 分别进行如下仿真实验 :仅在控制器 F =

( - 0 . 654　 - 10 . 21) 作用下闭环系统的仿真 ;在抗

饱和控制器作用下 ,也就是图 1闭环系统的仿真.仿

真结果如图 3和图 4所示 ,图 3 (a) 和图 3 ( b) 分别表

示控制器 F的作用和抗饱和控制器的作用.其中ψe

为跟踪的方波.图 3中δ为控制器经执行器后输入被

控系统的控制量 ,图 4中ψ为被控制量.

图 3　输入被控系统的控制量

图 4　系统被控制量

由仿真结果可以看出 ,仅在控制器 F作用下 ,系

统被控量ψ存在超调 ,而在抗饱和控制器作用下 ,被

控量ψ几乎没有超调 ,跟踪性能比仅在控制器 F作

用下的闭环系统性能好.其根源在于 ,实际系统的执

行器存在幅值与速率饱和 ,控制系统设计时如不考

虑饱和的存在 ,就会使得控制器的输出量与实际输

入被控系统的控制量不一致 ,从而导致闭环系统性

能下降.由此可见 ,本文提出的抗饱和控制算法 ,在

系统模型是非线性不确定的情况下 ,能有效地处理

执行器存在的幅值与速率饱和 ,从而改善闭环系统

性能.

4　结 　　论
　　本文针对一类幅值与速率饱和的二阶不确定非

线性系统 ,进行了静态抗饱和控制研究.重点在于设
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计静态抗饱和补偿器 ,给出了同时保证闭环系统鲁

棒稳定和鲁棒性能的充分条件 ,并给出了此类系统

代数环良定的充要条件 ,从而将抗饱和补偿器设计

问题转化为便于求解的 L MI约束下的凸优化问题.

所设计的控制器简单 ,易于工程实现 ,具有很高的实

际应用价值.
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