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一种新的量化反馈控制系统稳定性分析方法

冯宜伟 , 郭　戈
(大连海事大学 信息科学技术学院 , 辽宁 大连 116026)

摘　要 : 针对一类量化反馈控制系统 ,在考虑量化范围和量化误差的情况下 ,建立该系统的动态数学模型.利用

Lyapunov稳定性理论 ,结合线性矩阵不等式 (L MI) ,给出了基于 L MI和时变 Lyapunov函数的渐近稳定性判据.假

设量化器参数满足一定条件 ,则通过该判据能分析和判定量化反馈控制系统的渐近稳定性 ,并进一步设计相应的量

化反馈控制律.与已有的方法相比 ,该方法更加有效且求解方便.数值仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract : For a class of quantized feedback control systems (Q FCSs) with quantization ranges and quantization errors ,

a dynamic discrete time model of the Q FCSs is proposed. Based on the Lyapunov stability theory combined with linear

matrix inequality (L MI) technique , some stability criteria are derived in term of L MI. With the criteria , the

asymptotically stability for the Q FCSs is analyzed. Furthermore , the design for the corresponding quantized feedback

control law is presented. Compared with other methods , the proposed method is more effective and computationally

convenient . Numerical example and simulation show the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　近年来 ,动态反馈控制系统逐渐由传统的模拟

控制方式趋向于数字控制方式 ,其主要原因在于低

成本数字计算机的涌现 ,以及数字信号具有连续信

号所无法比拟的优点.但是 ,由于数字计算机本身存

在如字长有限等精度问题 ,随着其应用领域的日益

广泛 ,信号量化对动态反馈控制系统的影响已受到

许多学者的关注 ,尤其是基于网络的动态反馈控制

系统 (也称网络控制系统) .一般情况下 ,量化级数与

传递在通信网络中的信息流和传输该信号所占用的

网络资源紧密相关[124 ] .而传统控制理论中 ,通常假

设控制信号的传递是无误差、无时延的 ,而且不考虑

信道容量.因此 ,对于存在信号量化或容量受限的动

态反馈控制系统 ,传统的设计和分析方法很难适用 ,

尤其对于网络控制系统 ,必须根据其特点给出控制

设计和系统分析的新思想、新方法 ,研究开发适合于

量化反馈控制系统的先进控制策略.

针对量化反馈控制系统的研究主要有 2 类方

法 :1) 考虑静态均匀量化器 ,假定信号在 k时刻的

量化值只与 k 时刻的数据有关 ,在此规定下设计的

编码和解码方案结构较为简单 ,但控制效果不理想 ;

2) 将量化反馈控制器与系统综合考虑 ,此时量化器

采用时变且动态可调的对数量化器 ,该方法能够根

据网络环境和控制信号的变化实时调整量化级数 ,

使得系统的极限环减小 , 稳定性增强. 正如文献

[5 210 ]所提到的 ,现有的大部分有关动态控制系统

的研究基本上都是围绕系统的稳定性展开的 ,针对

量化反馈控制性能的研究还比较少见 ,对于较为复
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杂的系统尚缺乏统一的研究方法.

本文在文献 [729 ] 的基础上 ,分析了量化反馈

系统二次稳定性能 ,指出利用传统的L yap unov函数

(即 V ( x) = x T Px ,其中 P > 0为定常阵) 虽然可以

方便地分析和综合量化反馈控制系统 ,但由于选取

L yap unov函数时 P矩阵的选择没有充分考虑量化

器的量化范围和量化误差 ,所得到的结果相对比较

保守.本文在L yap unov函数中考虑了量化范围和量

化误差 ,试图建立一种新的稳定性分析方法 ,从而对

于量化反馈控制系统获得较小的保守性.

2　稳定性分析
　　考虑被控对象是线性离散时不变连续系统 ,可

描述为

x ( k + 1) = Gx ( k) + Hu ( k) . (1)

其中 : x ∈Rn和 u ∈R分别为状态矢量和控制输入

矢量 , G和 H 为常数矩阵.假设 G不稳定 ,而 ( G, H)

可控.系统的量化状态反馈描述如下 :

u( k) = f ( v ( k) ) , v ( k) = Kx ( k) . (2)

其中 : K 为状态反馈增益 ; f (·) 为量化器 , 满足

f ( - v) = - f ( v) .本文所讨论的是对数无记忆时不

变型量化器 ,相应的量化级集合为

U = {±ui : ui =σi u (0) , i =

±1 , ±2 , ⋯} ∪{±u0 } ∪{ 0} .

映射关系 f (·) 满足

f i ( x) =

ui ,
1

1 +δ
μi < x ≤ 1

1 - δ
μi , x > 0 ;

0 , x = 0 ;

- qi ( - x) , x < 0 .

(3)

其中 :δ= (1 - σ) / (1 +σ) , 0 <σ< 1 .

U 将空间 R分成一系列片段 ,量化器函数 f (·)

将每个片段映射成集合 U 的一个元素.在进一步分

析之前 ,先引入下面的定义 :

定义 1[7 ,8 ] 　对数无记忆时不变型量化器 f (·)

的密度定义为

ηf = lim sup
ε→0

# g (ε)
- lnε

, (4)

其中 # g (ε) 表示量化器 f (·) 在区间[ε,1/ε]中量化

级的数量.

由定义 1可知 ,当 [ε,1/ε] 上升时 ,一个非零且

有限量化密度的量化器 f (·) ,其量化级数将按对数

方式增长.显然ηf 越小 ,量化级数越小 ,对应的量化

器越粗糙 ;反之 ,则量化器越精细.如果量化器的量

化级数为有限数 ,则ηf = 0 ,而对于一个线性量化

器 ,其密度为ηf = - ∞.容易验证 ,对于一个对数量

化器 ,其密度ηf = 2/ ln (1/σ) ,即σ取得越小 ,对应的

量化密度ηf 越小.因此 ,为便于量化器的计算 ,本文

将σ称为量化器的量化密度.

对量化器的有关参数作如下合理的假设 :

假设 1　量化范围为 f (·) ∈[ M1 , M2 ] ;

假设 2　量化误差范围为Δ( k) ∈[δ1 ,δ2 ] ;

假设 3　δ1 / M1 =δ2 / M2 = T > 0 ,其中 T为常

数.

量化误差定义为

e( k) = u( k) - v ( k) =

f ( Kx ( k) ) - Kx ( k) =

Δ( k) Kx ( k) . (5)

系统 (1) 可重新建模为

x ( k + 1) = ( G + (1 +Δ( k) H K) ) x ( k) . (6)

　　本文的主要任务是解决量化反馈控制系统 (6)

的渐近稳定性及其反馈控制器设计问题. 文献 [8 ]

采用二次型L yap unov函数 V ( x) = x T Px来分析量

化反馈控制系统 ,其中 P为对称正定的矩阵.需要注

意的是 ,由于文献 [8 ]得到的稳定性条件是以一个

固定的 Lyap unov函数为前提 ,即对整个量化范围

f (·) ∈[ M1 , M2 ]和量化误差Δ( k) ∈[δ1 ,δ2 ]仅选

定了一个固定的常数矩阵 P ,显然这样的设计所得

到的结果相对比较保守.

本文考虑如下一个时变的 Lyap unov函数 :

V ( x ( k) ) = x T ( k) Q(Δ( k) ) x ( k) . (7)

其中 Q(Δ( k) ) 为时变的 ,且依赖于量化范围 f (·) ∈

[ M1 , M2 ]和量化误差Δ∈[δ1 ,δ2 ] ,表示如下 :

Q(Δ( k) ) =

δ1 +Δ( k)
M1 + M2

Q1 +
δ2 - Δ( k)

M1 + M2
Q2 , (8)

其中 Q1 和 Q2 为正定对称矩阵.显然 ,如果令 Q1 =

Q2 = P/ T ,则式 (7) 和 (8) 所定义的 L yap unov函数

与文献[ 8 ]所定义的 L yap unov函数相同.

定义 2　当对数无记忆时不变型量化器的量化

范围和量化误差分别取 f (·) ∈ [ M1 , M2 ] 和Δ ∈

[δ1 ,δ2 ]时 ,闭环量化反馈系统 (6) 是渐近稳定的 ,如

果式 (7) 和 (8) 所定义的L yap unov函数对于任意的

x ( k) 满足 :

1) V ( x ( k) ) > 0 ;

2) V ( x ( k + 1) ) - V ( x ( k) ) < 0 ;

3) 当 ‖x ( k) ‖→∞时有 V ( x ( k) ) →∞.

当量化器的参数配置满足假设 1～假设 3时 ,

量化反馈系统渐近稳定的充分性条件为 :

定理 1　对于线性离散系统 (1) ,相应地取状态

反馈控制律 (2) 和对数量化器 (3) ,则闭环系统 (6)

是渐近稳定的 ,如果存在矩阵 V 1 > 0 ,V 2 > 0 ,满足
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- V i V i ( G + (1 +δi ) H K)

3 - V i

< 0 ,

　　　　i ∈[1 ,2 ] ; (9)

- V 1 V 2 ( G + (1 +δ1 ) H K)

3 - V 1

< 0 ; (10)

- V 2 V 1 ( G + (1 +δ2 ) H K)

3 - V 2

< 0 . (11)

其中 3 表示矩阵对称部分.

证明 　考虑式 (7) 所定义的Lyap unov函数 ,由

定义 2可知闭环系统 (6) 是渐近稳定的 ,如果

V ( x ( k + 1) ) - V ( x ( k) ) < 0 . (12)

其中量化器的量化范围和量化误差分别为

f (·) ∈[ M1 , M2 ] ,Δ∈[δ1 ,δ2 ].

　　结合式 (6) ～ (8) 及 (12) ,得

x T ( k) [ ( G + (1 +Δ( k) ) H K) T Q(Δ( K +

1) ) ( G + (1 +Δ( k) ) H K) -

Q(Δ( K) ) ] x ( k) < 0 . (13)

上式也可等价地写为

( G + (1 +Δ( k) ) H K) T Q(Δ( K + 1) ) ( G +

(1 +Δ( k) ) H K) - Q(Δ( K) ) < 0 . (14)

利用 Schur补 ,式 (14) 又可转换为线性矩阵不等式

Π11 Π12

3 Π22

< 0 . (15)

其中

Π11 = - (
δ1 +Δ( k)

M1 + M2
Q1 +
δ2 - Δ( k)

M1 + M2
Q2 ) ,

Π12 =

- (
δ1 +Δ( k + 1)

M1 + M2
Q1 +
δ2 - Δ( k + 1)

M1 + M2
Q2 ) ( G +

(1 +Δ( k + 1) ) H K) ,

Π22 =

- (
δ1 +Δ( k + 1)

M1 + M2
Q1 +
δ2 - Δ( k + 1)

M1 + M2
Q2 ) .

　　根据量化误差的取值范围 ,考虑以下 4种情况 :

1) Δ( k) =δ1 ,Δ( k + 1) =δ1 ;

2) Δ( k) =δ1 ,Δ( k + 1) =δ2 ;

3) Δ( k) =δ2 ,Δ( k + 1) =δ1 ;

4) Δ( k) =δ2 ,Δ( k + 1) =δ2 .

对于情况 1) 和 4) 两种情况 ,根据式 (15) 有

- V i V i ( G + (1 +δi ) H K)

3 - V i

< 0 , i ∈[1 ,2 ].

其中

V 1 =
2δ1

M1 + M2
Q1 +
δ2 - δ1

M1 + M2
Q2 ,

V 2 = TQ1 . (16)

对于情况 2) 和 3) 两种情况 ,可将式 (15) 分别表述

为

- V 1 V 2 ( G + (1 +δ2 ) H K)

3 - V 2

< 0 ,

- V 2 V 1 ( G + (1 +δ1 ) H K)

3 - V 1

< 0 .

显然存在矩阵 V 1 > 0 ,V 2 > 0 ,满足式 (9) ～ (11) ,

继而可判定如果式 (12) 成立 ,则根据定义 2可知闭

环系统 (6) 渐近稳定. □

注 1　从定理 1 的证明过程可以发现 ,如果选

择 Q1 = Q2 = P/ T ,即 V 1 = V 2 = P ,则条件 (9) ～

(11) 就是文献 [9 ]所提出的二次稳定性结果.这也

证明了定理 1具有更小的保守性.

3　控制器设计
　　在定理 1的证明过程中不难发现 ,针对量化状

态反馈控制系统的稳定性分析 ,总是假设状态反馈

控制器 v ( k) = Kx ( k) 是存在的.但在许多实际工程

应用中 ,常常需要设计这样一个控制器使得闭环系

统是渐近稳定的.因而 ,基于定理 1 ,进一步给出状

态反馈控制器的设计方法.

定理 2　考虑线性离散系统 (1) ,相应地取对数

量化器 (3) ,如果存在矩阵Ω > 0 , �V 1 , �V 2 满足

- �V i �V i ( G + (1 +δi ) H �K)

3 - �V i

< 0 ,

　　 　 　i ∈[1 ,2 ] ; (17)

- �V 1 �V 2 ( G + (1 +δ2 ) H �K)

3 - �V 2

< 0 ; (18)

- �V 2 �V 1 ( G + (1 +δ1 ) H �K)

3 - �V 1

< 0 . (19)

则相应地使系统渐近稳定的控制律为

�K = KΩ- 1 . (20)

　　证明 　根据定理 1的结论 ,存在矩阵 �V 1 > 0 ,

�V 2 > 0 ,使得式 (9) ～ (11) 成立 ,则相应的系统 (1)

是渐近稳定的.分别对式 (9) ～ (11) 进行合同变换 ,

两边乘以 diag{ I , (V 1 V 2 ) - 1 } ,得

- V i V i ( G + (1 +δ1 ) H K) (V 1 V 2 ) - 1

3 - (V 1 V 2 ) - 1 V i (V 1 V 2 ) - 1
< 0 ,

　　　　　　　i ∈[1 ,2 ] ;

- V 1 V 2 ( G + (1 +δ2 ) H K) (V 1 V 2 ) - 1

3 - (V 1 V 2 ) - 1 V 2 (V 1 V 2 ) - 1
< 0 ;

- V 2 V 1 ( G + (1 +δ1 ) H K) (V 1 V 2 ) - 1

3 - (V 1 V 2 ) - 1 V 1 (V 1 V 2 ) - 1
< 0 .

结合式 (15) ,不妨取 �V 1 = V 1 , �V 2 = V 2 ,并定义Ω =

V 1 V 2 , �K = KΩ- 1 ,显然存在矩阵Ω > 0 , �V 1 , �V 2 满足

式 (17) ～ (19) .因而给定的控制律 (20) 能够使系统

(1) 渐近稳定. □
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4　仿真算例
　　考虑如下系统 :

X ( k + 1) = GX ( k) + Hu ( k) ,

y ( k) = CX ( k) + Du ( k) ,

G =

1 . 008 - 0 . 002 5 0 0 . 01

0 . 01 1 0 . 010 1 0 . 01

- 0 . 008 0 . 005 1 . 002 - 0 . 010 3

0 0 0 . 01 0 . 999 9

,

H =

0 . 005

0 . 000 1

0 . 011

0

, C = [1　0　1　0 ] , D = [0 ].

其中 : G的特征值分别为 1 . 002 3 + 0 . 008 4i ,1 . 002 3

- 0 . 008 4i ,0 . 999 1 ,1 . 006 3 .显然 ,这是一个不稳定

系统 ,但可以检验 ( G, H) 是可控的.假设系统占用

3 bit 的传输信道 ,取

Q1 =

1 0 0 0

0 1 0 . 5 0

0 0 . 5 1 0

0 0 0 1

,

Q2 =

1 0 0 . 5 0

0 1 0 0

0 . 5 0 1 0

0 0 0 1

.

　　状态反馈信号 (2) 采用式 (3) 所定义的对数量

化器 f (·) ,利用定理 2可求得系统的反馈增益为

K = [ - 1 . 189 8　1 . 090 9　0 . 594 9　 - 1 . 041 3 ].

　　　　图 1　采用常规 Lyapunov函数系统

状态、量化值及其量化误差

　　　　图 2　采用时变 Lyapunov函数系统

状态、量化值及其量化误差

图 3　选择不同 Lyapunov函数的量化误差比较

　　比较图 1和图 2 可以发现 ,相同条件下系统采

用时变的 Lyap unov函数较固定的 L yap unov函数 ,

运动状况不仅平稳 ,而且量化误差明显减少.图 3给

出了两种情况下 ,处于同一坐标下的量化误差.仿真

结果表明 ,本文所设计的量化反馈控制充分考虑了

量化范围和量化误差的作用 ,因而所得到的系统稳

定性分析方法是正确而有效的 ,而且保守性较小.

5　结　　论
　　本文基于线性时不变不稳定的被控对象 ,讨论

了一种新的量化状态反馈方法 ,利用量化范围和量

化误差建立了时变的 L yap unov 函数 ,推证了系统

的稳定性条件 ,并给出了量化反馈控制器的设计方

法.在不考虑噪声因素的情况下 ,所设计的量化反馈

控制律能使不稳定的系统渐近稳定.当量化器的有

关参数不满足假设条件时 ,系统的稳定性以及相应

的量化反馈控制律设计尚有待进一步研究.
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动时的闭环系统状态响应曲线和控制输入曲线 ,图

3为名义系统的闭环系统状态响应曲线.经比较图 1

和图 3可以看出 ,本文方法在同时存在参数摄动和

外干扰的情况下 ,系统仍能保持较好的性能 ,从而表

明该控制器具有很强的鲁棒性 ,且无抖振.

6　结 　　论
　　本文提出了一种针对不确定切换系统的离散滑

模控制方法.新趋近律可在给定切换律作用下 ,使系

统状态轨迹快速到达准滑动模态区 ,并渐近趋近于

原点 ,有效消除抖振 ,回归式切换面可以减小稳态偏

差.针对系统的不确定部分设计的扰动估计器对常

值变化或变化律较慢的扰动具有很高的估计精度 ,

克服了以往控制方法需已知扰动上界的限制.仿真

实例表明 ,所提出的方法对于变化率较慢的外界干

扰以及参数摄动具有很好的鲁棒性 ,而且可以有效

消除系统的抖振现象.
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