
第 24卷 第 5期
Vol. 24 No. 5

控  制  与  决  策

Control and Decision

2009年 5月
  May 2009

收稿日期: 2008205209; 修回日期: 2008207217.

基金项目: 国家自然科学基金项目 ( 60874049) ; 国家 863 计划项目 ( 2007AA04Z193) ; UK Department for

Innovation, Universities and Skills under t he UK/ China Fellowshop for Execllence P rogramme.

作者简介: 耿辉( 1982) ) ,男, 山西运城人, 博士生,从事过程建模与控制、迭代学习控制等研究; 徐用懋( 1935 ) ) ,

女, 河南开封人,教授, 博士生导师,从事复杂过程建模、控制与优化的研究.

  文章编号: 100120920(2009) 0520648205

一种带参考批次的线性时变系统迭代学习控制算法
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摘  要: 针对线性时变系统的轨迹跟踪控制问题, 提出一种带参考批次的迭代学习控制算法,并给出了算法的收敛

性分析. 该迭代学习控制算法不需要事先了解线性时变对象的太多知识 ,而是将当前批次输入轨迹的较小变化所引

起的输出轨迹作为参考批次,并以当前批次与参考批次的输入变化与对应的输出变化之比作为学习律, 从而实现目

标轨迹的跟踪. 以一个典型的线性时变系统为例进行仿真分析, 验证了所提出算法的有效性.
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Abstra ct: For the t rajectory tracking control of linear time2variant system, an iter at ive learning cont rol method is

presented and t he convergence proof is given. T his method does not need detailed knowledge of the system. H owever ,

a r eference batch is designed, in which some small change of input t rajectory in the curr ent batch is applied to the

system. Then its output tr ajectory is obta ined. T he ratio of the input change and cor responding out put change in the

curr ent and reference batch is used as the gain in the learning law for calculating the input of next batch. T hus the

method can tr ack the desir ed trajectory successfully while the bat ch is running on. T he simulation results show the

effectiveness of the method.
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1  引   言
  由 Arimoto 等

[ 1]
提出的迭代学习控制( ILC) ,

主要研究有限时间区间上的具有重复运动性质的被

控系统跟踪问题.经过 20 多年的发展, 迭代学习控

制在学习算法、性质分析、工程应用等方面都取得了

巨大进展
[ 2]
.

迄今为止, 迭代学习控制的研究主要在线性系

统展开,假定过程对象可用某种线性模型描述(例如

线性定常模型
[ 3]
) . Bristow 等

[ 4]
对基于线性模型的

迭代学习控制研究的主要成果进行了综述.近年来,

基于非线性模型的迭代学习控制的研究也在逐渐发

展
[ 5 ]
. Chien等研究了传统的比例型迭代学习控制

算法在非线性时变系统上的应用[ 6] ;许建新和侯忠

生[ 7 ]对基于 Lyapunov方法的非线性系统迭代学习

控制研究进行了总结. 最优迭代学习控制是一类简

单实用的迭代学习算法, 其学习律可通过优化二次

型目标函数得到[ 8] . Lee 等[ 9, 1 0]通过对间歇过程温

度控制的研究,提出一种基于线性时变模型的最优

迭代学习算法.然而,上述迭代学习控制算法或多或

少都需要知道一定的对象的具体知识. 在对象具体

知识所知甚少的情况下, 如何设计合适的迭代学习

控制算法,在很大程度上仍是一个未解决的问题.
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本文针对线性时变系统的轨迹跟踪控制问题,

提出一种带参考批次的迭代学习控制算法. 该迭代

学习控制算法不需要事先了解线性时变对象的太多

知识,而是将当前批次输入轨迹的较小变化所引起

的输出轨迹作为参考批次, 并以当前批次与参考批

次的输入变化与对应的输出变化之比作为学习律,

从而实现目标轨迹的跟踪.

2  迭代学习控制算法设计
  考虑如下的迭代学习控制问题:控制对象是在

时间区间 [0, N ] 上的单输入单输出( SISO) 线性离

散时变系统

Y = P U. ( 1)

其中: U= [ u(0) , u(1) , , , u(N - 1) ] T I Rn为输入

向量; Y[ y(1) , y(2) , , , y(N ) ]
T

I R
n
为输出向量;

P 为线性时变系统(1) 的脉冲响应矩阵,其具体元素

未知.

P =

p11 0 , 0

p21 p22 , 0

s s w s

pN1 pN2 , pNN

. ( 2)

假定 1  每个迭代批次的系统初始条件不变;

假定 2  每个迭代批次的时间区间长度 N 不

变;

假定 3  系统脉冲响应矩阵 P 满足

E
i

j= k
p ij X 0, 1 [ i [ N, 1 [ k [ i . ( 3)

  对于系统( 1) , 迭代学习控制的目标是随着批

次数 k的增加, 输出向量 Yk渐近收敛于设定的目标

轨迹向量 Yd = [ yd (1) , yd( 2) , , , yd( N) ] T .

为了实现这一目标, 迭代学习控制算法采用迭

代法来更新输入向量,其一般形式如下:

Uk+ 1 = Uk + LkE k . ( 4)

其中: Ek = Yd - Yk = [ ek(1) , ek(2) , , , ek(N ) ] T 为

第 k批次的输出误差向量, Lk 为第k 批次的学习律

矩阵.

随批次数 k而变化的学习律矩阵L k 的设计方

法有多种
[ 4]

.对于非线性系统, 可取 Lk 为对角阵的

正割型学习算法
[ 11]

,即

Lk( t + 1, t + 1) =

uk( t ) - uk- 1( t )
g( xk , uk , t ) - g( xk , uk- 1 , t )

,

t = 0, 1, , , N - 1. ( 5)

其中 y = g( x, u, t) 为非线性系统的输出函数.

在计算正割型学习算法的学习律矩阵 Lk时, 需

要知道非线性系统的输出函数 g 与系统状态x k , 即

需要知道一定的系统知识.若学习律矩阵Lk 仅由对

象输入输出数据计算得到, 则将更便于实际应用.基

于这一思路,类似于正割型学习算法,本文设计一种

带参考批次的迭代学习控制算法(R2ILC) 如下:

Step1 : 在第 k批次, 生成参考输入 Urk . 首先,

根据收敛指标E(E为较小的正实数) 判断当前批次

在 t时刻是否达到收敛,从而得到参考输入Urk 与当

前批次输入 Uk的起始差别时刻 t rs ,即

t rs = min( t) , | ek( t + 1) | > E;

t rs = N , | ek( t + 1) | < E for all 0 [ t < N .

(6)

其次,根据起始差别时刻 trs 与当前批次输入 Uk , 生

成参考输入Urk .设定时刻 trs之前保持Uk不变, 时刻

t rs 之后取 Uk的微小偏移D,便得到参考输入 Urk ,即

  
u rk( t) = uk( t) , 0 [ t < trs ;

u rk( t) = uk( t) + D, t rs [ t < N .
(7)

若 t rs = N ,则表明当前批次的所有时刻均已实现跟

踪收敛,算法迭代结束;否则,转 Step2.

Step2: 保持初始条件不变, 将参考输入 Urk 作

用于系统(1) ,得到系统输出 Yrk .为区别起见, 这一

运行批次被称为参考批次 ( reference batch) ; 对应

地, 用以生成参考输入的批次被称为基本批次

( basic batch) .

Step3: 以基本批次和参考批次在对应时刻的

输入之差与输出之差的比值作为学习律, 计算新基

本批次上的输入 Uk+ 1 , 即

uk+ 1( t ) = uk( t) , 0 [ t < t rs;

uk+ 1( t ) =

uk( t) + uk( t) - u rk( t)
yk( t + 1) - y rk ( t + 1)

ek( t + 1) ,

    trs [ t < N .

(8)

  注 1  因为系统(1) 满足式(3) 的条件,所以上

式中的分母满足非零条件, 具体说明见后.

Step4: 在第 k + 1个基本批次保持初始条件不

变, 以 Uk+ 1 为输入运行系统 (1) . 当批次运行结束

后,若基本批次数k+ 1已达到设定的最大值kmax ,则

算法迭代结束;否则,返回 Step1,继续迭代.

Step1和Step2中参考批次的生成以及Step3中

学习律的更新,也可与时刻 trs 相关联. 若 trs 不变,则

不生成新的参考批次, 相应地也不更新学习律.

由上述 R2ILC算法的设计可以看出, 该算法的

学习律仅取决于线性时变对象的输入输出数据和所

设定的收敛指标, 不需要事先了解线性时变对象的

太多知识,因而非常便于实际应用.随着迭代批次的

增加, R2ILC算法中的参考批次输入与基本批次输

入的起始差别时刻 t rs也逐渐向后推进, 直到 trs = N
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时迭代过程在整个时间区间[ 0, N ] 上的目标跟踪均

实现收敛.

3  收敛性分析

  由上述 R2ILC算法设计可以看出,当算法中的

基本批次实现了跟踪收敛时, 算法迭代结束, 即

R2ILC算法实现了跟踪收敛. 在R2ILC算法设计中,

定义收敛指标 E作为跟踪收敛的判断依据, 因此

R2ILC算法的渐近收敛性可描述为

when k y ] , | ek( t ) | < E, t = 1, 2, , , N .

( 9)

其中: k为基本批次数, ek( t ) 为基本批次 k上 t 时刻

的输出误差.

由参考批次输入与基本批次输入的起始差别时

刻 trs 的定义(6) 可知

trs = N Z | ek( t) | < E, t = 1, 2, , , N . (10)

因此, R2ILC算法的渐近收敛性描述( 9) 等价于

when k y ] , t rs = N . (11)

  下面将证明, 对于满足式( 3) 条件的线性时变

系(1) , R2ILC算法使得式( 11) 成立.

对于线性时变系统( 1) ,在第 k个基本批次将时

刻 t rs 之后的系统看作一个线性时变子系统,即在原

系统上按时刻 t rs 将系统( 1) 分块,可得

Yk, 1

Yk, 2
=

P 11 P 12

P 21 P 22

Uk, 1

Uk, 2
. (12)

其中

Uk, 2 = [ uk( trs ) , uk( t rs + 1) , , , uk( N - 1) ]
T
,

Yk, 2 = [ yk( t rs + 1) , yk( t rs + 2) , , , yk(N ) ] T ,

P 22 =

p t
rs

+ 1, t
rs

+ 1 0 , 0

p t
rs

+ 2, t
rs

+ 1 p t
rs

+ 2, t
rs

+ 2 w s

s w w 0

pN, t
rs

+ 1 , pN, N- 1 pN, N

.

(13)

由上式可知,若 t rs = 0, 则子系统与原系统等价.

定义子系统的输入向量为�Uk = Uk, 2 ,输出向量

为�Yk = Yk, 2 , 目标轨迹向量为 �Yd = [ yd ( t rs + 1) ,

yd ( t rs + 2) , , , yd (N ) ] T , 误差向量为�E k = �Yd - �Yk ,

并定义�P = P 22 , B = P 21Uk, 1 ,则由式( 11) 可得子系

统的输入输出关系为

�Yk = �P�Uk + B. (14)

其中:记子系统的维数为M= N- trs ,则�P 为M @M

维的系统矩阵, B为M @1维常数向量.

根据式(7) , 在与子系统对应的参考批次上, 输

入向量为�Urk = �Uk+ DC1 (C1为全1的列向量) ,输出

向量为

�Yrk = �P�Urk + B = �P�Uk + D�PC 1 + B, (15)

则有

�UK - �Urk = - DC 1 ,

�Yk - �Yrk = - D�P C 1 .
(16)

  根据式(8) ,在子系统(13) 上, R2ILC算法的学

习律为

uk+ 1( t ) =

uk( t) + uk( t ) - u rk( t)
yk( t + 1) - y rk( t + 1)

ek( t + 1) ,

t rs [ t < N . (17)

  注 2  因为系统(1) 满足式(3) 的条件,所以上

式中的分母满足非零条件, 具体说明见后.

将上式写成向量形式, 即

�Uk+ 1 = �Uk + �Lk�E k , (18)

其中�L k为子系统上的学习律矩阵, 且综合式( 13) ,

(16) 和(17) ,可得

�Lk =

1
p t

rs
+ 1, t

rs
+ 1

0

0 1
p t

rs
+ 2, t

rs
+ 1 + p t

rs
+ 2, t

rs
+ 2

s w

0 ,

y

z

, 0

w s

w 0

0 1
pN, t

rs
+ 1 + pN, t

rs
+ 2 + , + pN, N

. (19)

显然, 子系统上的学习律矩阵�Lk为M @M维的

对角阵,仅取决于时刻 t rs与原系统矩阵P .因为原系

统的脉冲响应矩阵 P 满足式(3) 的条件, 所以子系

统上的学习律矩阵 �Lk 的对角线元素的分母满足非

零条件.

注 3  式(8) 和(17) 中的分式即子系统上的学

习律矩阵�Lk 的对角线元素,因此原系统的脉冲响应

矩阵P 满足式(3) 的条件, 式(8) 和(17) 中的分母也

满足非零条件.

若在基本批次k + 1,时刻 trs 不变,时刻 t rs 之后

的子系统也不变, 则由式(19) 可知子系统上的学习

律不变,记为�L k+ 1 = �Lk = �L.以此类推,当时刻 t rs不

变时,时刻 trs 之后的子系统与学习律可看作一个迭

代系统,且有如下误差向量迭代关系式:

�Ek+ 1 = �Yd - �Yk+ 1 =

�Yd - �P�Uk+ 1 - B =

�Yd - �P (�Uk + �L�E k) - B =

�Yd - �P�Uk - B- �P�L�E k =

�Ek - �P�L�E k =
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( I - �P�L )�Ek . (20)

  综合式(13) 和(19) ,上式中的迭代系数矩阵( I

- �P�L ) 为下三角阵,即

I - �P�L =

0
p t

rs
+ 1, t

ts
+ 1

0

*
p trs + 2, trs+ 1

p t
rs

+ 2, t
rs

+ 1 + p t
rs

+ 2, t
rs

+ 2

s w

* ,

y

z

, 0

w s

w 0

*
pN, t

rs
+ 1 + , + p N, N- 1

pN, t
rs

+ 1 + p N, t
rs

+ 2 + , + pN, N

, (21)

其中 * 为任意实数.将上式代入式(20) ,有

�ek+ 1( t rs + 1) = 0
p1
�ek( trs + 1) = 0. (22)

由于子系统上的误差向量 �E k = �Yd - �Yk ,有

�ek( t ) = �yd ( t ) - �yk( t ) =

yd( t ) - yk( t ) = ek( t ) . (23)

综合式(22) 和(23) 可知,在基本批次 k+ 1, 有

ek+ 1 ( trs + 1) = 0. (24)

因此,根据时刻 trs的定义,在基本批次k+ 1, t rs将改

变为 t rs, new,且有

trs , new \ t rs + 1. (25)

  上式意味着,随着迭代批次的增加, 时刻 trs 逐

渐向后推进;在理想情况下, 每经过一个基本批次,

时刻 t rs至少向后推进 1个单位.在实际中,由于测量

噪声、计算误差等因素, 时刻 t rs 向后推进的速度可

能较慢,即需要经过若干个基本批次向后推进 1 个

单位时刻.时间区间长度 N 为有限的正整数, 因此

存在有限的正整数 kfin ish ,使得在基本批次 kfinish 上时

刻 trs 改变为

t rs, fin ish = N . (26)

  上式意味着,在线性时变系统( 1) 上, R2ILC算

法使得式(11) 成立. 因此, 由前述的渐近收敛性等

价关系可知, 对于满足式( 3) 条件的线性时变系统

(1) , R2ILC算法是渐近收敛的.

4  仿真分析
  为验证上述 R2ILC算法的有效性,选取一个典

型的线性时变系统进行仿真研究, 并与传统的比例

型迭代学习控制算法( P2Type ILC, P2ILC)
[ 6]
进行

对比分析.

考虑如下离散状态方程的线性时变系统:

x( t + 1) =

- 0. 24 0. 01

0. 2sin( t) + 0. 04 - 0. 35
x( t ) +

0. 027t + 1

0. 12
u( t) ,

y( t) = [ 0. 45  - 0. 001 t] x( t) .

(27)

  将批次运行的时间区间取为[0, 160] ;所有批

次的初始状态均取0;初始批次输入取 u1 ( t) = 0. 5,

t I [ 0, 160] ;跟踪目标轨迹分别取为坡形折线轨迹

(平稳2上升2平稳2下降2平稳形状) 和正弦曲线轨

迹两种;最大仿真基本批次数取 10(即最大仿真批

次数取 20) .

P2ILC算法的学习律为

Uk+ 1 = Uk + CE k , (28)

其中 C为固定的比例系数. 若满足条件

| 1 - Cp ii | < 1, i = 1, 2, , , N , (29)

则P2ILC算法在线性时变系统(1) 上是渐近收敛的.

考察该线性时变系统的脉冲响应矩阵, 发现其

元素有异号情况, 但对角线元素同号,且最小对角线

元素 pmin = 0. 45,最大对角线元素 pmax = 2. 36. 对

于 P2ILC算法, 根据式(29) , 选取比例系数为 C=

2/ ( pmin + pmax) = 0. 711, 则 P2ILC算法在线性时变

系统(27) 上是渐近收敛的.

对于 R2ILC算法,选取收敛指标E= 10- 3 , 参考

批次输入偏移量 D= 10- 3 . 仿真得到R2ILC算法对2

种目标输出轨迹的跟踪效果如图 1 ~ 图 3所示, 仿

真得到R2ILC算法与 P2ILC算法的跟踪误差二次平

均值(RMSE) 变化对比如图 4和图 5所示.

由图 1和图 3可以看出, 无论是对于坡形折线

轨迹,还是对于正弦曲线轨迹,经过3个批次( 2个基

本批次) 后, R2ILC算法都已达到较好的跟踪效果.

图 2表明了 R2ILC算法在跟踪坡形折线目标轨迹时

的输入轨迹的变化情况,在第 3批次(第 2个基本批

次) 时输入轨迹已基本收敛(跟踪正弦曲线目标轨

迹时的输入轨迹变化情况与此类似) .

由图 4和图 5可以看出, 对于坡形折线轨迹和

图 1 R2ILC算法对坡形折线目标轨迹的跟踪(输出)
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图 2  R2ILC算法对坡形折线目标轨迹的跟踪(输入)

图 3  R2ILC算法对正弦曲线目标轨迹的跟踪(输出)

图 4 R2ILC算法与 P2ILC算法对坡形折线

目标轨迹的 RMSE变化对比

图 5 R2ILC算法与 P2ILC算法对正弦曲线

目标轨迹的 RMSE 变化对比

正弦曲线轨迹, R2ILC算法均在第 5个批次(第 3个

基本批次) 上达到了设定的收敛指标E= 10- 3 ,整体

的跟踪收敛速度明显优于 P2ILC算法.

5  结   论
本文针对线性时变系统的轨迹跟踪控制问题,

提出了一种带参考批次的迭代学习控制算法.该迭

代学习控制算法将当前批次输入轨迹的较小变化所

引起的输出轨迹作为参考批次, 并以当前批次与参

考批次的输入变化与对应的输出变化之比作为学习

律,便可实现目标轨迹的跟踪. 仿真实例表明,与传

统的比例型迭代学习控制算法( P2ILC)相比, 本文

的迭代学习控制算法具有更好的跟踪效果.
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