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不确定离散切换系统的滑模控制
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摘　要 : 研究一类不确定离散切换系统的鲁棒滑模控制问题.针对传统变结构控制应用于离散系统时易失去其鲁棒

性的问题 ,提出一种采用带调整参数递归式滑模函数的离散滑模控制策略 ,改进了离散时间滑模控制系统的趋近律

方法 ,并针对不确定因素的影响设计了无须知道扰动上界的估计器.应用 Lyapunov函数给出了离散切换系统的滑

动模态可达条件 ,并设计了离散切换规则.仿真结果表明了所提出设计方法的有效性.
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Abstract : The robust sliding mode control problem is studied for a class of uncertain discrete2time switched hybrid

systems. For the problem that the robustness is easily to be lost when traditional variable st ructure control theory is

applied to the discrete system , a discrete2time sliding mode control scheme is proposed by using a recursive sliding

mode function with a tuning parameter. The reaching law method is improved. A disturbance estimator is designed for

the uncertainty without knowing it s upper band. Moreover , based on L yapunov function , a sliding mode reaching

condition and a switching rule are given. A numerical example illust rates the effectiveness of the proposed design

scheme.
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1　引　　言
　　离散切换系统是一类由若干个离散时间动态子

系统以及一个切换规则构成的混杂系统 ,切换规则

确定各子系统之间的切换规律.许多实际系统 ,如化

工过程、计算机控制系统等 ,都可以建立切换系统模

型 ,因而切换系统已引起越来越多学者的兴趣.许多

基于控制器切换的智能控制策略被用于克服单个控

制器所存在的缺陷 ,以提高系统性能 ,因而相应的闭

环系统便成为切换系统[1 ] .目前有关切换系统的研

究已经取得大量成果 ,如稳定性分析[2 ]、H∞滤波[ 3 ]

和模型降阶[ 4 ] ,但同时考虑不确定性和外界扰动影

响的文章却鲜有报道.

滑模控制是一种有效的鲁棒控制策略.近年来 ,

有关滑模控制理论的研究有很多报道 ,如滑模控制

不确定线性 22D离散系统[5 ] ,不确定时滞系统[ 6 ] ,滑

模控制离散时间系统[7 ,8 ]和滑模控制非线性中立型

时滞系统[9 ]等.目前又出现了有关切换系统滑模控

制的报道 ,如文献[ 10 ]提出时变延迟切换系统的滑

模控制策略 ;文献[ 11 ]讨论了一类布尔输入切换系

统的滑模控制问题.但是 ,有关不确定离散切换系统

的滑模控制还未见报道.

本文应用滑模控制策略 ,研究一类不确定离散

切换系统的鲁棒控制问题.针对离散系统中系统的

不确定性不能像连续系统那样使离散变结构控制系

统能够保持良好的鲁棒性 ,滑动模态的性质、存在以

及到达条件都已经改变 ,提出一种采用递归式滑模
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面的离散变结构控制方法.改进了趋近律方法 ,并设

计了对常值或缓慢变化的外干扰及参数摄动具有很

高估计精度的扰动估计器.同时给出了滑动模态可

达条件和滑模控制器 ,并构造了不依赖于系统不确

定性的切换规则.

2　系统描述
　　考虑如下单输入不确定离散切换系统 :

x ( k + 1) = ( Aσ +ΔAσ) x ( k) +

( Bσ +ΔBσ) u( k) + fσ( k) . (1)

式中 : x ( k) ∈Rn为系统状态向量 ; uσ( k) ∈R1 为控

制输入向量 ;σ∶[0 , + ∞) →φ = { 1 , ⋯, N} 为切换

信号 ,σ在有限集φ = { 1 , ⋯, N}中取值 , N > 1为子

系统个数 ,σ= i时第 i个子系统被激活 ; Aσ和 Bσ为

相应维数的常值矩阵 ,ΔAσ和ΔBσ为系统摄动参数 ;

fσ( k) 为外部扰动.假设ΔAσ ,ΔBσ和 fσ( k) 满足滑

动模态匹配条件[12 ] ,则存在Δ�Aσ ,Δ�Bσ和 �fσ使得
ΔAσ = BσΔ�Aσ ,ΔBσ = BσΔ�Bσ , fσ( k) = Bσ�fσ( k) .这

里Δ�Aσ ,Δ�Bσ和 �fσ有界.为方便表示 ,式 (1) 可改写

为

x ( k + 1) = Aσx ( k) + Bσ( uσ( k) + hσ( k) ) . (2)

式中 hσ( k) = Δ�Aσx ( k) +Δ�Bσuσ( k) + �fσ( k) , 即

hσ( k) 包括了参数的不确定性及外部干扰.

3　滑动模态可达条件及趋近律
　　定义系统 (1) 的滑模函数

si ( k) = Ci x ( k) , i = 1 ,2 , ⋯, N . (3)

这里 Ci = [ ci1 , ci2 , ⋯, cin ] ,是待设计参数 ,且满足

CiB i ≠0 .

控制器的设计要保证系统到达滑模面并作滑模

运动 ,因此滑模函数定义了闭环系统的动态性能.当

时变滑模函数选定后 ,滑模流形就会随时间演化.定

义离散切换系统 (1) 的滑模流形如下 :

S i ( k) = { x ∈Rn | si ( x , k) = 0} . (4)

这里 si ( x , k) 为第 i个子系统的滑模函数 , i ∈φ.

滑模函数选定后 ,可为每个子系统寻找一个基

于滑模函数的类李雅普诺夫函数.对于系统 (1) ,假

设 u ≡0 , hi ( k) ≡0 ,则其状态平衡点 x eq = 0 ∈Θi <
Rn ,系统 x ( k + 1) = A i x ( k) 的类李雅普诺夫函数V i

是定义在Θi 上具有连续导数的实值函数 ,且满足 :

V i (0) = 0 ,当 x ≠0和 x ∈Θi 时 ,V i ( x) > 0 ;当 x

∈Θi 时 , ÛV i ( x) ≤0 .

令 V i ( k) = s2
i ( k) ,V ( k) = ∑

m

i = 1
s2

i ( k) , i = 1 , ⋯,

N ,则 V ( k) 的时间增量为

ΔV ( k) = ∑
N

i = 1

( s2
i ( k + 1) - s2

i ( k) ) .

显然V ( k) 是正定的.如果ΔV ( k) 是负定的 ,则V ( k)

就是一个 Lyap unov函数.

切换系统 (1) 的滑动模态可达条件可描述为

∑
N

i = 1
s2

i ( k + 1) - ∑
N

i = 1
s2

i ( k) < 0 ,

i = 1 , ⋯, N . (5)

　　为了获得预期的性能指标 ,如强鲁棒性、快速

收敛及消除抖振 ,定义如下离散趋近律 :

si ( k + 1) =

(1 - qi T) si ( k) <i ( si ( k) ) -

εi Tψi ( si ( k) ) sgn ( si ( k) ) , i ∈φ. (6)

其中

<i ( si ( k) ) =
1 , | si ( k) | >ηi ;

0 , | si ( k) | ≤ηi ;

ψi ( si ( k) ) =

1 , | si ( k) | >ηi ;

(1 - qi T) | si ( k) | 2

εi T
, | si ( k) | ≤ηi ;

0 < 1 - qi T < 1 , 0 <εi T < 1 ,

ηi =εi T/ (1 - qi T) .

这里 T > 0是采样周期.

定理 1　定义系统 (1) 的切换规则如下 :定义区

间Θi = { x ∈Rn∶V i ( x ( k) ) = s2
i ( x ( k) ) <χ

x , i
} ,χ

x , i

> 0 ,假设 x (0) ∈Θi , k为当前子系统的切入时刻.

如果在任何时刻 k 3 ,满足下列条件 : 1) 对于 j ∈φ,

j ≠ i , x ( k 3 ) ∈Θj ;2) V ( x ( k 3 ) ) ≤V ( x ( ki 3 ) ) , ki 3

< k 3为第 i个子系统的切出时刻.则设σ( k 3 + ) = j ,

便由第 i个子系统切换到第 j个子系统.在以上切换

规则作用下 ,切换系统 (1) 的状态将沿着式 (6) 确定

的滑模轨迹于有限时间内进入准滑动模态区 ,并最

终稳定在滑模流形 (4) 上.

证明 　当 si ( k) = 0 , i ∈φ时 ,有 si ( k + 1) = 0 ,

即系统状态已经进入准滑动模态区并作滑模运动.

当 si ( k) ≠0 时 , 令 V ( k) = ∑
m

i = 1
s2

i ( k) . 如果

| si ( k) | >ηi ,则

si ( k + 1) = (1 - qi T) si ( k) -εi T sgn ( si ( k) ) .

这时趋近律为高为炳[13 ] 给出的离散时间变结构控

制系统的趋近律. 容易验证 ,当 | si ( k) | >ηi 时 ,

ΔV ( k) = V ( k + 1) - V ( k) < 0 ,即满足滑动模态可

达条件 (5) .由以上定义的切换规则可知 ,总是趋近

速率最快的子系统被优先激活 ,从而加快了趋近速

度.因此 ,该趋近律在所定义的切换律作用下 ,当满

足 | si ( k) | >ηi 时 ,可使切换系统状态轨迹以最佳

途径进入准滑动模态区{ x‖si ( x) | ≤ηi } , i = 1 , ⋯,

N ,但不能保证系统状态轨迹最终趋近于滑模面上 ,

产生理想的滑动模态.
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当系统状态轨迹进入准滑动模态区后 ,满足条

件 | si ( k) | ≤ηi .这时趋近律 (6) 成为如下形式 :

si ( k + 1) =

- (1 - qi T) | si ( k) | 2 sgn ( si ( k) ) =

- (1 - qi T) | si ( k) | si ( k) .

当 | si ( k) | =ηi ,即系统状态轨迹在边界层上时 ,有

si ( k + 1) = -εi Ts i ( k) , i = 1 , ⋯, N .

　　因为 |εi T | < 1 ,且当 | si ( k) | <ηi 时 ,ΔV ( k)

< 0 ,所以 | si ( k) | →0 , i = 1 , ⋯, N .因此 ,趋近律

(6) 能使得系统状态轨迹进入准滑动模态区后 ,最

终趋近于滑模流形 (4) 上 ,从而渐近趋近于原点. □

为防止控制器发生抖振 ,可采用饱和函数 sat (s)

代替趋近律 (6) 中的符号函数 sgn ( s) ,但系统在饱

和区域的鲁棒性降低 ,在跟踪控制中将产生静差 ,因

此考虑采用对跟踪误差积分的滑模函数[14 ]

si ( t) = Ci1 x ( t) + Ci2∫
t

t0

x (τ) dτ, i ∈φ, (7)

其中 x (τ) 为跟踪误差.转换成离散形式并进行迭代

处理可得

si ( k) = Gi x i ( k) + si ( k - 1) ,

si (0) = Gi1 x (0) , (8)

这里 Gi ∈R1×n .

考虑在某些初始条件下会使得暂态响应过大 ,

对 si ( k - 1) 添加修正系数 ri ,0 ≤ ri ≤1 ,可得

si ( k) = Gi x ( k) + ris i ( k - 1) , i ∈φ. (9)

　　由式 (9) 可以看出 , k时刻的滑模函数不仅包含

了当前时刻的跟踪误差 ,而且包括了上一时刻的滑

模函数值 ,称之为递归式滑模函数.

4　控制律求取
　　下面进行滑模变结构控制器的设计. 根据式

(2) , (6) 和 (9) ,可得到如下滑模控制器 :

u( k) =

- hi ( k) - ( GiB i )
- 1 [ Gi A i x ( k) +

ris i ( k) - (1 - qi T) si ( k) <i ( si ( k) ) +

εi Tψi ( si ( k) ) sgn ( si ( k) ) ] , i ∈φ. (10)

　　对于确定性系统 ,控制律 (10) 可使系统状态到

达滑模面并于有限时间内到达原点 ,不会出现抖振 ;

对于不确定系统 ,由于 hi ( k) 未知 ,控制律 (10) 无法

实现.设计如下扰动估计器 :

�hi ( k) =

�hi ( k - 1) + ( GiB i )
- 1ζi [ si ( k) +

εi Tψi ( si ( k - 1) ) sgn ( si ( k - 1) ) -

(1 - qi T) si ( k - 1) <i ( si ( k - 1) ) ] , i ∈φ.

(11)

其中 :�hi ( k) 为 hi ( k) 的估计值 ,ζi > 0为设计参数.

以预估值 �hi ( k) 代替式 (10) 中的 hi ( k) ,得可实现的

离散变结构控制律

u( k) =

- �hi ( k) - ( GiB i )
- 1 [ Gi A i x ( k) +

ris i ( k) - (1 - qi T) si ( k) <i ( si ( k) ) +

εi Tψi ( si ( k) ) sgn ( si ( k) ) ] , i ∈φ. (12)

　　由式 (11) 和 (12) 可以看出 ,与以往不同的是控

制量 u( k) 同时受到 si ( k) 和 si ( k - 1) 的影响.

定义扰动估计误差 ei ( k) = hi ( k) - �hi ( k) ,则闭

环系统滑模动态和估计误差动态满足

si ( k + 1) =

(1 - qi T) si ( k) <i ( si ( k) ) -εi T ×

ψi ( si ( k) ) sgn ( si ( k) ) + GiB ie i ( k) ,

　　　　　　i ∈φ; (13)

ei ( k + 1) =

(1 - ζi ) ei ( k) + hi ( k + 1) - hi ( k) ,

i ∈φ. (14)

　　将式 (13) 代入扰动估计器 (11) 可得

�hi ( k) = �hi ( k - 1) +ζie i ( k - 1) ,

i ∈φ. (15)

　　由式 (15) 可知 ,扰动估计是由上一时刻的估计

值和估计误差确定的修正量组成的.

引理 1[15 ] 　对于估计误差动态方程 (14) ,如果

存在某个正数λi ,使得对于所有的 k , | hi ( k + 1) -

hi ( k) | <λi均成立 , i ∈φ,则一定存在某个时刻 k0 ,

当 k > k0 时 , | ei ( k) | ≤λi /ζi 恒成立 ,而与初值

ei (0) 无关.

由引理 1和估计误差动态方程 (14) 可得如下结

论 :存在某个时刻 k0 ,当 k > k0 时

| ei ( k) - rie i ( k - 1) | < (1 - ri )ζi /λi ,

i ∈φ. (16)

这里 :0 <ζi < 1 ,0 < r < 1 -ζi ,即 | ei ( k) - rie i ( k

- 1) | 有界 ,而与初值 ei (0) 无关.

定理 2　对于切换系统 (1) ,选取定理 1所定义

切换律、控制律 (12) 和扰动估计器 (11) ,则闭环系

统跟踪误差由下式决定 :

Gi x ( k + 1) =

(1 - qi T)ηi Gi x ( k) + GiB i ( ei ( k) -

rie i ( k - 1) ) , i ∈φ, (17)

且当 0 < ri < min (1 -λi , (1 - qi T)ηi ) , | sk- 1 | ≤ηi

时满足

Gi x ( k) <
(1 - r) | GiB i |ζi

(1 -εi T)λi
.

　　证明 　由式 (13) 可得

si ( k + 1) =

(1 - qi T) si ( k) <i ( si ( k) ) -εi T ×

ψi ( si ( k) ) sgn ( si ( k) ) + GiB ie i ( k) ,
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ris i ( k) =

ri (1 - qi T) si ( k - 1) <i ( si ( k - 1) ) -

riεi Tψi ( si ( k - 1) ) sgn ( si ( k - 1) ) +

ri GiB ie i ( k - 1) . (18)

又由式 (9) 得 Gi x ( k + 1) = si ( k + 1) - ris i ( k) .式

(13) 减 (18) 得

Gi x ( k + 1) =

(1 - qi T) <i ( si ( k) ) Gi x ( k) + ri (1 - qT) ×

si ( k - 1) ( <i ( si ( k) ) - <i ( si ( k - 1) ) ) -εi T ×

ψi ( si ( k) ) sgn ( si ( k) ) + riεi Tψi ( si ( k - 1) ) ×

sgn ( si ( k - 1) ) + GiB i [ ei ( k) - rie i ( k - 1) ].

　　当 | si ( k - 1) | ≤ηi 时 ,有

Gi x ( k + 1) =

(1 - qi T)ηi Gi x ( k) + GiB i ( e( k) -

rie i ( k - 1) ) .

可见 ,误差项 Gi x ( k + 1) 最终由式 (17) 决定.以下证

明 Gi x ( k + 1) 收敛.

Gi x ( k) 可看作由 Gi1 x ( k) + Gi2 x ( k) 组成 ,且

Gi1 x (0) = 0 , Gi2 x (0) = Gi x (0) .由式 (16) 可得

Gi1 x ( k) =

(1 - qi T)ηi Gi1 x ( k - 1) +

GiB i ( ei ( k - 1) - rie i ( k - 2) ) , (19)

Gi2 x ( k) = (1 - qi T)ηi Gi2 x ( k - 1) . (20)

　　若 Gi1 x ( k - 1) <
(1 - r) | GiB i |ζi

(1 - εi T)λi
,则由式

(19) 及 | ei ( k) - rie i ( k - 1) | < (1 - ri )ζi /λi 可得

Gi1 x ( k) <

(1 - qi T)ηi
(1 - r) | Gi B i |ζi

(1 - εi T)λi
+

| Gi B i | (1 - r)ζi

λi
=

(1 - r) | Gi B i |ζi

(1 -εi T)λi
.

因为 Gi1 x (0) = 0 , 所以 Πk > 0 , Πi ∈φ,

Gi1 x ( k) <
(1 - r) | GiB i |ζi

(1 -εi T)λi
恒成立 ,且式 (20) 中

的 | (1 - qi T)ηi | < 1 ,故存在某个 k0 ,使得当 k > k0

时 , | Gi2 x ( k) | 可以任意小 ,从而 Gi x ( k + 1) 收敛.

□

由以上对误差项 Gi x ( k + 1) 的分析可以看出 ,

对于不确定系统 (1) ,采用滑模控制律 (12) 及扰动

估计律 (11) ,在常值干扰 (ζi = 0) 或变化率较慢干

扰 (ζi 很小) 情况下 , Gi x ( k + 1) 可以收敛到零或一

个很小的值.

5　数值仿真
　　考虑如下由两个子系统组成的切换系统 :

x ( k + 1) =

Ai x ( k) + Bi ( ui ( k) + hi ( k) ) , i = 1 ,2 .

其中

A1 =
1 0 . 05

0 1
, A2 =

1 0

0 . 05 1
,

B1 = [0　 - 0 . 5 ]T , B2 = [ - 0 . 5　0 ]T ,

hi ( k) 包括了参数的不确定性及未知干扰.其中参数

摄动为

ΔA1 =
0 0

- 0 . 15sin (πk) - 0 . 1sin (πk/ 2)
,

ΔA2 =
- 0 . 15sin (πk) - 0 . 1sin (πk/ 2)

0 0
,

ΔB1 = [0　0 . 1 ]T ,ΔB2 = [0 . 1　0 ]T .

扰动 f 1 ( k) = B1 sin (πk) , f 2 ( k) = B2 sin (πk/ 2) .其

他参数 (两个子系统共用相同的参数) 为 q = 15 ,η

= 0 . 005 ,ε= 0 . 5 ,ζ= 0 . 2 ,λ= 0 . 7 , r = 0 . 25 , T =

0 . 001 s ,状态变量 x的初始值为 x 1 (0) = 0 . 5 , x2 (0)

= 0 . 5 .

按控制律 (12) 及干扰估计 (11) 设计控制器 ,取

G1 = [8　1 ] , G2 = [10　1 ] ,状态变量 x的闭环动态

特性由滑动方程决定.

图 1和图 2为切换系统存在参数摄动和外界扰

图 1　不确定切换系统状态响应曲线

图 2　不确定切换系统控制输入曲线

图 3　名义切换系统状态响应曲线
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动时的闭环系统状态响应曲线和控制输入曲线 ,图

3为名义系统的闭环系统状态响应曲线.经比较图 1

和图 3可以看出 ,本文方法在同时存在参数摄动和

外干扰的情况下 ,系统仍能保持较好的性能 ,从而表

明该控制器具有很强的鲁棒性 ,且无抖振.

6　结 　　论
　　本文提出了一种针对不确定切换系统的离散滑

模控制方法.新趋近律可在给定切换律作用下 ,使系

统状态轨迹快速到达准滑动模态区 ,并渐近趋近于

原点 ,有效消除抖振 ,回归式切换面可以减小稳态偏

差.针对系统的不确定部分设计的扰动估计器对常

值变化或变化律较慢的扰动具有很高的估计精度 ,

克服了以往控制方法需已知扰动上界的限制.仿真

实例表明 ,所提出的方法对于变化率较慢的外界干

扰以及参数摄动具有很好的鲁棒性 ,而且可以有效

消除系统的抖振现象.
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