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连续时间 T2S模糊系统的一种二次镇定方法
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摘　要 : 模糊隶属函数是模糊系统的重要组成部分 ,在系统镇定中考虑其结构和参数信息可以减少结果的保守性.

为此 ,针对连续时间 T2S模糊系统的二次镇定问题 ,提出一种新的放松二次镇定条件.运用一种有效的附加变量引入

方式将隶属函数乘积界这一信息更好地纳入系统的镇定条件中 ,得到了比以往文献保守性更小的结果.所有结果均

以线性矩阵不等式形式给出.仿真结果验证了所提出方法的有效性.
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Abstract : The fuzzy membership function is an important part of the T2S fuzzy systems , the conservatism of quadratic

stabilization conditions can be released by considering it s st ructure and parameters information. Therefore , a new

relaxed quadratic stabilization condition for continuous2time Takagi2Sugeno ( T2S) systems is proposed. While the

information of the membership functions’cross bound is well int roduced into the stabilization condition by applying an

effective form of int roducing additional variables and a less conservative reslut is attained. All the result s p roposed in

this paper are in terms of linear matrix inequality. Finally , the simulation result s show the effectiveness of the

proposed result s.
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1　引　　言
　　在过去的几十年里 ,人们基于 T2S模糊模型[ 1 ]

对非线性系统的稳定性分析和控制设计问题进行了

广泛研究.文献 [ 2 ]证明了 T2S模糊模型能以任意

精度逼近定义在紧集上的连续函数 ,该性质使得 T2
S模糊模型成为研究非线性系统的有力工具.在基

于 T2S模型的镇定方法中 ,并联分布补偿 ( PDC) [ 3 ]

技术的应用最为广泛.文献 [ 429 ]在如何减少基于

PDC技术的二次镇定条件的保守性方面做了大量

有效的工作.其中 : [ 4 ]将各个子系统之间的相互关

系集中到一个矩阵中 ,以减少结果的保守性 ; [ 9 ]应

用 Polya’s定理得到了该问题的渐近充要条件.但

正如[ 9 ]中所指出 ,该方法本身固有的两个缺点限制

了它的应用范围.比较而言 , [ 8 ]的结果具有很小的

保守性 ,同时其应用范围没有太多的限制 (但要以计

算量的增加为代价) .另一方面 ,模糊隶属函数是 T2
S模糊系统的重要组成部分 ,在系统的稳定性分析

和镇定中 ,如何将隶属函数的信息考虑进去是一种

减少结果保守性的有效途径. [ 10 ]考虑了隶属函数

乘积界这一有用信息 ,通过引入附加变量的方式将

该信息融合到放松二次镇定条件的推导中.需要指

出的是 :当所考虑的隶属函数乘积界不是足够小时 ,

[10 ]中得到的结果不能保证比 [ 8 ]具有更小的保守

性.
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本文提出一种新的基于 PDC技术的二次镇定

方法.该方法的主要思想是寻找一种新的附加变量

引入方式 ,使得在系统分析时能更有效地考虑隶属

函数的有用信息 ,减少结果的保守性.

2　预备知识
2. 1　T2S模糊控制系统

考虑由如下模糊规则描述的 T2S模糊系统 :

Ifξ1 ( t) is M1 i , and , ⋯,ξp ( t) is M pi ,

Then Ûx ( t) = A i x ( t) + B i u ( t) ,

　　　　　i = 1 , ⋯, r. (1)

其中 : x ( t) ∈Rn为系统状态变量 ; u( t) ∈Rm为控制

输入 ; A i ∈ Rn×n , B i ∈ Rn×m ;ξ1 ( t) , ⋯,ξp ( t) 为模糊

系统前件变量 ; r为模糊规则数 ; M ij 为模糊集 , i =

1 ,2 , ⋯, p , j = 1 ,2 , ⋯, r.

模糊控制系统的总体模型可表示成

Ûx ( t) = ∑
r

i = 1
hi (ξ( t) ) ( A i x ( t) + B i u ( t) ) . (2)

基于 PDC技术[3 ] ,设计模糊控制器如下 :

Ifξ1 ( t) is M1 i , and , ⋯,ξp ( t) is M pi ,

Then u( t) = Ki x ( t) , i = 1 , ⋯, r.

由此 ,模糊 PDC控制器的总体模型可表示为

u( t) = ∑
r

i = 1
hi (ξ( t) ) Ki x ( t) . (3)

　　由式 (2) 和 (3) 可得 T2S模糊控制系统的闭环

表示形式如下 :

Ûx ( t) = ∑
r

i = 1
∑

r

j = 1
hi (ξ( t) ) hj (ξ( t) ) ( A i +

B i K j ) x ( t) . (4)

2 . 2　放松二次镇定条件

文献[8 ]给出了基于 PDC技术的一个放松二次

镇定条件 ,该条件具有比以往文献更小的保守性.

定理 1[8 ] 　如果存在矩阵 :Q > 0 , N i ( i = 1 , ⋯,

r) , Y iii ( i = 1 , ⋯, r) , Y jii = Y T
ii j 和 Y ij i ( i = 1 , ⋯, r , j

≠ i , j = 1 , ⋯, r) , Y ij l = Y T
lj i , Y il j = Y T

jl i , Y jil = Y T
li j

( i = 1 , ⋯, r - 2 , j = i + 1 , ⋯, r - 1 , l = j + 1 , ⋯,

r) .满足如下形式的线性矩阵不等式 :

QA T
i + A i Q + N T

i B T
i + B i N i ≤Y iii , i = 1 , ⋯, r;

2QA T
i + QA T

j + 2 A i Q + A j Q + ( N i +

N j )
T B T

i + N T
i B T

j + B i ( N i + N j ) + B j N i ≤

Y ii j + Y ij i + Y T
ii j , i = 1 , ⋯, r , j ≠ i , j = 1 , ⋯, r;

2Q( A i + A j + A l )
T + 2 ( A i + A j + A l ) Q +

( N j + N l )
T B T

i + ( N i + N l )
T B T

j +

( N i + N j )
T B T

l + B i ( N j + N l ) +

B j ( N i + N l ) + B l ( N i + N j ) ≤

Y ij l + Y jil + Y il j + Y T
ij l + Y T

jil + Y T
il j ,

i = 1 , ⋯, r - 2 ,

j = i + 1 , ⋯, r - 1 , l = j + 1 , ⋯, r;

Y1 i1 Y1 i2 ⋯ Y1 ir

Y2 i1 Y2 i2 ⋯ Y2 ir

… … ω …
Y ri1 Y ri2 ⋯ Y ri r

< 0 , i = 1 , ⋯, r.

则闭环系统 (4) 是渐近稳定的 ,且控制器增益矩阵

可由 Kj = N j Q
- 1 给出 , j = 1 , ⋯, r.

正如文献 [10 ]所指出 ,由于文献 [429 ]没有考

虑隶属函数的信息 ,在具体应用中仍然具有很多保

守性.文献[10 ]通过考虑隶属函数乘积界这一信息

得到了新的放松二次镇定条件 ,并给出了如下假设 :

0 ≤hi (ξ( t) ) hj (ξ( t) ) ≤βij ,

Πξ( t) , 1 ≤ i ≤ j ≤ r. (5)

　　文献[10 ]给出了条件 (5) 在实际应用中的合理

性和通用性 ,并给出了对于具体问题这个界的获取

方法.

定理 2[10 ] 　考虑满足条件 (5) 的模糊系统 (4) ,

若存在 :Q > 0 , N i ( i = 1 , ⋯, r) , X ij = X T
ji ( i = 1 ,

⋯, r , j = 1 , ⋯, r) , R ij ≥0 (1 ≤i ≤ j ≤r) .满足如

下形式的线性矩阵不等式 :

X ii ≤Qii + R ii - Λ,

X ij + X ji ≤Qij + Qji + R ij - 2Λ,

X11 ⋯ X1 r

… ω …
X r1 ⋯ X rr

> 0 .

其中

Λ = ∑
r

k = 1
∑

r

k≤l

βkl R kl ,

Qii = - QA T
i - A i Q - N T

i B T
i - B i N i ,

Qij = - QA T
i - A i Q - QA T

j - A j Q -

　 　N T
j B T

i - B i N j - N T
i B T

j - B j N i .

则闭环系统 (4) 是渐近稳定的 ,且控制器增益矩阵

可由 Kj = N j Q
- 1 给出 , j = 1 , ⋯, r.

注 1　尽管文献[10 ]在系统分析中考虑了隶属

函数信息 ,但所得结论的保守性并不一定比文献[8 ]

的小 ,尤其当其应用的隶属函数乘积界比较大时.另

一方面 ,文献[8 ]的计算量要比其他文献大许多 ,这

主要是因为在系统分析中考虑了更多种子系统之间

的组合关系 ,这意味着在计算量与保守性之间存在

矛盾关系.

3　主要结果
　　下面给出一个新的放松二次镇定条件.通过利

用一种新的附加变量引入方法 ,在系统设计中更有

效地考虑隶属函数的有用信息 (5) ,进而减少结果的

956
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保守性.

定理 3　考虑满足条件 (5) 的闭环系统 (4) ,若

存在矩阵 :Q > 0 , N i ( i = 1 , ⋯, r) , Y iii = Y T
iii ( i = 1 ,

⋯, r) , Y jii = Y T
ii j 和 Y ij i = Y T

ij i ( i = 1 , ⋯, r , i ≠j , j =

1 , ⋯, r) , Y ij l = Y T
lj i , Y jil = Y T

li j , Y il j = Y T
jli ( i = 1 , ⋯,

r - 2 , j = i + 1 , ⋯, r - 1 , l = j + 1 , ⋯, r) , R ij ≥0

(1 ≤i ≤ j ≤r) .满足如下形式的线性矩阵不等式 :

QA T
i + A i Q + N T

i B T
i + B i N i -

R ii +Π≤Y iii , i = 1 , ⋯, r; (6)

2QA T
i + QA T

j + 2 A i Q + A j Q +

( N i + N j )
T B T

i + N T
i B T

j + B i ( N i + N j ) +

B j N i - R ij - R ii + 3Π≤

Y ii j + Y ij i + Y T
ii j ,

i = 1 , ⋯, r , i ≠ j , j = 1 , ⋯, r; (7)

2Q( A i + A j + A l )
T + 2 ( A i + A j + A l ) Q +

( N j + N l )
T B T

i + B i ( N j + N l ) +

( N i + N l )
T B T

j + B j ( N i + N l ) +

( N i + N j )
T B T

l + B l ( N i + N j ) -

R ij - R jl - R il + 6Π) ≤

Y ij l + Y jil + Y il j + Y T
ij l + Y T

jil + Y T
il j ,

i = 1 , ⋯, r - 2 , j = 1 + 1 , ⋯, r - 1 ,

l = j + 1 , ⋯, r; (8)

Y1 i1 Y1 i2 ⋯ Y1 ir

Y2 i1 Y2 i2 ⋯ Y2 ir

… … ω …
Y ri1 Y ri2 ⋯ Y ri r

< 0 , i = 1 , ⋯, r. (9)

其中Π = ∑
r

k = 1
∑

r

k < l

βkl R kl .则闭环系统 (4) 是渐近稳定

的 ,且控制器增益矩阵 Kj = N j Q
- 1 , j = 1 , ⋯, r.

证明 　为表示方便 ,用 x 和 h i 代替 x ( t) 和

hi (ξ( t) ) .考虑如下李亚普诺夫函数 :

V ( x) = x T Px ,

V ( x) 沿系统 (4) 的导数为

ÛV ( x) = x T ∑
r

i = 1
∑

r

j = 1
hi h j { ( A i + B i K j )

T P +

P( A i + B i K j ) } x . (10)

从式 (10) 可以看出 ,如果下述不等式成立 :

∑
r

i = 1
∑

r

j = 1

hi h j { ( A i + B i K j )
T P + 3 } < 0 , (11)

则系统 (4) 是渐近稳定的.其中符号 3 表示对应项
的转置.

令 P = Q- 1 , N j = Kj Q ,然后对式 (11) 两边左

乘和右乘 Q后得

∑
r

i = 1
∑

r

j = 1

hi h j { QA T
i + N T

j B T
i + 3 } < 0 . (12)

　　对式 (12) 左侧变换求和次序 ,可得

∑
r

i = 1
∑

r

j = 1
hi h j ( QA T

i + N T
j B T

i + 3 ) =

∑
r

m = 1
∑

r

i = 1
∑

r

j = 1
hm h i h j ( QA T

i + N T
j B T

i + 3 ) =

∑
r

i = 1
h3

i ( QA T
i + N T

i B T
i + 3 ) +

∑
r

i = 1
∑

r

j = 1 , j≠i

h2
i h j (2QA T

i + QA T
j +

( N i + N j )
T B T

i + N T
i B T

j + 3 ) +

∑
r- 2

i = 1
∑
r- 1

j = i+1
∑

r

l = j +1
hi h j h l (2Q( A i + A j + A l )

T +

( N j + N l )
T B T

i + ( N i + N l )
T B T

j +

( N i + N j )
T B T

l + 3 ) • Θ.

另一方面 ,利用条件 (5) 可得

hw hs R ws ∑
r

k = 1
hk ≤∑

r

i = 1
∑

r

j = 1
∑

r

l = 1
hi h j h lβws R ws .

由上面不等式易知

Hws = ∑
r

i = 1
∑

r

j = 1
∑

r

l = 1
hi h j h lβws R ws -

∑
r

k = 1
hk h w hs R ws ≥0 ,

那么如果有Θ+ Hws < 0 ,则Θ < 0自然成立.

考虑所有隶属函数乘积界 (即不同的βws ,1 ≤w

≤s ≤ r) ,可以得到Θ+ ∑
r

w = 1
∑

r

s≥w

H ws .同样 ,若有Θ+

∑
r

w = 1
∑

r

s≥w

H ws < 0 ,则Θ < 0成立.变换Θ+ ∑
r

w = 1
∑

r

s≥w

H ws

的求和次序 ,可得

∑
r

i = 1
h3

i ( QA T
i + N T

i B T
i + 3 +Π - R ii ) +

∑
r

i = 1
∑

r

j = 1 , j≠i

h2
i h j (2QA T

i + QA T
j + ( N i +

N j )
T B T

i + N T
i B T

j + 3 + 3Π - R ij - R ii ) +

∑
r- 2

i = 1
∑
r- 1

j = i+1
∑

r

l = j +1
hi h j h l (2Q( A i + A j + A l )

T +

( N j + N l )
T B T

i + ( N i + N l )
T B T

j + ( N i +

N j )
T B T

l + 3 + 6Π - R ij - R jl - R il ) . (13)

　　此时 ,由式 (6) ～ (8) 和 (13) 可得

Θ≤Θ+ ∑
r

w = 1
∑

r

s≥w

H ws ≤

∑
r

i = 1
h3

i Y iii + ∑
r

i = 1
∑

r

j = 1 , j≠i

h2
i h j ( Y ii j + Y ij i + Y T

ii j ) +

∑
r- 2

i = 1
∑
r- 1

j = i+1
∑

r

l = j +1
hi h j h l ( Y ij l + Y il j + Y jil + 3 ) =

h1ηT Y1η+ h2ηT Y2η+ ⋯+ hrηT Y rη =

066
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ηT (∑
r

i = 1
hi Y i)η. (14)

其中

η =

h1 I

h2 I

…

hr I

, Y i =

Y1 i1 Y1 i2 ⋯ Y1 ir

Y2 i1 Y2 i2 ⋯ Y2 ir

… … ω …
Y ri1 Y ri2 ⋯ Y ri r

.

于是 ,若式 (9) 成立 ,则Θ < 0显然成立 ,即闭环系统

(4) 是渐近稳定的.同时 ,控制增益矩阵可由 Kj =

N j Q
- 1 求出 , j = 1 , ⋯, r. □

注 2　定理 3可看作是对文献[10 ]中所提出的

考虑隶属函数信息思想的扩展 ,目的是在系统设计

中更有效地考虑隶属函数信息.在今后的研究中 ,如

果能找到更好的变量引入方式 ,则能进一步减少所

得结果的保守性.

4　仿真例子
　　考虑如下连续时间 T2S模糊系统[8 ] :

Ûx ( t) = ∑
3

i = 1
hi ( A i ( x ( t) + B i u ( t) ) .

其中

A 1 =
1 . 59 - 7 . 29

0 . 01 0
, B1 =

1

0
,

A 2 =
0 . 02 - 4 . 64

0 . 35 0 . 21
, B2 =

8

0
,

A 3 =
- a - 4 . 33

0 0 . 05
, B3 =

- b + 6

- 1
.

设置可调参数 a和 b ,可用来比较定理 3与定理 1、定

理 2的保守性大小.这里选取隶属函数如下 :

h1 = exp ( -
( x1 + 1) 2

0 . 82 ) / (exp ( -
( x1 + 1) 2

0 . 82 ) +

exp ( -
x2

1

0 . 82 ) + exp ( -
( x1 - 1) 2

0 . 82 ) ) ,

h2 = exp ( -
x2

1

0 . 82 ) / (exp ( -
( x1 + 1) 2

0 . 82 ) +

exp ( -
x2

1

0 . 82 ) + exp ( -
( x1 - 1) 2

0 . 82 ) ) ,

h3 = exp ( -
( x1 - 1) 2

0 . 82 ) / (exp ( -
( x1 + 1) 2

0 . 82 ) +

exp ( -
x2

1

0 . 82 ) + exp ( -
( x1 - 1) 2

0 . 82 ) ) .

上述隶属函数的图像如图 1所示 ,由文献[8 ]中

介绍的方法容易求出β13 < 0 . 021 8 .

根据以上信息 ,分别用定理 1～定理 3求解可

变参数 a和 b的取值范围 ,用图 2～图 4分别给出定

理 1～定理 3所对应的二次镇定可行域 ,其中 :圆圈

表示可行点 ,叉号表示不可行点.由图很容易看出 ,

定理 3的可行域远远大于定理 1和定理 2的可行域 ,

图 1　隶属函数

图 2　定理 1的可行域

图 3　定理 2的可行域

图 4　定理 3的可行域

提出的二次镇定条件具有最小的保守性.同时注意

到图 2中的可行域比图 3的大一些 ,即此时定理 1[8 ]

的保守性小于定理 2[10 ] 的保守性.

选择 a = 6 , b = 10 ,该点在图 1和图 2中是不可

行点 ,但在图 3中是可行的 ,即只有应用定理 3才能

镇定该系统.求解线性矩阵不等式 (6) ～ (9) ,可得

系统控制增益矩阵为

K1 = [ - 5 . 207 6　 - 4 . 809 2 ] ,

K2 = [ - 3 . 029 5　 - 11 . 226 7 ] ,
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K3 = [2 . 141 0　17 . 088 0 ].

给定系统初始值 x (0) = [1 . 2 , - 0 . 5 ]T ,在所求得的

控制器作用下系统的状态轨迹如图 5所示.

图 5　系统状态轨迹

5　结 　　论
　　本文给出了一种基于连续时间 T2S模糊模型

的二次镇定条件.在控制器的设计中采用一种更有

效的方式考虑隶属函数的有用信息 ,进而可以大大

减少结果的保守性.从仿真结果可以看出本文方法

是有效的.
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