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一种实数编码量子进化算法及其收敛性
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摘　要 : 基于量子计算理论和进化理论 ,提出一种新的量子进化算法———基于实数编码的量子进化算法 ( RQ EA) .

不同于传统进化算法的单点编码和量子进化算法的量子比特编码 ,该算法以实数矩形区域表示基因 ,一条染色体携

带多个个体信息.利用量子态叠加和相干机理 ,通过叠加、变异及自学习来完成进化过程.理论分析证明了算法具有

全局收敛性 .实验结果表明 ,该算法在函数优化上具有优异的性能.
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Abstract : A novel algorithm , real2coded quantum2inspired evolutionary algorithm ( RQ EA) , is p roposed based on

evolution theory and quantum computation. Different f rom the representation of single point coding and quantum2bit s

coding , rectangle region is employed in RQ EA to represent gene , and a chromosome takes several individuals

information. By using quantum computation mechanics , interference operator , mutation operator and self2learning

operator are proposed to accelerate evolution process. Theoretical analysis shows that RQ EA converges to the global

optimum. Experiment result s show that RQ EA has a st rong ability of global optimization and high convergence speed.
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1　引　　言
量子计算在近十几年的时间里取得了很大的发

展 ,它是应用量子力学原理来进行有效计算的新颖

计算模式.量子计算利用量子叠加性、纠缠性和量子

的相干性实现量子的并行计算 ,从本质上改变了传

统的计算理念.目前已提出的量子算法主要包括基

于 Fourier 变换的 Shor 因子分解算法[ 1 ]和 Grover

的量子搜索算法[2 ] .前者提供了对最好经典算法的

指数加速 ,并极大地促进了量子计算的发展 ;后者提

供了对经典算法的根方加速.近几年量子智能计算

引起了众多学者的兴趣 ,它有效利用了量子理论原

理并结合了传统智能计算的优势. Narayanan[1 ]首

先将遗传算法与量子理论相结合 ,提出了量子遗传

算法 (Q GA)的概念.文献 [ 2 ,3 ]分别提出了遗传量

子算法和并行量子遗传算法 ,并取得了比传统遗传

算法更优异的性能.文献[ 4 ,5 ]将量子理论与进化理

论相结合 ,分别提出了用于组合优化的量子进化算

法 (Q EA)和用于函数优化的量子进化规划 (Q EP) .

基于量子门更新的量子遗传算法和量子进化算

法 ,在旋转角查找计算时复杂度较高 ,更适合于解决

组合优化问题.对于多参数优化和高精度计算问题 ,

通过量子位编码观察得到二进编码的方式会使解的

精度受编码位的影响.对此 ,国内外学者陆续提出了

一些改进的量子算法 ,如文献[6 ,7 ] .文献[8 ]介绍了

一种新的编码方式 ,以概率密度函数模拟量子的概

率观测 ,在发现新的量子进化算法上进行了有益的
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探索.受其启发 ,本文提出了一种新的实数编码量子

进化算法 ( RQ EA) .该算法利用量子态叠加和相干

等特性 ,构造了一种新的量子染色体 ,实数编码直接

反映在染色体中 ,无需编码解码过程.算法在执行叠

加、变异及自学习算子进化后 ,能快速收敛到全局最

优.

2　实数编码量子进化算法
假设所要求解的目标问题模型为

min f ( x) , x = ( x1 , x2 , ⋯, x n) ∈S , (1)

其中 : f ( x) 为目标函数 , S Α Rn表示边界为 x i ≤x i

≤�x i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 的 n维搜索空间.

2 . 1　实数编码

量子算法的核心是利用量子态的叠加性和相干

性所带来的内在并行性来加速求解速度 ,与其他经

典算法最本质的区别在于它具有量子并行性.文献

[8 ]利用概率密度函数反映个体之间的态叠加和态

相干 ,但在叠加时并没有考虑每个个体的适应度情

况.

为了利用量子叠加性和相干性带来的优点 ,本

文采用一种新的编码表示方法 ———量子实数编码.

该编码方式以一个矩形区域来表示一个基因 ,该矩

形区域由中心位置和半径唯一确定 ,并以个体相对

势能大小作为矩形区域的高度 ,具体表示见如下定

义 :

定义 1　一个量子染色体 q表示优化问题的一

个可能解 ,即

qi = [ v1 , v2 , ⋯, vn ] =

[ ( c1 , r1 ) , ( c2 , r2 ) , ⋯, ( cn , rn) ] ,

i = 1 ,2 , ⋯, m. (2)

其中 : n为染色体长度 ; m为量子种群规模 ; cj表示第

j个基因矩形区域的中心值 ; rj 为第 j 个基因矩形区

域的半径 ,称之为基因半径 ,一般统一取 r =α3
( �x - x)

2 m
,α控制基因的半径 (在 4 . 1节中将对其进行

详细分析) .

以 E( qi ) = M - f ( qi ) 表示个体 qi的适应度 , M

为某个大常数 ,以保证 E( q) > 0 .为了表示基因矩

形的高度 ,引入相对势能概念.

定义 2　相对势能 hi表示个体 q i的适应度在同

一种群所有个体适应度中的相对值 ,即

hi = E( qi ) / ∑
m

k = 1
E( qk ) , (3)

显然∑
i

h i = 1 .

根据定义1和定义2 ,基因 v j表示的矩形区域包

含了以 cj 为中心 ,以 rj 为半径内的所有可能值.单

个个体以概率形式存在于矩形区域中 ,对应于观测

量子态时发生坍塌得到二进制编码 ,可在该区域内

观测或测量出具体的某个单点值.矩形 v j 的高度为

个体的相对势能 h i ,在同一个量子种群中 ,所有个体

的高度之和为 1 .以这种方式表达的一个染色体可

携带多个个体的信息.

2 . 2　叠 加

在 RQ EA中 ,通过下式对种群中所有量子染色

体中等位基因进行叠加 ,以实现态相干和态叠加 :

<i = ∑
m

j = 1

( cj , rj ) , i = 1 ,2 , ⋯, n , (4)

其中 <i为第 i个等位基因的叠加状态.图 1显示了个

体 q1 = [ (2 ,1) , (7 ,1) ]和 q2 = [ (3 ,1) , (6 ,1) ]进行

叠加的结果.

图 1　叠加结果

量子种群完成叠加后 ,所有个体均处于纠缠状

态 ,个体之间相互影响 ,任何个体的改变都将使处于

叠加状态中的系统发生改变. 叠加后某个区域的 h

值越高 ,说明该区域中的个体相对势能越大 ,越接近

问题的最优解.由于已进行了归一化处理 ,0 ≤ h ≤

1 ,可将 h视为最优解出现的概率 ,即最优解以较高

的概率出现在 h值高的区域 ,在测量时被观测到的

机会也越大. 式 (3) 的叠加过程实质上是增加更优

解或更优个体被观测到的概率 ,对目标问题的寻优

过程就是系统状态的转移过程 ,即从适应度低的区

域转移到适应度高的区域并最终求得满意解.

2 . 3　变 　　异

RQ EA变异操作中 ,采用pt控制变异策略 , p为

变异概率 , v j为当前个体第 j个基因 , v′j 为变异后的

新基因.产生 0～ 1之间的随机数ε, 若ε≤p ,则发

生变异

v′j = vnew , U (0 ,1) ≥pt ;

v′j = vmj +σr j U ( - 1 ,1) , U (0 ,1) < pt .
(5)

其中 :U (0 ,1) 表示 0 ～ 1 间均匀分布的随机数 ;

U ( - 1 ,1) 表示 - 1～ 1间均匀分布的随机数 ;σ为常

数 ,控制变异程度.

当产生的均匀随机数大于等于p t时 ,采取策略
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1 ,即随机产生一个新基因代替旧基因 ;否则采用策

略 2 .策略 1着重于开发新的未知空间 ,而策略 2着

重于利用已有信息.开发新的未知空间能给进化过

程带来新的个体并注入新的动力.策略 2 在利用已

有的信息时 ,既可以利用变异个体本身的信息 ,也可

以利用当代最优个体的信息来指导变异 ,本文采取

后者. RQ EA中同时采用两种策略 ,相互协调.

2 . 4　自 学 习

自然界中的生物个体 ,除了具有自适应等能力

外 ,还具有从局部环境进行自学习的能力.对于函数

优化问题 ,将局部搜索方法和进化算法相结合能更

好地求解问题.在 RQ EA 中 ,利用自学习算子实现

局部搜索 ,该算子类似于一个小规模的 RQ EA . 假

设进化到第 t代时最优个体为 q t
max ,将自学习算子作

用于 qt
max上 , 即通过小规模的 RQ EA在个体 qt

max 的

邻域内进行搜索.若找到比 qt
max 适应度更好的个体 ,

则用来替代当前最优解.

2 . 5　量子进化算法

基于实数编码的量子进化算法可描述如下 :

Step1 : 产生初始量子种群 Q( t) , t ←0 .

Step2 : 由 Q( t) 产生传统经典种群 P( t) .

Step3 :计算 P( t) 中每个个体的适应度 ,计算个

体的相对势能.

Step4 : 对种群进行叠加.

Step5 : 从叠加后相对势能高的区域中生成新

个体 ,按适应度大小从原种群和新个体中选择 m个

个体组成新种群 Q ( t)′.

Step6 : 对 Q( t)′执行变异算子 , 更新得到

Q( t)″.

Step7 : 测量 Q( t)″,取 Q( t)′和 Q ( t)″中适应度

最优的一半替换种群 Q( t) .

Step8 : 对当代最优个体执行自学习算子.

Step9 : 若满足停止准则 ,则停止 ;否则 , t ← t +

1 ,转 Step2 .

经典种群的产生就是在个体表示的矩形区域内

观测出某个单点值 ,既可以用矩形中的点表示 ,也可

以在矩形区域内随机选取某个点.

3　收敛性分析
RQ EA利用了量子态叠加和相干机理 ,是一种

保留最优个体的实数进化算法.对于所要求解的目

标问题min f ( x) , x ∈S ,假设全局最优解为 xbest ,对

应函数值为 f best .给定求解精度ε,则 RQ EA 可以视

为一个有限状态空间的马氏链 ,其状态空间为 S =

{ S1 , S2 , ⋯, Smax s} .

max s = ∏
n

i
(
�x i - x i

ε ) . (6)

其中 : n为搜索空间维度 , �x 和 x 分别表示搜索空间

的上域和下域.进一步 ,状态空间可分为两种 :

1) C1 = { S i ‖f S i
- f best | <ε} ;

2) C2 = { S i ‖f S i
- f best | ≥ε} .

一步转移概率 pi→j 表示由状态 C i 转移到 C j 的

概率. RQ EA 中采用保留最优个体策略 ,显然 p1→1

= 1 .

引理 1[9 ] 　设 A 1 , A 2 , ⋯是概率空间上的一事

件序列 ,令 pk = p{ A k } ,若∑
∞

k = 1
pk < ∞,则 p{ ∩

∞

i = 1
∪
K≥i

A K} = 0 ; 若 ∑
∞

k = 1
pk = ∞, 且各 A k 相互独立 , 则

p{ ∩
∞

i = 1
∪
K≥i

A K} = 1 .

定理 1　对于算法 RQ EA ,存在常数ω～ ∈ (0 ,

1) ,使得一步转移概率 p2→2 <ω～ .

证明 　给定精度ε> 0 , ϖ d > 0 ,使得| x - xbest |

≤ d时 , | f ( x) - f ( xbest ) | <λ,其中 0 <λ<ε.记

Ω1 = { x‖x - xbest | ≤ d} ,显然Ω1 < C1 .

算法 RQ EA中 , Step6 的变异操作本质上是高

斯变异.假设对 C2中个体 x执行变异 ,其后代为 x +

δ,则

p{ ( x +δ) ∈Ω1 } < p{ ( x +δ) ∈C1 } = p2→1 .

(7)

随机变量δ服从高斯分布 N (0 ,σ2 ) ,其概率密

度函数为

f ( x) =
1
σ 2π
·e

- x2

2σ2 ,

故

p{ ( x +δ) ∈Ω1 } =

∏
n

i = 1
p{ | x i +δi - xbest | ≤ d} =

∏
n

i = 1∫
xbest - x i + d

xbest - x i - d
f ( y) d y ,

0 < ∏
n

i = 1∫
xbest - x i + d

xbest - x i - d
f ( y) d y < 1 ]

0 < p{ ( x +δ) ∈Ω1 } < 1 . (8)

因δ服从高斯分布 ,故 p ({ x +δ) ∈Ω1 } 关于 x

连续 , ϖ x′∈S ,使得

p{ ( x′+δ) ∈Ω1 } =

min{ p{ ( x +δ) ∈Ω1 } } . (9)

令ω
～

= 1 - p{ ( x′+δ) ∈Ω1 } ,由式 (7) 和 (9) 得

　　　　p{ ( x′+δ) ∈Ω1 } ≤

　　　　p{ ( x +δ) ∈Ω1 } <

　　　　p2→1 = 1 - p2→2 ]
　　　　p2→2 < 1 - p{ ( x′+δ) ∈Ω1 } ]
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　　　　p2→2 <ω～ . □

定理 2　算法 RQ EA具有全局收敛性.

证明 　给定精度ε> 0 , t代个体 x t进化后不满

足解的精度要求的概率为 p′= p2→2 = p{ | f ( x t ) -

f ( xbest ) | ≥ε} ,即从状态空间 C2 转移到 C2 的概率.

于是有

∑
∞

t = 1
p′t < ∑

∞

t = 1

ω～ .

因 0 <ω～ < 1 ,故∑
∞

t = 1

ω～ =
ω～

1 - ω～
,∑
∞

t = 1
p′t <
ω～

1 - ω～

< ∞ .由引理 1可知

p{ ∩
∞

i = 1
∪
t≥i

(| f ( x t ) - f ( xbest ) | ≥ε) } = 0 ,

即lim
t→∞

( f ( x t ) ) = f ( xbest ) .算法 RQ EA以概率 1收敛

到全局最优解. □

4　参数分析与数值实验
4 . 1　参数分析

RQ EA的主要思想是引入矩形区域来表示基

因 ,通过个体等位基因的叠加使种群处于相干状态 ,

并通过进化算子增加最优解被观测到的概率.其中 ,

基因的矩形表示是关键 ,α控制基因的半径 ,从而影

响系统的叠加结果.为了测试α对算法性能的影响 ,

本文采用平均成功率 RAS 和平均函数值计算次数

CAVE 对算法进行评估 ,它们的定义详见文献 [10 ].

本文采用如下 Rast rigin函数进行测试 :

R ( x) = ∑
n

i = 1
[ x2

i - Acos (2πx i ) + A ] ,

S = [ - 5 . 12 ,5 . 12 ] n , f min = 0 . (10)

R ( x) 是一个多峰函数 ,它在 x i = 0 ( i = 1 ,2 ,

⋯, n) 时达到全局极小值 0 ,而在定义域内大约有

10 n个局部极小值点 ,选定 A = 1 . 0 , n = 20 . Ft
best 为

算法运行到第 t代所找到的最优解 ,运行停止准则

为 | Ft
best | < 0 . 001且迭代次数不超过 200 .令α在区

间[0 ,3 ]内以步长 0 . 2变化 ,在每组参数下进行 500

次独立实验 ,并求 RAS和 CAVE .算法中变异策略参数

pt > 0 . 5 时 ,变异着重于利用已有信息 ;pt < 0 . 5

时 ,则着重于探索新的空间. 自学习算子种群规模

sm < m ,一般在 5～ 7之间. RQ EA 中参数设置如

下 : m = 10 , sm = 5 , p = 0 . 2 ,pt = 0 . 3 .图 2和图 3

给出了 RAS 和 CAVE 随α的变化关系.

由图 2可知 ,当α= 0算法退化到单点进化算法

时 ,算法成功率很低 ,这表明等位基因叠加产生的相

干性能加快了算法的收敛性.α取值在 0 . 2～ 2范围

内时算法成功率较高 ,之后算法成功率趋于下降 ,这

是因为α取值太大会导致不相关个体也产生叠加 ,

使得搜索效率降低 ,不易收敛.由图 3可知 ,α取值在

图 2　RAS随α的变化关系

图 3　CAVE随α的变化关系

0 . 4～2 . 2时平均函数计算次数较少 ,而大于2 . 6时

平均函数计算次数急剧增加.可见 ,α的理想取值范

围为 0 . 4～ 2 ,在该范围内α的变化对算法性能的影

响不明显.

4 . 2　与其他算法的比较

为测试算法的性能 ,本文将 RQ EA 与如下两个

著名的算法进行了比较 :1) 快速进化算法

( FEP) [11 ] ;2) 随机遗传算法 ( St GA) [12 ] .这两个算法

都是近几年提出来的 ,在函数优化问题上有着出色

的表现.

本文采用如下 10个标准函数进行实验 :

f 1 ( x) = ∑
n

i = 1
x2

i ,

S = [ - 100 ,100 ] n , f min = 0 ;

f 2 ( x) = ∑
n

i = 1

| x i | + ∏
n

i = 1

| x i | ,

S = [ - 10 ,10 ] n , f min = 0 ;

f 3 ( x) = ∑
n

i = 1
(∑

i

j = 1
x j )

2
,

S = [ - 100 ,100 ] n , f min = 0 ;

f 4 ( x) = max i (| x i | ,1 ≤ i ≤n) ,

S = [ - 100 ,100 ] n , f min = 0 ;

f 5 ( x) = ∑
n

i = 1
[100 ( x i - x i+1 ) 2 + ( x i - 1) 2 ] ,

S = [ - 30 ,30 ] n , f min = 0 ;

f 6 ( x) = ∑
n

i = 1

( └x i + 0 . 5┘)
2 ,

S = [ - 100 ,100 ] n , f min = 0 ;
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表 1　对 30维函数优化结果的比较

测试
函数

平均函数评价次数

RQ EA St GA FEP

平均优化结果 (方差)

RQ EA St GA FEP

f 1 29 500 30 000 150 000 6. 42 ×10 - 19 (2. 12 ×10 - 18) 2. 45 ×10 - 15 (5. 25 ×10 - 16) 5. 7 ×10 - 4 (1. 3 ×10 - 4)

f 2 18 000 17 600 200 000 4. 73 ×10 - 12 (5. 15 ×10 - 12) 2. 03 ×10 - 7 (2. 95 ×10 - 8) 8. 1 ×10 - 3 (7. 7 ×10 - 4)

f 3 21 000 23 000 500 000 7. 78 ×10 - 18 (4. 91 ×10 - 16) 9. 98 ×10 - 29 (6. 9 ×10 - 29) 1. 6 ×10 - 2 (1. 4 ×10 - 2)

f 4 32 000 32 000 500 000 8. 2 ×10 - 18 (3. 42 ×10 - 15) 2. 01 ×10 - 8 (3. 42 ×10 - 9) 0. 30 (0. 50)

f 5 43 000 45 000 2 000 000 3. 62 ×10 - 10 (2. 73 ×10 - 8) 0. 044 35 (0) 5. 06 (5. 87)

f 6 1 500 1 500 150 000 0. 0 (0. 0) 0. 0 (0. 0) 0. 0 (0. 0)

f 7 1 900 1 500 900 000 - 12 569. 5 (0. 0) - 12 569. 5 (0. 0) - 12 569. 5 (0. 0)

f 8 28 300 28 500 500 000 4. 51 ×10 - 15 (3. 28 ×10 - 14) 4. 42 ×10 - 13 (1. 14 ×10 - 13) 4. 6 ×10 - 2 (1. 2 ×10 - 2)

f 9 10 000 10 000 150 000 6. 23 ×10 - 9 (2. 19 ×10 - 9) 3. 52 ×10 - 8 (3. 51 ×10 - 9) 1. 8 ×10 - 2 (2. 1 ×10 - 3)

f 10 52 500 52 500 200 000 4. 26 ×10 - 20 (6. 79 ×10 - 18) 2. 44 ×10 - 17 (4. 54 ×10 - 17) 1. 6 ×10 - 2 (2. 2 ×10 - 2)

　　f 7 ( x) = ∑
n

i = 1

( - x i sin | x i | ) ,

　　S = [ - 500 ,500 ] n , f min = - 418 . 983 n;

　　f 8 ( x) = ∑
n

i = 1
[ x2

i - 10 cos (2πx i ) + 10 ] ,

　　S = [ - 5 . 12 ,5 . 12 ] n , f min = 0 ;

　　f 9 ( x) = - 20 exp ( - 0 . 2 1
n ∑

n

i = 1

x2
i ) -

　　　　　　exp ( 1
n ∑

n

i = 1
cos (2πx i ) ) ,

　　S = [ - 32 ,32 ] n , f min = 0 ;

　　f 10 ( x) =
1

4 000∑
n

i = 1
x2

i - ∏
n

i = 1
co s ( x i / i) + 1 ,

　　S = [ - 600 ,600 ] n , f min = 0 .

以上 10个函数已被广泛地用于测试算法的性

能.其中 : f 1 ～ f 6 是单峰函数 ,相对容易优化 ,但随

着优化维度的提高 ,优化会变得越来越困难 ; f 7 ～

f 10 是多峰函数 ,其局部极值的个数随着函数维数的

增高而增多 ,被当作许多优化算法中最典型的优化

难题.

为了便于比较 ,需要设定参数以取得与 St GA

大致相同的函数评价次数 ,并在此基础上比较不同

算法解的情况.对每个函数运行 50 次 ,表 1给出了

运行结果. 算法参数设置如下 : m = 10 , sm = 5 ,α=

0 . 6 , sr = 0 . 01 r , p = 0 . 2 ,pt = 0 . 6 .

由表 1可知 ,在 30维函数优化问题上 ,无论是

评价次数还是优化结果的精度 , RQ EA 都显著优于

FEP.对于 f 3 , RQ EA 的精度不如 St GA . 对于 f 7 ,

RQ EA取得了与 St GA 相同的精度 ,所用评价次数

比 St GA略多.对于其余测试函数 ,在解的精度及方

差上 ,RQ EA均取得了比 St GA更优的结果.

5　结 　　论
本文基于量子态叠加和态相干原理 ,提出了实

数编码量子进化算法 ,设计了叠加算子、变异算子和

自学习算子.算法中采用了一种新颖的量子染色体

编码 ,该编码以矩形区域替代了传统编码中的单点

编码 ,使得一个量子染色体携带多个个体信息.同时

考虑了个体的适应度 ,将个体的相对势能作为矩形

区域的高度 ,适应度越高 ,相对势能也越高 ,最优解

出现在该区域的概率也就越大.量子染色体执行变

异操作时 ,将当代最优个体信息加入以引导变异过

程 ,能避免陷入局部最优解.自学习算子利用一个小

规模的 RQ EA算法来实现个体的自学习过程 ,对当

代最优个体在给定的搜索半径内进行学习 ,以获得

更优解.实验结果表明了 RQ EA在函数优化上具有

优越的性能.
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A PSO2II是将有序 (标准 PSO)和无序 (自适应

寻优)进行适当分离 ,充分发挥各自的优势.在自适

应寻优阶段 ,通过在最优粒子邻域空间探寻更优化

的解.一旦新的优化解被发掘 ,便利用标准 PSO 快

速寻优.通过对 4 个 Benchmark 函数的测试表明 ,

A PSO2II在收敛快速性和收敛深度上均优于

DPSO , HPSO ,A EPSO 以及 A PSO2Ⅰ,从而证明了

算法的有效性.
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